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PROLOGO 


Este libro está escrito sin ninguna pretensión de originalidad. 
Su fin es reflejar, en una exposición sistemática, el curso de álgebra 
conformado y leído, en los últimos años, a los estudiantes de la 
facultad mecánico-matemática en la Universidad de Moscú. La 
evolución, completamente natural, de los programas estándares, 
llevó a la vecesidad de modernizar, aunque sea parcialmente, la 
literatura de estudio sobre el álgebra. 

Lamentablemente, ol hilo vivo de las lecciones, al exponerse 
por escrito, se cubrió de tantos detalles y se deformó de tal modo que, 
involuntariamente, se recuerda una manifestación irónica de Ber- 
nard Shaw: «El manual se pucde definir como un libro, inservible 
para la lectura. El hecho de que yo haya resultado un hombre total- 
mente sin estudio, se lo debo a que nunca pude leer libros de texto, 
y el tiempo que debiera haber empleado en leer manuales, lo gasté 
en la lectura de libros auténticos, escritos por personas que real- 
mente saben escribir, lo que jamás ocurre con los autores de manua- 
les» (1933, de una conferencia dada en Hong Kong). Es un débil 
consuelo, el hecho de que B. Shaw, que pensaba con categorías 
sumaniente paradójicas, no se refería a las matemáticas. 

- Formalmente, el lihro está dividido en dos partes, las cuales, 
en una primera aproximación, responden a los cursos de álgebra, 
dictados respectivamente en el primer y tercer semestres. En la 
parte II, se supone que el lector conoce suficientemente la teoría 
de espacios vectoriales abstractos y de operadores lineales, cuyo 
material se estudia en el curso de álgebra lineal y geometría, corres- 
pondiente al segundo semestre. Por otra parte, los espacios aritmé- 
ticos lineales de vectores-filas se exponen en el capítulo 2, una serie 
de conceptos del álgebra linea] se definen a medida que se avanza 
en el texto, y un pequeño complemento contiene la teoría geomé- 
trica de la reducción de matrices a la forma normal de Jordán. De 
este modo, el libro se puede estudiar, independientemente de otras 
fuentes. 

Los ejercicios que se encuentran al final de la mayoría de los 
parágrafos, juegan un importante papel. Existiendo excelentes 
libros sabre problemas y ejercicios de álgebra*), sería insensato 
poner acento en los cálculos numéricos, por eso, los ejercicos tie- 
nen, preferentemente, carácter teórico y sirven para desarrollar el 


% Lu editorial «Mir» publicó, en 1976, uno de estos libros en español: 
«Problemas de álgebra superior» de D. Faddiéev e 1. Sominski. (N. del T.) 
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tema principal. En muchos casos, sobre ellos hay referencias en el 
texto básico, pero, pese a todo, los ejercicios están provistos de 
indicaciones detalladas para resolverlos. Se recomienda recurrir 
lo menos posible a estas indicaciones, y en todo caso, después de 
insistentes pruebas para resolverlos por cuenta propia. 

Probablemente, resulte difícil que una cantidad tan modesta de 
horas lectivas, sea suficiente para abarcar el contenido de todo el 
libro. Esto, especialmente se refiere a la parte 11, cuyo material, 
por su carácter, no puede considerarse tradicional. Este material 
proporciona suficiente pábulo a la intuición, pero, alynnas «exqui- 
siteces» (como, por ejemplo, el teorema de Silov, invariantes de 
los grupos lineales, las representaciones de un grupo de rotaciones, 
o de álgebras no asociativas) están conscientemente dirigidas a los 
aficionados, como base para ejercicios complementarios. 

Por lo visto, una vez estudiado el capítulo 7, bastante difícil, 
hay que orientarse bien sea hacia los elementos de la teoría de repre- 
sentaciones (capítulo 8), o hacia la teoría general de anillos, módulos 
y campos, parcialmente tratada en el capítulo 9 (no nos fue posible 
profundizar en cuestiones estructurales). La primera variante parece 
preferible, no sólo por su orientación geométrica y su proximidad 
al curso del segundo semestre, sino también, porque el conocimiento 
de los principales hechos sobre la teoría de representaciones es muy 
útil a los matemáticos que, no necesariamente, se especializan en 
álgebra. Sería sumamente deseable que la idea sobre representacio- 
nes de grupos, expresada en el libro mediante un material concreto 
muy limitado, se consolide con un curso especial de mayor contenido. 
Como ejemplos de temas aproximados, se pueden citar la teoría de 
Galois; los grupos engendrados por aplicaciones, incluidos los grupos 
cristalográficos; las representaciones de los grupos compactos, etc. 
Por otro lado, el capítulo 9, debido a su orientación teórico-numé.- 
cica, responde, en mayor medida, a los planes de estudios existentes. 
Cualquiera sea la variante que se elija, pondrá los [nndamentos para 
seguir estudiando álgebra*). 

Aquí hay que advertir con precisión una circunstancia no tan 
evidente para el estudiante de primer curso. El curso de álgebra 
superior pese a su nombre, de ningún modo refleja la diversidad 
del álgebra moderna. Precisamente a eso debe su nombre el libro: 
introducción al álgebra. Un objetivo más de esta introducción, 
consiste en suministrar conceptos y resultados necezarios para otros 
cursos de matemáticas. Sólo se comprende cuan importante es el 
estudio del lenguaje algebraico, cuando se intenta prescindir de él 
al estudiar particularmente matemáticas. 

Pese a sm carácter elemental, el curso tradicional de álgebra, 
presenta determinadas dificultades para asimilarlo, debido al aspecto 


*) Una pequeña lista de literatura complementaria Ai no pretende ser 
completa, se da al principio de cada una de las partes del libro. 
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formal en el razonamiento, que él impone. El autor tuvo constante- 
mente esto en cuenta, tratando de subrayar los vínculos existentes 
entre el álgebra y otras ramas de las matemáticas. Debemos lamentar, 
el haber dejado fuera do los límites de este libro elementos sobre 
la teoría de categorías y de sistemas parcialmente ordenados. Pero, 
nos paroció totalmente irrazonable transformar el curso introductorio 
en un conglomerado de conceptos abstractos, provistos de antemano 
sin saber para que, mermando así el interés hacia el objeto de estudio, 
debido a su exposición superficial. 

Muchas delas variantes ideadas para un curso obligatorio de 
álgebra, Jimitado y orientado por e) programa estándar «se ensayaron» 
en la facultad mecánico-matemática de la Universidad de Moscú 
Lomonósov. Cabe esperar, que esta obra en forma de libro, de una 
de Jas últimas variantes del curso, resulte útil para estudiantes, 
graduados y profesores de otros institutos de enseñanza superior, 
así como para aquellas personas que se inician, por su cuenta. en el 
estudio del álgebra. Por supuesto, el orden y la plenitud expositiva 
del material del libro en las lecciones del curso, dependerán consi- 
derablemente de la situación concreta y de las tradiciones en la 
enseñanza. 

El autor expresa su profunda gralitud al experto coleutivo de 
docentes de la cátedra de álgebra superior de la Universidad de 
Moscú, y también a quienes proporcionaron útiles consejos sobre la 
exposición del curso. Todas las ulteriores proposiciones constructi- 
vas, así como informaciones y observaciones de errores u omisiones, 
se recibirán con gran reconocimiento. 


A. Kostrikin 


AL LECTOR 


De acuerdo al plan genera), expuesto en el prólogo, el esquema 
de la dependencia de los capítulos tiene la siguiente forma: 


(la flecha punteada muestra una dependencia débil). Se comprende 
que al lector experimentado (digamos, docente o estudiante de 
segundo curso) no le será difícil comenzar la lectura, prácticamente 
desde cualquier lugar, naturalmente, si está dispuesto a dirigirse, 
de tiempo en tiempo, a las definiciones en parágralos y capítulos 
anteriores. No todos los nuevos conceptos se introducen en los párra- 
fos que comienzan con la palabra «definición». Un indice detallado 
y el índice de materias ayudan a encontrar el lugar necesario en 
el libro. 

Cada capítulo está dividido en varios parágrafos, y cada pará- 

grafo en varios puntos, con sus propios títulos. Dentro del pará- 
grato los teoremas, proposiciones, lemas, corolarios, tienen su 
numeración propia: teorema 1, teorema 2, .. .; lema 1, lema 2, 
Con esta numeración primitiva, pero muy evidente y económica, 
cuando se hacen citas sobre afirmaciones de otro parágrafo, se pre- 
cisa escribir teorema i del $ j, o incluso teorema i del $ j del cap. k, 
sin embargo, esto no crea incomodidades. 

El final de una demostración (o en su ausencia) so anota con el 
signo |]. 

Para abreviar, se usan simbolos lógicos elementales. El signo 
de implicación => en la escritura A > B tiene la sencilla carga 
significativa, que «4 trae consigo a B», o quo «de A sigue /», al 
mismo tiempo, que «4 -= Br significa la equivalencia de las enun- 
ciaciones A y B (... si, y sólo si, ...). El cnanlificador universal V 


reemplaza la expresión «para todo». Las restantes designaciones son 
comprensibles del contexto. 
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Abajo se escribe la totalidad del alfabeto griego, con indicación 
de las pronunciaciones de las letras. La confusión que a veces se 
observa aquí es lamentable, por cuanto las letras del alfabeto griego 
son muy empleadas en matemáticas. 


ALFABETO GRIEGO 


Aga BP Ty A6 Ee ZÉ 
Alfa Beta Gamma Delta Epsilon Zeta 
Hn 00 Th Kox MA Mu 
Eta Theta Iota Kappa Lambda My 
Nv 3É£ Oo Ma Po 20 
Ny Xi Omicron Pi Rho Sigma 
Tr 9 Doe Xy Yy Qw 


Tau  Ipsilon Fi Ji Psi Omega 


«El álgebra es generosa, frecuentemente 
da más de lo que lo pideas 
(0 Alembert) 


Parte 1 
FUNDAMENTOS DEL ALGEBRA 


Esta parte se puede considerar álgebra on miniatura. Los con- 
ceplos fundamentales de grupo, anillo, campo, a los que el estudiante 
novel no está acostumbrado, se introducen, en la medida de lo 
posible, informalmente y en dosis mínimas, pese a lo cual, el número 
de conceptos derivados resulta bastante grande. No es necesario 
memorizarlos: resultarán habituales cuando el estudiante, por su 
propia cuenta, trabaje sobre los problemas y ejercicios. Para como- 
didad, se destacan algunos de los sistemas algebraicos más usados 
(los grupos (Z +), Sr4n, GL (7), SL (n); anillo de los polinomios; 
campos A, R, € y Zp), que sirven, además, para mostrar el 
lenguaje del álgebra. Por tradición y por consideraciones de suce- 
sión entre la escuela y la universidad, inicialmente se expone la 
técnica de matrices y determinantes, empleada para buscar e inves- 
tigar resoluciones de sistemas de ecuaciones lineales. En este camino, 
naturalmente, surgen las estructuras algebraicas fundamentales. 
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Capítulo 1 


FUENTES DEL ALGEBRA 


¿Dónde comienza el álgebra? Con cierta aproximación se puede 
decir, que las fuentes del álgebra se hallan en el arte de sumar, 
multiplicar y elevar a potoncia números enteros. El reemplazo de 
números por letras, hecho formal pero no siempre evidente y de 
significado único, permite operar con reglas análogas en los límites 
de sistemas algebraicos más generales. O sea, el intento de dar una 
respuesta completa a la cuestión planteada, no sólo nos llevaría 
a lejanos siglos, n los secretos del germen del pensamiento matemá- 
tico. La parle inás difícil de la respuesta estaría ligada a la descrip- 
ción de las ostrucluras algebraicas de nuestros días: yrupos, anillos, 
campos, módulos, etc. Pero a esto precisamente se dedica todo el 
libro, así que por ahora el objetivo de) capítulo 1 parece inalcan- 
zable. 

Felizmente, debajo de la envoltura abstracta de la mayoría de 
las teorías axiomáticas del álgebra se ocultan prohlemas concretos 
de carácter teórico o práctico, cuyas resoluciones sirvieron en su 
tiempo para generalizaciones felices, y a veces dieron lugar a con- 
clusiones de largo alcance. Por otra parte, una teoría desarrollada 
daba impulso y medios para la solución de nuevos problemas. Lu 
compleja interrelación de los aspectos teóricos y aplicados de la 
teoría, común a toda la matemática, en el álgebra se rezuma con 
gran claridad y, en alguna medida, justifica el estilo concéntrico de 
exposición adoptado por nosotros. 

Luego de unas breves observaciones generales, relacionadas con 
la historia de esta disciplina, formularemos algunos problemas que 
anticipan el contenido de los capítulos siguientes. Uno de estos 
problemas servirá como punto de partida para el estudio de siste- 
mas de ecuacionos lineales, teoría de matrices y de determinantes. 
Desarrollaremos el método de (rauss y obtendremos los primeros cono- 
cimientos acerca de las resoluciones de sistemas lineales. 

Ya en esta elapa es útil introducir terminología y notación uni- 
ficadas, para lo que daremos una revista concisa a la teoría de con- 
juntos y de aplicaciones. 

Serán introducidos conceptos fundamentales de relación de 
equivalencia y de factorización de las aplicaciones. Más adelante, 
en relación con el esclarecimiento del principio de inducción mate- 
mática, se establecerán proporciones combinatorias elementales. 
Finalmente, las propiedades aritméticas más simples del sistema de 
números enleros, citados en el último parágrafo, no sólo se utilizan 
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ulteriormente, sino que sirven de prototipo para la construcción 
de una aritmética anáJoga en sistemas algebraicos más complejos. 

El material de este capítulo no va mucho más allá de los límites 
del programa escolar. Del lector se requiere solamente su disposición 
para asumir un punto de vista un poco más general. Se puedo comen- 
zar la lectura desde el $ 3 


$ 1. ALGEBRA BREVE 


Jzn nuestros días, no sin fundamento, se habla sobre la «algebrai- 
zación» de las matemáticas, v sea sobre la penetración de ideas y 
métodos del álgebra en las partes teórica y aplicada de las matemá- 
ticas. Este estado de cosas, totalmente claro ya a mediados del 
siglo XX, de ningún modo se observó siempre. Como cualquier otro 
campo de la actividad humana, las matemáticas están expuestas a la 
influencia de la moda. La moda de los métodos algebraicos es pro- 
vocada por la esencia de las cosas, aunque debido a su atracción 
a veces se franquean las fronteras de lo razonablo. Y como la envol- 
tura algebraica, que obscurece el contenido, no es menor desgracia 
que un elemental olvido del álgebra, entonces no es casual que el 
mérito de uno u otro libro ya depende (muy razonablemente) de la 
habilidad del autor de evitar una sobrecarga de formalismo alge- 
braico. 

Si dejamos aparte los oxtremos, entonces al álgebra desde la 
antigiiedad constituía una parte esencial de las matemáticas. Lo 
mismo habría que decir sobre la geometría, pero nos resguardaremos 
tras una frase alada de Sofía Germain (siglo XIX): «El álgobra no 
es otra cosa que Ja geometría escrita en símbolos, y la geometría es 
sencillamente álgebra expresada en figuras». Desde entonces la 
situación ha cambiado, pero parece que «es reconocido que la «natu- 
raleza» de los objetos matemáticos es, en esencia, un hecho secunda- 
rio y que es poco importante, por ejemplo, si presentamos los 
resultados en forma de teorema de geometría «pura» o con ayuda 
de la geometría analítica en forma de teorema algobraico» 
(N. Bourbaki). 

En correspondencia con el principio de que «no son importantes 
los objetos matemáticos, sino las relaciones entre ellos» el álgebra 
se define (un poco tautológicamente y en forma absolutamente 
incomprensible para el profano) como ciencia acerca de las opera- 
ciones algebraicas, efectuadas sobre los elementos de diferentes 
conjuntos. Las propias operaciones algebraicas surgieron de la 
aritmética elemental. A su vez, en base a las reflexiones algebraicas 
se obtienen las demostraciones más naturales de muchos hechos de 
la «aritmética superior», o sea de la teoría de los números. 

Pero el significado de las estructuras-conjuntos con las opera- 
ciones algebraicas lejos sobrepasa el marco de las aplicaciones teóri- 


20392 


18 FUENTES DEL ALGEBRA (CAP. 4 


co-numéricas. Muchos objetos matemáticos (espacios topológicos, 
ecuaciones diferenciales, funciones de variables múltiples complejas, 
etc.) se estudian mediante la construcción de las debidas estructuras 
algebraicas, aunquo no sean adecuadas a los objetos estudiados en 
todo caso, reflejan sus aspectos esenciales. Algo semejante se refiere 
a los objetos del mundo real. 

Un juicio preciso sobre esto fue formulado hace más de 45 años 
atrás por uno de Jos creadores de la mecánica cuántica P. Dirac 
«...La física moderna requiere una matemática más abstracta y el 
desarrollo de sus fundamentos. Así, la geometría no-euclidiana y el 
álgebra no conmutativa, consideradas en un tiempo como sencilla- 
mente fruto de la imaginación o producto de reflexiones lógicas 
ahora son reconocidas como muy necesarias para la descripción de 
cuadro general del mundo físico». 

Los medios algebraicos son muy útiles al investigar las partícu- 
las elementales en la mecánica cuántica, las propiedades de] cuerpo 
rígido y cristales (en relación con esto especialmente importante es 
la teoría de representación de grupos), al analizar modelos econó- 
micos, al construir modernas máquinas computadoras, etc. 

A su vez, el álgebra se nutre de los jugos vivificantes de otras 
disciplinas, incluidas las matemáticas. Así, por ejemplo, los métodos 
homológicos del álgebra surgieron de las entrañas de la topología 
y de la teoría alrebraica de números. 

Por eso no sorprondo que los rasgos del ílgebra y los puntos de 
vista sobre ésta cambiaron en distintas épocas. No tenemos posi- 
bilidad de seguir detalladamente esos cambios no sólo por falta de 
espacio, sino principalmente porque la descripción sobre la historia 
de la asignatura debe ser concreta, exigencia que puede ser satis- 
fecha solamente con un conocimiento fundamental de la misma. 

Nos limitaremos a una enumeración esquemática de nombres 
y períodos. 


Operaciones aritmóticas sobre con- 
juntos de números enteros y racio- 
nales positivos. Fórmulas algebrai- 
cas en cálculos astronómicos y geo- 
métricos. Formulación de problemas 
de construcciones (sobre la duplica- 
ción del cubn y trisección del ángulo), 
que se ocuparon los algebristas mucho 
más tarde. 

Ecuaciones algebraicas de primer y sc- 


Civilizaciones antiguas de Babilonia 
y Egipto. Civilización griega. «Arit- 
múética» de Diolante (siglo LI). 


Civilización oriental del medioevo. 


Escritos del nativo de Jiva 
Muhammad b Musa  al-Jwarizmi 
(oprox. año 825) «Kitab al-mujtasar 
min hisab al-yabr we-l-muqabala». 
Epoca del Renacimiento. 


ndo grados. 
parición del propio vocablo «álge- 
bra». 


Resolución de ecuaciones algebrai- 
cas de tercero y cuarto grado. 
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Fibonacci (Leonardo de Pisa) 


(aprox. 1170-1250) 
S. Ferro (1465-1526) 
N. Turtaglía (1500-4557) 
J. Cardán (1501-1576) 
L. Ferrari USSOcIB0S) 
F. Viete (1540-1603 
R. Bombellí (1530-1572) 
Siglos XVII y XVIII 
R. Descartes (1596-1650) 
P. Fermat ec61327 
1. Newton 1846-4718, 
G. Léibniz (1646-1716 
L. Euler (1707-1783) 
J. D'Alembert (1747-1783) 
J. L. Lagrange (1736-1313) 
G. Cramer (1704-1752) 
P. Laplace 1749-1327) 
Vandermonde 1735-1796) 


Siglo XIX y principio del siglo XX 


C. 
P 


E 
L 
R 
E 
G 
A. 
P 
C 
N 
A 


>UZPOPEAZ>DD Monro» 


N 
2 


F. Gauss 


. Dirichlet 
. Kummer 
. Kronecker 
. Dedekind 
. 1. Zolotariov 
. F. Voronoi 


A. Márkov 


. L. Chébychev 
. Hermite 
. X. Lobachevsky 
. Hurwitz 


. Ruífini 


E. Abel 
Jacobi 


. Galois 
. Riemano 


Cauchy 
Jordan 
Silov 


Grassmann 


; e 
. Cayle 
E Hámilton 


Boale 
Lie 


. Frobenius 
. Serret 

. Nocther 
. A. Grave 
. Pioncaré 


(4 q17-1859 
(1805-1859 
(1810-1893) 
(1823-1894) 
(1831-1916) 
(1847-1878) 
(1868-4908 
1856-1922 
Aa 
1822-1904) 
(1792-4856) 
(1859-4919) 


(ueisaa 
(1809-1828 
1805-1851) 
(1811-1832) 
(1826-1886) 
(1789-4857) 
(1838-4922) 
(1832-1918) 


(1809-1877) 
1814-1897) 
1821-1895 
1805-1865 

(1815-1884) 

(1842-1899) 

(1849-1918) 

(1819-1885) 

(1844-1922) 

(1863-1939) 

(1854-1912) 


Elaboración de la simbólica alge- 
braica moderna. 


Aparición de la geometría analítica 
puente sólido entre la geometría y el 
algebra. 

Animación de la actividad en la 
teoría de números. 

Desarrollo del álgebra de polinomíos. 
Búsqueda intensiva de fórmulas gene- 
rales para la resolución de ecuaciones 
algebraicas. Primeros accesos a la 
demostración de la existencia de raí- 
ces en una ecuación con coeficientes 
numéricos. Principios de la teoría de 
determinantes. 


Demostración del teorema fundamen- 
tal de existencia de raíces en las 
ecuaciones con coeficientes numéricos. 
Desarrollo intensivo de la teoría de 
números algebraicos. 


Búsqueda de mótodos de resolución 
aproximada de Jas ecuaciones alge- 
braicas. Condiciones de los coueficien- 
tes que aseguran una disposición dada 
de las raíces. 


Demostración de la imposibilidad en 
caso gencral, de resolver ecuaciones 
de grado n>5 en radicales. 
Desarrollo de funciunes algebraicas. 
Formulación de la teoría de Galois. 
Principios sobre la teoría de pru- 
pos finitos, preferentemente en base 
a grupos permutables. 


Desarrollo intensivo de los méto- 
dos de álgebra lincal. 


Aparición de los sistemas hipercom- 
plejos, luego del descubrimiento de 
os cuaterniones (estos sistemas ahora 
se denominan úlgebras) En parti- 
cular, en relación con el desarrollo 
de los grupos continuos (grupos de 
Lie), fueron colocadas los Fandamen: 
tos del álgebra de Lic. Se desarrolla- 
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Klein 


Bernside 


chur 
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(1849-1925) 
(1852-1927) 
(1885-1941) 


ron la geometría algubralca y la teo- 
ría de invariantes cormo partes impor- 
tantos de las matemáticas. En el 


Weyl (1885-1955) siglo XIX la matemática aún no 

Enríquez (1871-1046) había alcanzado una diferenciación 
(1903-1957) sutil y muchos grandes sabios Lraha- 

Hilbert 1862-1943)  jahan creativamente en varios de sus 

Cartán 1869-1951 CAMPOS. 

Guénze) (1861-1941 La primera mitad del siglo XX fuo 


Stéinitz 
Nocther 
E. Artia 
J. Birkhofí 


F. 

W. 

H. 

F. 

J. Von Neumann 
D. 

E. 

C. 

E. 

E. 


(1871-1928) 
(1882-1935) 
(1898-1962) 
(1884-4947) 


N. Bourbaki «Elementos do matcmá- 


tica», 


distinguida por una reconstrucción 
fundamental de todo el edificio de 
la matemática. El álgebra, renun- 
ciando al privilegio de ser la ciencia 
sobre reuaciones algebraicas, resuclta- 
mente se planleó sobre un camino 
de desarrollo axiomático y mucho 
más abstracto. 


Se hizu de uso corriente el lenguaje de las teorías de anillos, módulos, 
categorías, homología. Muchas teorías dispersas hallaron cabida en el esquema 
general dol álgebra universal. En el pinto de enlace del álgebra con la lógica 
matemática nació la teoría de modelos. Las viejas teorías se renovaron, ensan- 
chando sus cumpos de aplicación. Como ejemplos pueden servir la gevumetría 
algebraica moderna, la topología algebraica, la K-teoría algebraica, la teoría 
de grupos algcbraicos. Algunos despegues brillantes experimentó la teoría 
de grupos finitos, 

Toda el álgebra se oncuentra ahora ca una situación de desarrollo 
dinámico. En esto, grandes méritos les caben a los matemáticos 
soviéticos. El elevado nivel de las investigaciones alcanzado en 
nuestro país en mucho se debe a científicos tales como N. G. Chebo- 
tariov (1894-1947), O. Yu. Schmidt (1891-1956), A. Y. Máltsev 
(1909-1967), A. G. Kurosch (1908-1971), P. S. Nóvikov (1901-1975). 


$ 2. ALGUNOS PROBLEMAS MODELO 


Los cuatro problemas formulados más abajo son de distinto 
nivel. Los primeros tres, que por sí mismos no son equivalentes, 
están oxclusivamente destinados para motivar la investigación de 
campos de diferentes tipos, espacios lineales, grupos y sus presen- 
taciones, o sea de aquellas teorías algebraicas que serán tratadas 
más adelante. Las «soluciones» de estos problemas han sido expuestas 
en muchas monografías especiales. El cuarto problema, que anticipa 
el estudio de los sistemas lineales, es útil tratar de resolverlo inme- 
diatamente, antes de pasar al parágrafo siguiente, donde se aportan 
los razonamientos necesarios. 

1. Problema sobre la resolución de ecuaciones en radicales. Del 
álgebra elemental es conocida la fórmula 

—b+ IL 
L2= EA AS (1) 


para las soluciones xr,, tz de la ecuación cuadrática ax? + bx + 


+ e =0. 
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La ecuación de tercer grado a? + ax? + bx +<c = 0 reempla- 
zando rr» x —+ a se lleva a la forma 23 + pz + ec = 0. lista ecua- 
ción reducida siempre tiene tres raíces 7,, Za, Ta. Si se hace 


D= —4p3—27g?, HZ, 


=-V -—Lo+ 3V=3D, v= V-*%,-3y=3D 3D (2) 


(las raíces cúbicas se ld de tal modo, que uv = —J3p), entonces 
ge puede demostrar que 


2, =>3 (u+v), 7 =-y (elu-+ ev), x= (eu +82). (3) 


Las expresiones (2) y (3) se denominan fórmulas de Cardán (1545) 
y se las asocian también con los nombres de otros matemáticos ita- 
lianos de la época del Renacimiento (S. Ferro, N. Tartaglia), al 
igual que la fórmula (1), son válidas para cualesquiera coeficientes 
a, b, c, p, q, que puede tomar, por ejemplo, un valor racional arbi- 
trario. Fórmulas análogas fueron halladas para las raíces de las 
ecuaciones de cuarto grado y en el transcurso de casi trescientos años 
se hicieron intentos infructuosos de «resolver en radicales» la ecua- 
ción general de quinto grado. Sólo en 18313 A. Ruffini (en una pri- 
mera aproximación) y en el año 1827 N. Abel (independientemente 
y en forma rigurosa) demostraron el teorema acerca de que la ecua- 
ción en el caso general 2" + aj" +4+... +4, =0 cuando n > 4 
no tiene solución en radicales. Un descubrimiento fundamental en 
este campo fué efectuado por Evaristo Galois en 1831, cuando éste 
tenía sólo veinte afñios (este trabajo fue conocido recién en 1846) 
y formuló un criterio universal para resolver en radicales no sólo 
la ecuación general de grado n sino cualquiera (por ejemplo, con 
coeficientes racionales). 

A cada polinomio (ecuación) de grado n él le confrontó un campo 
de descomposición y una familia finita de automorfismos de este 
campo (con potencia no mayor de nl), ahora denominado grupo 
Galois del campo (o del polinomio original). Aunque no tenemos 
posibilidad de detenernos más detalladamente en la teoría de Galois, 
en el capítulo 7 será destacada por sus propiedades puramente inter- 
nas, una clase especial de los denominados grupos resolubles. Resulta, 
que la ecuación de grado nr con coeficientes racionales tiene solu- 
ción exacta en radicales, cuando tiene solución el grupo de Galois 
que le es correspondiente. Sea, por ejemplo, dada la ecuación de 
quinto grado 1% — az — 1 = 0, donde a es un número entero cual- 
quiera. Á este número responde el grupo de Galois G,, dependiente 
de algún modo complejo de a. G, es un grupo cíclico de orden 4 
(siendo, por definición, resolubles todos los grupos cíclicos) y la 
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ecuación 1? — 1 =0, sin duda, se resuelve en radicales. Por el con- 
trario, G, tiene la misma estructura que el grupo simétrico S;, de 
orden 120 y este último, como se muestra en el capítulo 7, es inso- 
luble. Por O no tione solución en radicales la ecuación 1? — 
=zrzm—ái=0. 

Observemos finalmente, que para las necesidades prácticas, la 
posibilidad de expresar las raices de las ecuaciones algebraicas on 
forma explícita por medio de radicales, no tiene crucial importancia; 
son más actuales los diferentes métodos de cálculo aproximado de 
las raíces. Pero este hecho no disminuye la belleza del éxito de 
Galois, quien con sus ideas influyó poderosamente en el desarrollo 
posterior de Jas matemáticas. Para comenzar, precisamente Galois 
formuló las bases de la teoría de los grupos. La correspondencia 
recíproca univalente entre los subcampos del campo de descomposi- 
ción y los subgrupos de su grupo, establecida por Galois, se enri- 
queció en el siglo XX con nuevas construcciones abstractas y se 
constituyó en un medio irreemplazable de investigación de objetos 
matemáticos. 

2. Problema sobre los estados de una molécula poliatómica. Cada 
molécula se puede considerar como un sistema de partículas, núcleos 
atómicos (rodeados de electrones). Si en el momento inicial de tiem- 
po la configuración del sistema es cercana a la de equilibrio, enton- 
ces, en determinadas condiciones, las partículas integrantes del 
sistema siempre se quedarán cerca de la situación de equilibrio 
y no alcanzarán grandes velocidades. Los movimientos de este tipo 
se denominan oscilaciones respecto a una configuración equilibrada, 
y el sistema se llama estable. Es sabido que cualquier oscilación 
pequeña de una molécula, cerca de la situación de equilibrio estable, 
es superposición de las llamadas oscilaciones normales. En muchos 
casos se logra determinar la energía potencial de la molécula y sus 
frecuencias normales, tomando en cuenta la simetría interior de la 
molécula. La simetría de la estructura molecular se describe por 
medio de un grupo puntual de una molécula. Las distintas realiza- 
ciones de este grupo finito (sus representaciones irreducibles) y la 
relación con estas realizaciones de la función en el grupo (caracteres 
de la representación), determinan los parámetros de las oscilaciones 
de la molécula. 

Por ejemplo, a la molécula de agua H¿0 (fig. 1) le corresponde 
el grupo cuaternario de Klein (producto directo de dos grupos cícli- 
cos de segundo orden), y a la molécula de fósioro P, (fig. 2), que 
tiene la forma de tetraedro regular en cuyos vértices se disponen los 
átomos del fósforo, le corresponde el grupo simétrico S, de orden 24. 
Las representaciones irreducibles de estos grupos serán estudiadas 
en el cap. 8. En la actualidad el desarrollo de la teoría estructural 
de las moléculas resulta difícil concebirlo sin la ayuda de la teoría 
de grupos, 
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Una aplicación mucho más temprana de la leoría de grupos se 
relaciona con la cristalografía. Ya en el año 1891 el eminente cris- 
talógralo ruso E. S. Feódorov, y luego el sabio alemán A. Schoen- 
flies, hallaron 230 grupos cristalográficos espaciales, que describen 
todas las simetrías de cristales existentes en la naturaleza. Desde 
entonces, la teoría de grupos se usa permanentemente parn la investi- 


Fig. 1 Fig. 2 


gación de la influencia de la simetría sobre Jas propiedades físicas 
de los cristales, 

3. Problema de la codificación de las comunicaciones. En la cons- 
trucción de sistemas automáticos de comunicaciones, terrestres 
o cósmicos, frecuentemente, en calidad de comunicación elemental 
se toma una sucesión—fila (o palabra) ordenada a = (a,, Az, -.. 

. «y Cn) de longitud nr, donde a; =0 ó 1. Como las operaciones 
comunes de suma y multiplicación por módulo 2, se prestan muy 
bien para su cumplimiento en máquinas electrónicas, y los propios 
símbolos O y 1 son cómodos para la transmisión en forma de señales 
eléctricas (1 y O se distinguen por las fases de las señales divididas 
en el tiempo, o por sus existencia o ausencia), entonces, no sor- 
prende que el campo GF (2) (véase $ 4, cap. 4), resulte un atributo 
necesario para el especialista en elaboración de información. Á veces 
PR cómodo usar en calidad de a, los elementos de otros campos 
initos. 

Con el fin de excluir la influencia de interferencia (cargas atmos- 
féricas, ruidos cósmicos, etc.), capaces de transformar log O en 1 
y viceversa, se requiere tomar a a lo suficientemente larga y utilizar 
un sistema especial de codificación, o sea elegir un subconjunto 
(código) Sy de filas (palabras en código) transmitidas de todo el 
conjunto S de las mismas, tal que sea posible restablecer a por 
medio de la palabra alterada recibida a', a condición de que no 
tengan lugar demasiados errores. Así aparecen los códigos correctores 
de errores. La teoría algebraica de codificación, ampliamente desa- 
rrollada en los últimos años y que propuso métodos muy ingeniosos 
de codificación, básicamente tiene que ver con códigos lineales 
especiales, cuando la elección de S, está vinculada con la construc- 
ción de matrices rectangulares especiales y con la resolución de 
sistemas de ecuaciones lineales, cuyos coeficientes pertenecen al 
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campo finito dado. Un ejemplo sencillo de tal código será mostrado 
en el cap. 5. 

4. Problema de Ja lámina caliente. Una lámina rectangular plana 
con tres perforaciones (fig. 3) es usada en calidad de válvula en un 
dispositivo imaginario para la obtención de bajas temperaturas. 
En la válvula se ha marcado una redecilta (parrilla) cuadrada. Sus 
vértices situados en los cuatro contornos se denominan limítrofes, 


+ 
E 
: 
E 


300 


y los restantes vértices internos. Una medición inmediata muestra 
que, ante cualquier calentamiento o eniriamiento, la temperatura 
de cada vértice interior resulta ser la media aritmética de las tem- 
peraturas de los cuatro vértices más próximos, sean éstos limítrofes 
o internos. Se espera que las piezas del dispositivo, a] estar en con- 
tacto con distintas partes de los contornos, comuniquen a los co- 
rrespondientes puntos limítrofes las temperaturas indicadas en la 
fig. 3. ¿Acaso es posible esto?, y si es posible, ¿resultará simple 
la distribución de la temperatura en los puntos interiores? 


$ 3. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES, PRIMEROS PASOS 


Las ecuaciones lineales ax = b y los sistemas del tipo 
ar+ by=e (1) 
ex + dy=f 
con coeficientes reales a, b, c, d, e, f «se resuelven» en la escuela 
secundaria. Nuestra tarea es aprender a operar con un sistema de 


ecuaciones algebraicas lineales (o sintéticamente: con un sistema 
lineal) de la forma más general 


Q¡¡Z) + 19 To +o.. + UinTn = bi, 
4210] UN 2912 E y Qantn = ba, (2) 

AmarYy $ Amala +... + QOmnín = bm. 
Aquí m y n son números enteros positivos (naturales) arbitrarios. 
Aunque el paso de (1) a (2) parezca sólo una complicación cuanti- 
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tativa, en realidad, de hecho, tiene una imporlancia capital. Los 
sistemas del tipo (2) se hallan en toda la matemática, y los llamados 
métodos lineales, cuyo producto final frecuentemente son las solu- 
ciones de sistemas lineales, componen su parte más desarrollada. 
Es suficiente recordar, que la teoría de los sistemas de tipo (2) sir- 
vió a fines del siglo XIX como prototipo para la creación de la 
teoría de ecuaciones integrales, que juegan un papel sumamente 
importante en la mecánica y en la física. La resolución de un gran 
número de problemas en las máquinas computadoras también se 
reducen a sistemas del tipo (2). 

1. Terminología. Es preciso prestar atención al significado muy 
económico y cómodo de Jos coeficientes del sistema (2): el coeficiente 
as, (se lee a-i-jota; por ejemplo: a,, es a-uno-dos, y de ningún modo: 
a-doce) corresponde a la ¿-ésima ecuación y a la j-ésima incógnita 2). 
El número b, se denomina término independiente de la ¿¡-ésima ecua- 
ción. El sistema (2) se llama homogéneo, sib; =0parai=1,2,... 
« .., Mm. Cualquier b, sistema lineal 


11%, + 1973 + .... + QinTn = O, 
23171 =E Uat + .... + Tonta > O, (2 


QmT1 + AmgTa +... + Qmnín =0 


se llama sistema homogéneo, asociado al sistema (2), o también siste- 
ma reducido del (2). 
Los coeficientes de las incógnitas componen Ja tabla rectangular: 


G11 3 +++ Gn 
G21 lg --- gn (3) 


Gm Ama ->-- “mn 


llamada matriz de dimensiones m X n (matriz mM por », o matriz 
cuadrada de orden » cuando m = n) y en forma abreviada denotada 
por el símbolo (a,;) o sencillamente con la letra 4. Naturalmente, 
se habla de la ¿-ésima fija (€;1, Gig, - . + Om) de la matriz (3) y de 
la f-ésima columna 

41) 

l2] 


amj 


que en adelante, para economizar espacio, se designará como una 


fila, encerrada entre corchetes la,,, 2yy, .. ., amyl. Tin el caso de: 
una matriz cuadrada se habla también de la diagonal principal, 
compuesta por los elementos a,,, Q%33, - - -» Gn» La matriz (ay) 


que tiene todos sus elementos nulos, excepto los de su diagonal prin- 
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cipal, se escribe a veces con el símbolo diag (4,;, Goo, » » -; Qun) 
y se llama matriz diagonal, y cuando 4,, = 433 ==... = Gan => 4, 
se denota con el símbolo diag, (a) y se denomina matriz escalar. 
Para indicar la matriz diag, (1), llamada matriz unidad de orden n, 
frecuentemente se usa el símbolo E, o la letra E, si es que la dimen- 
sión de la matriz está dada. 

Junto con la matriz (3) se examina también la matriz ampliada 
(a+, ) b:) del sistema (2), obtenida de (3) con el agregado de la columna 
bi, Do. .. ., Om] los términos independientes; para mayor cla- 
ridad separada del resto de las columnas por una línea vertical. 

Si cada una de las ecuaciones del sistema (2) se transforma en una 
identidad luego de sustituir las incógnitas z¿ por los números zZ;, 
entonces, el conjunto de n números 2, Z;, .. ., Tn se llama solu- 
ción del sistema (2), y xi es el /-ósimo componente de la solución. 
So dice también que el conjunto zi, t,, . . ., Tn Satisiace todas 
las ecuaciones dol sistema (2). El sistema que no tiene solución 
alguna, se llama incompatible. Si el sistema tiene soluciones, se 
llama compatible, y si la solución es única, determinado. Puede 
existir más de una solución: entonces se dice que el sistema es inde- 
terminado. Es o no compatible un sistema dado de ecuaciones linea- 
les, y si lo es, enáles son todas sus soluciones; éstas son las cuestiones 
inmediatas, a las que se deben dar respuestas. 


Veamos otra vez el problema del punto 4 del $ 2. Numeramos todos los 
puntos internos de la plancha, en forma arbitraria, del 4 al 416 (número pre- 
ciso de ellos que hay en la fig. 3), agreguémosle 204 números de puntos lmítro- 
fes y, do acuerdo con la regla dada para el cálculo de la temperatura t;, en el 
punto interior que lleva el número í, formamos 416 relaciones del tipo 


1 tad to+to+ta 
a 4 


Soa, digamos, a, b, e < 416, y d > 416. Entonces esta relación se puede 
volver a escribir en forma de ecuación lineal 


—tq — ty — t + át, = ta 


con el miembro ty = —273, —100, —50, 0, 50, 100 ó 300 (siendo posibles 
otras variantes). Tomadas conjuntamente, estas ecuaciones conforman el sistema 
lineal cuadrado de tipo (2) con n = m =416. Los coeficientes de las incógnitas 
£, son iguales a O (la mayoria), —1 Ó 4. ¿Es esto sistema compatible y determi- 
nado? Nosotros obtuvimos una formulación distinta, matemáticamente exacta, 
de un problema de carácter cualitativo. La cuestión sobre la oxistencia y la 
unicidad es sumamente típica para muchas ramas de la matemática, relaciona- 
das con el estudio de los fenómenos físicos. 
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2. Equivalencia de sistemas lineales. Sea dado un sistema lineal 
«de las mismas dimensiones» 


04, %y 01,4 +... + QínTa = b, 
E (2) 
AmiZ1 + Qmala +... + Gmntn = Dm» 


Decimos, que el sistema (2') es obtenido del (2) con ayuda de 
una transformación elemental del tipo (1), si en el sistema (2) todas 
las ecuaciones, excepto la ¿-ésima y k-ésima, quedaron como antes, 
y estas doy ecuaciones se intercambiaron de lugar. Si en (2%) todas 
las ecuaciones, excepto la ¿-ésima, son las mismas que en (2), y la 
¿-ésima ecuación de (2) tiene la forma 


(411 + Car) Zi + .. «+ (Qin + CGan) Za = db, + cba (+) 


donde c es un número cualquiera (o sea, ajj = a;y + CAgy, di = 
= b, + cba), entonces suponemos que el sistema (2) ha sufrido una 
transformación elemental del tipo (11). 

Los sistemas lineales (2) y (2%) se llaman equivalentes, si ambos 
son simultáneamente incompatibles, o bien son compatibles y tienen 
las mismas soluciones. 

Conviniendo en indicar la equivalencia de los sistemas (a) y (b) 
con el símbolo (a) — (b), observamos que (a) — (a), de (a) — (b) 
sigue que (b) — (a), y de (a) — (b) y (b) — (c) resulta que (a) — (c). 

Un indicio suficiente de equivalencia de sistemas se contiene 
en la siguiente afirmación. 

TEOREMA 1. Dos sistemas lineales son equivalentes, si uno se obtiene 
del otro aplicando una sucesión finita de transformacioneselementales. 

Es suficiente demostrar la equivalencia de los sistemas (2) y 
(2), obtenido de (2), al aplicar una transformación elemental. Obser- 
vemos, que el sistema (2) se obtiene del (2”) también como resultado 
de una transformación elemental, por cuanto estas transíormaciones 
son invertibles. En otras palabras, en el caso (1), cambiando otra 
vez de lugar a las ecuaciones i y k, regresamos al sistema inicial; 
análogamente, en el caso de tipo (II), sumando a la ¿-ósima ecua- 
ción en (2'), la k-ésima, multiplicada por (—<), obtendremos la 
¿-ósima ecuación del sistema (2). 

Demostremos ahora, que cualquier solución (x;, ..., 2) del 
sistema (2) resulta también solución del sistema (2'). Si fue realizada 
una transformación elemental del tipo (Í), entonces, las propias 
ecuaciones, en general, no cambiaron (sólo cambió el orden de sus 
inscripciones). Por eso, los números Z,, Zi, - . «+ Tn, que antes las 
satisfacian, las satisfacerán luego de la transformación. En el caso 
de una transformación elemental del tipo (11), las ecuaciones, excepto 
la ¿-ósima, no se modificaron, y por eso la solución (x;, Ti, ..., Zn) 
satisface a éstas como antes. En lo que concierne a la ¡-ésima ecua- 
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ción, ella adoptó la forma (+). Tal como nuestra solución satisface 
las ¿-ésima y k-ésima ecuaciones del sistema (2), entonces 


o ” L] 
an? + ... | lin Tn = b, ar Ti + . ... + CinTn = br. 


Multiplicando ambas partes de la última identidad por c, y sumando 
esto a la primera, obtenemos, agrupando los miembros, una identidad 
del tipo (+) con x; = xj. 

En virtud de la reversibilidad de las transformaciones elementa- 
les, observada arriba, Jas reflexiones realizadas «demuestran también 
que, recíprocamente, cualquier solución del sistema (2') será solu- 
ción del sistema (2). 

Queda observar, que la incompatibilidad de un sistema propor- 
ciona la incompatibilidad del otro (demostración por el contrario). P 


3. Reducción a la forma escalonada. Por medio de una aplicación 
sucesiva de transformaciones elementales so puede pasar de un siste- 
ma de ecuaciones dado, a otro sistema de forma más simple. 

Primero, señalemos, que entre los coeficientes a¡, se tiene por 
lo menos uno, distinto de cero. En caso contrario no tendría sentido 
mencionar la incógnita z,. Si a,, = 0, intercambiamos de lugar la 
primora ecuación y cualquier otra j-ésima, tal que a;, 32 0 (o sea, 
transformación de tipo (1)). Ahora el coeficiente de la primera 
incógnita en la primera ecuación es distinto de cero. Lo indicamos 
por medio de a,,. Restemos de la ¿-ésima ecuación (i = 2, 3, ...,m) 
del nuevo sistema, la primera ecuación muJtiplicada por un coefi- 
ciente c, tal, que luego de Ja resta el coeficiente de x, se anule (m — 1 
transformaciones elementales del tipo (11). Es cvidente, que para 
ello es necesario tumar e; = a;,/a,,. Como resultado, obtendremos un 
sistema en el cual z, entra sólo en la primera ecuación. También 
puede suceder gue la segunda incógnita no figure en todas las ecua- 
ciones con número i >> 1. Sea zx, Ja incógnita con el menor número, 
que integra cualquier ecuación, excepto la primera. Obtendremos el 
sistema 

AO +]... + Anta = Ú,, 
Uantin “Eo. . «+ Gyntn = db, 


e . 4 si a , , 
Um Th =]- e». . “y UmnTUn — Di le > 1, sy JE O, 


No prestando ahora atención a la primera ecuación, aplicamos el 
procedimiento anterior a las restantes. Después de una serie de 
transformaciones elementales, el sistema inicial toma la forma 


o F hd 
4,2, + e... ....vo + GinT, = 0,» 
QdAL» + dono... +- G2nTn = Br 


ayi +... +43nT p = d;, 


dVdVM¡¿MEO) )-60oO)-. 02p2>._.£80.-650.. )/) 0. . > 
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AmiT¡+... + UmnTn = Om, t>k>i, a, 70, 82 730.) 


Por supuesto, aquí ayy = aj, b¡ = b/, ya quo la primera ecuación 
no fue alterada. 

Seguimos adoptando oste procedimiento miontras sea posible. 
Es claro que deberemos detenernos cuando se hagan nulos no sólo 
el coeficiente de la incógnita de turno (digamos la s-ósima), sino 
y los coeficientes dle todas las incógnitas siguientes, hasta la n-ésima. 
Finalmente, el sistema (2) tomará la forma 


yy Z y )- e. oo ..o.nro...os» +41 Tn =0,, 
Uy Th<orooommoss . + lan Zn = Da, 
Un T]o e. .o. +A43nTn = ba, 
 . . e . . . 4. 06 0 0 0 o 0 (4) 
Ap ¿Tgo . > Ora tn =0d,, 
O=br+ 
O = Bm: 


Aquí dylan dar». - dp 50, 1<k<Ii<... <s. Puede suceder 
que r = m y por eso, ecuaciones del tipo 0 = b, ou el sistema (4) 
no habrán. Se dice que el sistema de ecuaciones del tipo (4) tieno 
forma escalonada. 

Este nombre no es adoptado por todos: se puede hablar de forma 
trapezoidal o de forma cuasitriangular, otc., pero esto no es esencial. 

TEOREMA 2. Cualquier sistema de ecuaciones lincales es equivalente 
al sistema de forma escalonada. 

La demostración se doduce inmediatamente de los razonamientos 
anteriores. 

Á veces resulta más cómodo efectuar las transformaciones ele- 
mentales no sobre el sistema, sino sobre su matriz ampliada (a¡, | b;). 
Del mismo modo que el teorema 2, se demuestra el 

TEOREMA 2', Cualquier matriz puede llevarse a la forma escalonada, 
con la ayuda de transformaciones elementales. 


4. Investigación de un sistema de ecuaciones lineales. las cues- 
tiones de compatibilidad y determinación, en virtud de los teore- 
mas 1 y 2, es suficiento investigarlas para los sistemas de forma 
escalonada (4). 

Comencemos con la cuestión de la compatibilidad. Es evidente, 
que si el sistema (4) contiene ecuaciones del tipo O = b,, con hb, 40, 
entonces, este sistema os incompatible, puesto que la igualdad 0 = 
b, no puede ser satisfecha por ningún valor para las incógnitas. 


Demostremos, que si en el sistema (4) no hay tales ccuaciones, enton- 
ces el sistema es compatible. 
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Y bien, sea b; = O para £ > r. Llamaremos incógnitas principales 
A lr, Th, Ti, « . ., Eg, CON las cuales comienzan la primera, segun- 
da, ..., y r-ésima ecuaciones, respectivamente; las restantes 
incógnitas, si es que las hay, se denominan independientes. Por defi- 
nición, sólo huy r incógnitas principales. 

Otorgamos a las incógnitas independientes valores arbitrarios, 
y Jos sustituimos en el sistema (4). Entonces, para x, se obtiene 
una ecuación de (r-ésima) tipo ax, = b, con a = 4,5 0, la cual 
tiene solución única. Sustituyendo el valor obtenido zx, = x; en 
las primeras r —- 1 ecuaciones, y yendo por el sistema (4) de abajo 
arriba, nos convencemos de que los valores de las incógnitas prin- 
cipales se determinan univocamente para cualquier valor que se dé 
a las incógnitas independientes. Hemos demostrado 

TEOREMA 3. Para la compatibilidad de un sistema de ecuaciones 
lineales es necesario y suficiente que, después de ser reducido a la forma 
escalonada, en él no se encuentren ecuaciones del tipo 0 = b,, con b, + 
E 0. Si esta condición se cumple, entonces, a las incógnitas indepen- 
dientes se les pueden dar valores arbitrarios; las incógnitas principales 
(con valores dados a las independientes) se determinan unfvocamente en 
el sistema. 

Aclaremos ahora, cuándo el sistema será determinado, suponiendo 
que se cumple la condición de compatibilidad establecida por noso- 
tros. Si en el sistema (4) hay incógnitas independientes, entonces 
el sistema a ciencia cierta es indeterminado: podemos otorgar a las 
incógnitas independientes cualquier valor, expresando por medio 
de ellas las incógnitas principales (por teorema 3). Pero si no hay 
incógnitas independiontes y, por lo visto, todas son principales, 
entonces, de acuerdo al teorema 3, ellas se determinan del sistema 
unívocamento, o sea el sistema resulta doterminado. Queda por 
observar, que Ja ausencia de incógnitas independientes equivale 
a la condición r = nr. Nosotros hemos demostrado la siguiente afir- 
mación. 

TEOREMA 4 El sistema lineal compatible (2) es determinado si 
y sólo st, en el sistema escalonado (4) obtenido de él, se cumple la igual- 
dad r = nm. |] 

Si m = mn, un sistema lineal, reducido a la forma escalonada, 
puede expresarso también así (forma triangular): 


Ey T; + 41272 +- ..» bamta =b,, 
222 +... ant, = da, (5) 


QanTn =0n, 


si se doscuida el cumplimiento de la condición 4;¡, 3 0 para todas 
las ¿. Efectivamente, la inscripción (5) significa, que en el sistema. 
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la k-ósima ecuación no contiene incógnitas zx, con ¡< k, y esta 
condición es a todas Juces cumplida para los sistemas del tipo esca- 
lonado. 

Observemos, para el futuro, que la matriz (a;) con elementos 
ay =0 para todo ¿> j se llama triangular superior. Análogamente 
se define la matriz triangular inferior. 

De los teoremas 3 y 4 se deduce 

COROLARIO 1, Cuando m = n el sistema lineal (2) es compatible 
y determinado si, y sólo si, luego de ser reducido a la forma escalonada, 
se obtiene el sistema (5) con joo . . - Ann 720. 

Prestemos atención al hecho, de que esta condición no depende 
de los términos independientes del sistema. Por eso, si m = n el 
sistema (2) es compatible y determinado si y sólo si, ello es cierto 
para el sistema homogéneo (2'”), asociado al (2). Pero un sistema 
homogéneo siempre es oa ya que tiene, por ejemplo, la 
solución nula 2, =0,..., zp = 

La condición ,,¡%a2 - » - Ann 70 significa que el sistema homogé- 
neo posee sólo solución mula. Llegamos a otra forma de corolario 1, 
no vinculada con su forma escalonada. 

COROLARIO 1. El sistema lincal (2), siendo m = n es compatible: 
y determinado si y sólo si, su sistema asociado homogéneo (2 ) sólo tiene 
solución nula. 

Una atención especial se merece el caso cuando rn > m. 

COROLARIO 2. El sistema compatible (2) con n > m es indeterminado. 
En particular, el sistema homogéneo con n >> m siempre tiene solución 
no nula. 

Efectivamente, en todo caso r < Im, por cuanto on el sistema (4) 
no hay más ecuaciones que en el gistema (2) (Jas ecuaciones con 
identidades iguales a coro para ambos miembros, son desechadnas). 
Por eso, la desigualdad n > m lleva a n >> r, lo que, de acuerdo al 
teorema 4, sipnifica indeterminación del sistema (2). Queda por 
observar, que la indeterminación de un sistema homogénen, equivale 
a la existencia de nna solución no nula del mismo. 

Parte de los resultados ohtenidos se reflejan en la tabla siguiente. 


Forma del sistema lincal 


n > m 


n > mono 
homogénra 


General Fiomogénea homogénea 


Número de solu- 
ciones 


5. Observaciones particulares y ejemplos. El método expuesto 
por nosotros. para resolver un sistema de ecuaciones Jincales se llama: 
método de Gauss o método de eliminación convecutiva de las incógnitas. 
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Sumamente cómodo cuando r no es muy grande, también sirve para 
ser realizado en computadoras, aunque, por distintas razones, con 
frecuencia otros modos do resolución resultan más prácticos, por 
ejemplo, Jos mótodos iterativos. Esto especialmente se refiere al 
caso en que los cooficientes son dados, y la solución se busca con 
un determinado grado de exactitud. En las investigaciones teóricas, 
sin embarzo, una importancia primordial adquieren la formulación 
do las condiciones de compatibilidad o de dotorminación de los 
sistemas linenles, y también la búsqueda y el hallazgo de fórmulas 
generalos paru encontrar los valores de los coeficientes y de los 
términos independientos, sin reducir el sistema a la forma escalo- 
nada. En alguna medida, a una de estas exigencias da respuesta el 
corolario 1'. 


EJEMPLO 1. Volvomos otra vez al problema de la plancha caliento, formu- 
Jado en ol $ 2. Corno vimos en ol punto 1, la cnestión que nos ocupa se exproga 
son propiedud por medio de un sistema lineal muy concreto (para definirlo, 
lo llamaremos PC) con un númoro considorablemonte grande de incógnitas t,. 
Siguiendo el criterio formulado en el corolario 1”, consideremos ol sistema lineal 
homogéneo HPC, asociado al PC. En otras palabras, la temperatura en todos 
los puntos limítrofes, se toma igual u cero. Sea «e el número del punto interior 
<on el mayor valor | 2¿,[. Entonces, de la condición 


la= ta hti+te+ta 

js A 

se deduce quo | t,| =1 tal =1| fp| =1| t¿] = |t¿]. Moviéndonos a un paso 
do la parilla en cualquiera do las 4 direcciones, pasuremos por puntos de idéntico 
valor | t;¿| =| £,|, hasta quo no alcancemos un punto limítrofe con tempera- 
tura nula. O sea, | ty | = 0, y por eso, también t; = 0, para todas las 1. Y bien, 


el sisterna HPC tiono solamcate solución nula, y, por lo visto, PC es un sistema 
lineal compatible y determinado. Do este modo, el problema de la plancha 
caliente, en su formulación inicial, queda resuelto. 


EJEMPLO 2. Dado ol sistema lineal 


Es evidonto, que este es un sistema compatible y determinado, reducido a la 
forma escalonada (triangular). Sólo quo, al resolverlo, es necesario avanzar de 
arriba abajo y no de abajo arriba. Por definición, la solución se llama sucesión 
do los primeras n números de Fibonacci f,. fa, . . ., fh. Estos números están 
vinculados a un fonómeno botánico, denominado filotaxis (disposición de las 
hojas en el tallo). Sin embargo, cuando nr == 1000 o aún con n arbitrario, se 
desearía indicar la expresión general (fórmula analítica) para el enésimo nú- 
mero de Fibonacci. El lector puede replicar, argumentando que también le 
alcanza la paciencia para indicar y froy Siguiendo la definición inductiva de 
estos números. Pero, esto no será una solución matemática de la cuestión. En 
los capítulos 2 y 3 indicaremos dos expresiones para f,, aunque, por cierto, este 
problema concreto puede rosolverse con medios más directos. 
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OBSERVACION. Á veces resulta más cómodo resolver nn sistema 
lineal, sin reducirlo a la forma oscalonada. Fsto especialmente se 
refiere al caso cuando la matriz del sistema contiene muchos ceros. 
Un paco de práctica es aquí preferible a largas explicaciones. 
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Al exponer ol método de Gauss, no nos preocuparnos demasiado 
acerca de los valores de los coeficientes de las incógnitas principales. 
Era solamente importante que estos coeficientes fueran distintos 
de cero. Llevaremos a cabo ahora un proceso más cuidadoso de eli- 
minación de incógnitas, aunque sea en el caso de sistemas lineales 
cuadrados de pequeñas dimensiones. Esto nos dará sustento para las 
reflexiones y materia prima para la construcción de una teoría gene- 
ral de los determinantes on el capítulo 3. 

Como en el $ 3, consideremos un sistema de dos ecuaciones con 
dos incógnitas 

4,171 + 22% =Ú0,, 
Qy%] + Uqgt, = bz (1) 


y tratemos de hallar una fórmula general para los componentes de 
su solución, z y x;. Denominemos determinante de la matriz 


Qu y 


das gg 


a la expresión 4,07 —4,¡4j2 y designémoslo con el símbolo 
an Ur 


201 Cra 


. Asimismo, a la matriz cuadrada se le confronta el número 


li QC 
421 (o 


Si tratamos de eliminar a zz del sistema (1), multiplicando la pri- 
mera ecuación por a,3, y sumando a esto la segunda ecuación multi- 
plicada por —4,2, entonces obtenemos 


G11 a 


= 4110 13 — O21p2. (2) 


Y, = b,07, — b22 12. 


31 lo 
El segundo miombro se puede considerar como el determinante 


ba Qu Cy 
de la matriz | a l Supongamos que | *"([-40. Entonces 
ba la 21 Uos 
tenemos 
b, 33 11 db 
bg ez a 5 
¡ an y análogamente 2» Sn ab (3) 
Gz1 Cae Gay 4 


3-0392 
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Teniendo las fórmulas para la resolución de un sistema de dos ecua- 
ciones lineales con dos incógnitas, podemos resolver algunos otros 
sistemas (resolver sistemas = encontrar sus soluciones). Exami- 
nemos, por ejemplo, un sistema de dos ecuaciones homogéneas con 
tres incógnitas: 
QT, + QjgTa + GigTa = 0, 
QgiT, + QgaZa + 2g927 = 0. (4) 
Nos interesa una solución no nula de este sistema, en la cual, 
por consiguiente, por lo menos una de las x, > Ú. Sea, por ejemplo, 


Xy 34 0. Dividiendo ambas partes por —x3 y haciendo y, = —x,/23, 
Ya = —£g/23, escribimos el sistema (4) en la misma forma: 


Qu Y1 + MaYe = Aja, 
Cal + lg9Y2 == Ugaz, 


Ag Uy 


que el (1). Con el supuesto de que $ 0, las formulas (3) 


31 Az 


y 5 T; a e] la y Ty a a 
1 a E > 2 == —.. amm a . 
Ta | G11 13 | Ty | 11 UG 
41 lg 31 Ga 


No es sorprendente, que del sistema (4) determinamos no las pro- 
pias X,, Ly, Y¿, sino que solamente sus relaciones: de la homogenei- 
dad del sistema se deduce fácilmente que, si (x;, 25, x3) es solución 
y c es un número cualquiera, entonces (cx;, cx,, cx3) también será 
solución. Por eso, podemos hacer 


43 


dan 


Aj Gas Cy Gr 


, (5) 
daa QU 21 Uxaz 421 (2 
y decir, que cualquier solución se obtiene de la indicada, multi- 
plicando todas las x, por algún número c. Para darle a la res- 
puesta una forma más simétrica, observemos que siempre 


a b ba 
c d d e 


tal como se observa inmediatamente de la fórmula (2). Por eso las 
(5) se puede anotar así 


Ly = — Ly = — , = 


Q1í gs 412 Gs Qjí ' 
FS; pe , La la y) = . (6) 
le laz 21 Gas G24 Qz 
4411 Us 


Estas fórmulas se dedujeron suponiendo que a > 0, 
21 Az 


No es difíci probar, que la aseveración demostrada es cierta, si 
por lo menos uno de los determinantes que integran la expresión (6) 
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es distinto de cero. Si los tres determinantes son nulos, entonces, 
por supuesto, las fórmulas de (6) dan una solución (precisamente, 
nula), pero no podemos afirmar que todas las soluciones se obtienen 
de ella, multiplicando por un número (examine el sistema compuesto 
de dos ecuaciones coincidentes x, + 4 + T4¿ = 0). 

Pasemos ahora al caso de tres ecuaciones con Llres incógnitas: 


ApE] + Ugg + GigTg = Ús, 
AyyT] -E Gzglg + AggTz = Da, 
Ag1%, + UzgTa + Ggatg = dy. 

Queremos eliminar de cste sistema 2, y zz, para Jobtener el 
significado de x,. Con este fin multiplicamos la primera ecuación 
por c,. la segunda por ca, Ja tercera por cs. y las sumamos. Elegimos 
Cj, Cy, Ca de tal modo, que en la ecuación obtenida, los términos 
que contienen zz y x¿ se anulen. Igrualando a cero los coeficientes 
correspondientes, obtenemos para €,, Cs y €, e) sistema de ecuaciones 

AjaC1 + Uzglg + Agaty = 0, 


Aj3C1 + UasCg + ayCg = 0, 
del mismo tipo que el (4). Por eso se puede tomar 
22 4 41 4 _|%2 2 
23 Us3 Q13 Uas 


Luego de cambios evidentes, obtenemos para zx, la expresión 


, 
Uis Bas 


(2, e 412 Uy 2, Ujz liz Ja 
Uzg la Uy 33 loz Az 
=b, lg Aza men G1í Uy +d, Ur Uy (0 
Ugg Q3 lg Us 2 lo 


El coeficiente de x, se llama determinante de la matriz 


Gi Go 43 iy Gp ja 
YU Qz 43 y se anota Q21 Ga damall, 
3 Ugg UG 3 QGz2 los 
De este modo, como determinante de tercer orden, tomamos la 
expresión 


414 Ga 


los os Aj Qs 412 413 
2 Cog lAs = Qi -— Loy + y e 
39 U3 Qu Ql3 22 Baz 
day Um Uas 
== 411099833 + 0 1273431 + €y34918 32 — 01 1A9330 — (199,033 — 013072434» 


(8) 


30 
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dada con ayuda de determinantes de segundo orden. Es fácil 
observar, que el segundo miembro de la igualdad (7) se obtiene del 
coeficiente do x, sustituyendo a,, por b,, ay, por b, y as, por b,. 
Por oso la igualdad (7) se puede escribir de la forma siguiente 


Gt Cra Ga b, Gj Gs 
21 za as Ly = ha da lag 
Ga Cs Ass bg lg 33 


Supongamos que el coeficiente de z, es distinto de cero. Entonces, 
efectuando cálculos análogos para z¿ y Y, llegamos a las fórmulas 


bi Q1z 1 41 Y, € 
Dg o a Ca, bi as 
1, = bg yz Ugy y Za= 1 0393 Ty (9) 
Q11 “1 4 a11 €: 3 
a 2 la 41 zz la 
far laz y %g1 Ga “Us 


lis ovidente, que los mismos razonamientos son aplicables a un 
sistema de cuatro, cinco y más ecuaciones, con el mismo número de 
incógnitas. Para esto, necesitamos primeramente deducir «fórmulas 
análogas a (6) para resolver un sistema homogéneo de tres ecuaciones 
con Cuatro incógnitas; luego en el sistema de cuatro ecuaciones con 
cuatro incógnitas excluir tz, Ty, T¿, Multiplicando las ecuaciones 
POr €,, Ca, Ca» Ca, Sumándolas a continuación. Hallaremos los valo- 
res de e, (¿ = 1, 2, 3, 4) para el sistema de tres ecuaciones homo- 
géncas. 

El coeficiente, obtenido para z, y Compuesto de determinantes 
de tercer orden de forma (8), se denomina determinante de cuarto 
orden. Siguiendo los mismos razonamientos para La, tz, Ty, halla- 
mos para las x,; fórmulas análogas a (9). Así se puede continuar 
ilimitadamente. La certeza de que en algún momento llegaremos 
a la meta, nos la da un principio general, ampliamente usado en las 
matemáticas, precisamente, el principio de inducción matemática 
(véase el $ 7). 


¡EJERCICIOS 


1. La fórmula (8) es más fácil de recordar, si nsamos la regla práctica de 
los signos para la oscritura de los productos. que integran el desarrollo del deter- 
«minanto de tercer orden (fig. 4). Hallar una regla análoga para el determinante 
«de cuarto orden. 

2. Mostrar que los seis términos de la descomposición del determinante 
de tercer orden no pueden ser conjuntamente, positivos. 

3. El cuadrado de la superficio de ún paralelogramo, construido prr loa 
cadios-vectores de puntos P, Q con coordenadas cartesianas (a. f) y (y, 0) 
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(fig. 5), se expresa con la fórmula 
ar] 2 +P? ay-+P0 
ay+Bs yes | 
Es particularmente fácil convencerse de esto, si se usa un sistema de coorde- 
nadas tal, que el punto P quede situado en el eje Ox. Hallar una fórmula aná- 


A R AP 
e DON a SÍ / 
Ñ X YA 4 
SAT E A 
E Xx 
PS IN ? PO 
- / _D ÚA NM ay» 
x/Í Nr” > NY 
A A A 
/ A e”; AS A vos A MN 
LEN PON ISA 
Y y Y > 
Fig. 4 


loga para el cuadrado del volumen de un paralelepípedo en el espacio tridime- 
cional: usando el determinante de tercer orden. 
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En los dos parágrafos precedentes nos encontramos con conjuntos 
de elementos de distinta naturaleza, al igual que con las aplicaciones 
de conjuntos. El conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones 
lineales dado, o la regla que coloca en correspondencia con cada 
matriz de segundo orden a su determinante, resultan sólo manifesta- 
ciones 'particulares de ese círculo de conceptos formales, cuyo cono- 
cimiento, aunque sea a un nivel intuitivo, es útil para el futuro. 

í. Conjuntos. Se entiende por conjunto una agrupación en un 
todo de objetos, denominados a su vez elementos del primero. Los 
conjuntos con un número finito de distintos elementos pueden ser 
circunscriptos por medio de una evidente enumeración de todos sus 
elementos; por lo común estos elementos se encierran entre llaves. 
Por ejemplo, (1, 2, 4, 8) es un conjunto de potencias de dos, ence- 
rradas entre 1 y 10. Como regla, el conjunto se designa con una letra 
mayúscula de algún. alfabeto, y sus elementos con letras minúsculas 
del mismo o de otro alfabeto. Para los conjuntos más importantes, 
se adoptan notaciones uniformes, que conviene observar. Así, las 
letras N, Z, Q, R correspondientemente significan conjuntos de 
los números positivos enteros (naturales), de todos los números 
enteros, de los números racionales, y de los números reales. Para 
un conjunto S dado, la notación a € $ indica que a es un elemento 
perteneciente al conjunto S; en caso contrario se escribe a € $. 
Se dice que S es un subconjunto del conjunto 7 0 S — T (T contiene 
a S), cuando tiene lugar la implicación | 


TES, Vri>zxeéT. 
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(Con respecto a las notaciones, véase la parte «al lector», pag. 13). 
Dos conjuntos S y T coinciden (o son iguales) si ambos contienen 
Jos mismos elementos. Simbólicamente: 


S=T=>S5cT y TCUS 


(=> significa «si y sólo si» o «atrae a ambos lados»). El conjunto 
vacio YH, que no contiene ningún elemento, por definición integra 
el número de subconjuntos de cualquier conjunto. Si S < T, pero 
SED yS *<T, entonces $ es un subconjunto propio en 7. Para 
Ja distinción del subconjunto S — 7 frecuentemente usan alguna 
propiedad inherente sólo a los elementos de S. Por ejemplo, 


ínEZ |n =2m para algún meE€Zz) 
es el conjunto de todos los números enteros pares, y 
N =(nEZ |n > 0) 


es el conjunto de los números naturales. 
Se entionde como intersección de dos conjuntos S y T, al conjunto 


SNT=fr]rX€8S y zxe€7T), 
y, por su unión (o reunión), al conjunto 
SUT=1ix]x€6S o 2ET7), 


La intersección de S () 7 puede ser un conjunto vacío. Entonces 
se dice que $ y T son conjuntos disjuntos. Las operaciones de inter- 
sección y unión cumplen con las identidades del tipo 


RN(SUT)=(R AS)U(R N7), 
RU(S NT) = (RUS) N(R UT), 


cuyas comprobaciones dejamos al lector en calidad de ejercicio. 
Los dibujos 


ayudarán a realizar los razonamientos sencillos requeridos. 

Se llama diferencia SXT de dos conjuntos S y T, al cúmulo de 
elementos de S, que no pertonecen a 7. Aquí, en general, no se 
supone que 77 <= S. En lugar de Ss 7 se escribe también S — 7. 

Si T es un subconjunto en S, entonces el simbolo Sx 7 indica 
además suplemento de T en S. Haciendo R = Sx._T, tendremos: 
RNT=B,RUT=S Prestemos atención a Ja correspondencia 
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entre las operaciones de intersección, unión, suplementación, y las 
uniones lógicas «y«, «o», «no». 

Sean X e Y dos conjuntos cualesquiera. El par de elementos 
(zx, y), con EX, y € Y, tomados en un orden dado, serán llamados 
par ordenado, considerando en este caso, que (%;, y) = (Ta, Ya) 
si y sólo si, 1, = Za, Y, = Ya. Se llama producto ortogonal (o carte- 
siano) de dos conjuntos X e Y, al conjunto de todos los pares orde- 


nados (zx, y): 
Xx xY =((2, y |7€X, y€ Y). 


Sea, por ejemplo, el conjunto de todos los números reales R. Enton- 
ces, el cuadrado cartesiano Ri = R X R, es simplemente el conjunto 
de todas las coordenadas cartesianas de los puntos en el plano respecto 
a los ejes de coordenadas dados. En forma análoga se podía haber 
definido el producto cartesiano X, X Xy X Xy de tres conjuntos 
(= (X, XxX) x Xy =X, x (X, x X)), de cuatro, eto. Con X, = 
= Ag"... = a se oscribe abreviadamente X* = X x X X 
XXX... X X y se dice que es un conjunto X a la k-égima poten- 
cia cartesiana. Los elementos de X* son las sucesiones, o filas (x,, 
Lay - - -, Za) de longitud dk. 

Para sentir la diferencia entre los conjuntos X x Y y X y Y, 
tomemos en calidad de X e Y conjuntos de potencia finita (cardi- 


nales) 
|X | = Card X =nm, |Y | = Card Y = m. 
Entonces 


|IXXY | =nm y |XUY | =rn=m=J|X NY |. 


Si esto no es claro, entonces es necesario releer todas las definiciones. 

2. Aplicaciones. El concepto de aplicaciones o funciones, juega 
un papel esencial en las matemáticas. Dados los conjuntos X o Y, 
la aplicación f con dominio de definición X y codominio de existencia Y, 
hace corresponder a cada elemento z € X, el elemento f(x) € Y, 
denotado también con los simbolos fx o f,. Cuando Y = X se habla 
también de la transformación f del conjunto X sobre sí mismo. Sim- 


bólicamente, la aplicación se escribe de forma f: X >=Y o X BA La 
Se llama imagen de la aplicación f, al conjunto de todos los ele- 
mentos de la forma f (x): 


Imf=(f (7) ]1€X) =7(X) CY. 
7? (y) = (EX | f (2) = y) 


se llama preimagen del elemento y € Y. Más generalmento, para 
Y CY, supongamos que 


f7 (Yo) = [2 EX |f (2) EY 0) = y, ja Pl 
Si y E Y 5. Im f, entonces, evidentemente, f7! da 


El conjunto 
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La aplicación f: X —>Y se llama exahustiva o sobreyectiva (apli- 
cación sobre), cuando Im f = Y; ella se llama inyectiva, cuando de 
Ax sigue f(x) / (1). Finalmente, f: X —Y es biyectiva 
o biunívoca, cuando esta aplicación es al mismo tiempo sobreyectiva 
e inyectiva. 

La igualdad f = g de dos aplicacionos significa, por definición, 
que sus dominios correspondientes coinciden: X pa Y, MY 
además f (1) = g (2), Vx€E X. La confrontación del «argumento» 
x, o sea deJ elemento a € X, con el significado ] (1) € Y se adopta 
representarla por medio de una flecha limitada x — f(z2). 


Sea, por ejemplo, fy un número de Fibonacci (véase el $ 4) de una magnitud 
n. La correspondencia rn» f, determina la aplicación N > N, que no es sobreyec- 


tiva, lo que resulta evidente, ni inyectiva, por cuanto f, == fa = 1. Si Ry 
es el conjunto de los números reales positivos, entonces las aplicaciones fR—R, 
EE>R¿, hi Ri, —>ky, definidas por una misma regla z+»-» z?, son todas 
dijerentes: f no es ni sobreyectiva ni inyectiva; g es sobreyectiva pero no inyec- 
tiva; y la aplicación h os biyvectiva. De este modo, todo lo concernionte al domi- 
pio de definición y al cadominio de valores (o de existencia), es una parte esoncial 
en la determinación de la aplicación (función). 


Se denomina aplicación unidad (o idéntica) e,: X >X la que tras- 
lada cada elemento x € X sobre sí mismo. Si X es un subconjunto 
en Y: X CY, entonces a veces resulta útil una aplicación especial, 
la inclusión I: X — Y, que asocia a cada elemento x-€ X el mismo 
elemento, pero ya en el conjunto Y. La aplicación f: X —Y se 
llama estrechamiento (o restricción o limitación) de la aplicación 
eg: X —Y”, cuando X <X', Y CY” y f(1)=g8 (0), Ve X. 
A su vez g se llama prolongación de la aplicación f. Por ejemplo, la 
inclusión /: X — Y es limitación de la aplicación unidad e,: Y —Y. 

Tendremos oportunidad también de referirnos a funciones do 
muchas variables. Es útil aclararse a sí mismo, que el concepto 
arriba introducido de potencia cartesiana X” del conjunto X permite 
hablar acerca de Ja función f (1,, . . ., Tn) de múltiples variables 
Zi a i=14,..., n,como si fuera una aplicación común f: X" — 
«Yu . 

Producto (superposición o composición) de dos aplicaciones 
6: U>Vyf: V— VW se llama la aplicación fog: U —W, definida 
por las condiciones 


(fog) (u) = 7 (g (u)), Vu€ U. 


Jo mismo, claramente, se muestra en el diagrama triangular 


UY ww 
NÍ 
V 
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De este diagrama se dice, que «cunmuta» (o es conmutativo), o sea, 
que el resultado del paso desde € hacia W no depende si lo damos 
directamento, con ayuda de f e y, o utilizamos la etapa intermedia V. 
Obsérvese que la composición no está definida para cualesquiera 
aplicaciones f y g£. Es necesario que en las notaciones anteriores, el 
conjunto V fuese común a ambas. Pero la composición de dos trans- 
formaciones del conjunto X en sí mismo, siempre tiene sentido. 

En adelante, en lugar de fog escribiremos sencillamente g. 


Is claro que 
fex =f, ey =f 


para cualquier aplicación f: X —Y, La prueba do esta propiedad 
es evidente. 

A una importante propiedad de la composición (producto) de 
una aplicación, se refiere el siguiente 

TEOREMA 1. La composición de aplicaciones obedece a la ley de 
asociatividad. Esto significa que, sih: U >V, q: YE —>W, ff: W> 
=> XT, son tres aplicaciones, entonces 


f (gh) = (fe) h. 


DEMOSTRACION. Visualmente, todos los razonamientos necesarios 
están contenidos en el diagrama siguiente: 


donde a == gh, $ = fg. En correspondencia con la definición forma) 
de igualdad de aplicaciones, sólo es necesario comparar los valores 
de las aplicaciones f (gh): U >T y (gh: U >%T en un «punto» 
cualquiera u € YU. Pero, de acuerdo con la definición de composición 
de aplicaciones, tenemos 


($ (eh) u —= $ ((gh) u) = f (e (hu)) = (fe) (hu) = ((18) h) u. Y 


La composición de las aplicaciones X — X, en general, no es con- 
mutativa, o sea fg Y gf. Resulta fácil convencerse de esto en el 
ejemplo, cuando X = (a, b) es un conjunto de dos elementos, 
fía) =b, f (tb) = a, g (a) = a, g (b) = a. Otro ejemplo: f y g 
son aplicaciones constantes de X en X,o sea, los valores de f (x) 
y g (x) no dependen de x. Entonces f % g => fg + g/. 

Algunas funciones tienen inversas. Supongamos que f: X —=Y 
y £: Y >X son dos aplicaciones tales, que Jas composiciones fg 
y gj están determinadas. Si fg = ey, entonces Í se Jlama incersa por 
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la izquierda respecto a £, y g es inversa por la derecha respecto a f. 
Cuando el producto, en cualquier ordon que se lo realice, da como 
resultado una aplicación idéntica: 


lg = ty, ByÍ =€x, (1) 


entonces g se llama aplicación inversa hacia ambos lados (o simple- 
mente inversa) para f, o con respecto a f (y f es aplicación inversa 
respecto a £), y se designa con el símbolo f”?. Y bien, f (u) = y => 
<= f/f (0) = u. 
Suponiendo también la existencia de otra aplicación g': Y > X 
para la cual 
lg =ey, Ef =€x, (1”) 


basándonos en las igualdades de (1) y (1') y en el teorema 1, obte- 
nemos 
g =exg" = (gh e" = 8 (18) = Ety =8. 


De este modo, la aplicación inversa para ambos lados respecto a f 
si es que existe, está determinada unívocamente. Esto sirve para 
convalidar la notación f7?. 

TEOREMA 2. La aplicación f: X —Y tiene inversa si, y sólo st, 

es recíprocamente unívoca (biyectiva). 

LA DEMOSTRACION de este teorema se basa en el lema siguiente, 
que tiene un interés particular. 

LEMA. Sif: X >Y, g: Y —X son dos aplicaciones cualesquiera, 
para las cuales gf = ex, entonces f es inyectiva, y g es sobreyectiva. 

De hecho, sea x, 2” E X y f (1) =f (2). Entonces x == ex (1) = 
= (8) x= 8 (fx) = e Ur) = (ef) 1" = €x (a) =x'. Por lo visto 
f es inyectiva. Si, de seguido, x es un elemento cualquiera de X, 
entonces == €x (1) = (gf) x = g (fx), y esto demuestra la so- 
breyectividad de g. 

Volviendo al teorema 2, supongamos, al principio, que f tiene 
inversa g = f”!. Entonces, de las igualdades (1) y del lema se deduce 
tanto la sobreyectividad, como la inyectividad de f. En otras 
palabras, f es biyectiva. Por el contrario, suponiendo a f biyectiva, 
encontraremos para cualquier y € Y un único elemento x € X, 
para el cual f (r) = y. Haciendo g (y) = z, definimos la aplicación 
8: Y >X, que tiene las propiedades de (1). Significa, que f”? = g, A 

COROLARIO. De la biyectividad de la aplicación f: X — Y se deduce 
la biyectividad de f”*, además 


EN? =/. (2) 


Sea, después, f: X —=Y,h: Y >.Z un par de aplicaciones biyectivas. 
Entonces también será biyectiva su composición hf, además 


(% “1 >= FR, (3) 
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DEMOSTRACION. De acuerdo al teorema 2, la biyectividad de f 
trae aparejada la existencia de f”*, que, en virtud del mismo teo- 
rema, equivale a la biyectividad de /7?. La simetría de las condicio- 
nes de (1) reescritas de la forma ff"? = ey, f*f = ex. da la igual- 
dad (2). Siguiendo, de acuerdo a las condiciones y ul teorema 2, 
existen las aplicaciones f7*: Y >X, 247%: 2 —Y y su composición 
Th: Z —X. De las igualdades 


(Af) GAhR=") = (AN) $79) h"* = (h (7) ho? = hh" = ez, 
(GAARD ARI) = PRA ARA) =P URTUR)A = 04 = ex 
se deduce, que g”!h”1 es la aplicación inversa con respecto a hf. PP 
La aplicación «de seguimiento» 0: ÑN —>ÑN, definida por la 
regla o (n) = n + 1, es inyectiva, pero no sobreyectiva, por cuanto 
el primer elemento (la unidad) no pertenece a la Im o. Es intere- 
sante el hecho de que, para los conjuntos finitos, una situación 
semejante es imposible. 
TEOREMA 3. Si X es un conjunto finito, y la transjormación f: X — 
=>X es inyectiva, entonces ésta es biyectiva. 
DEMOSTRACION. Es sólo necesario mostrar, que f es sobre yectiva, 
o sea, que para cualquier elemento x € X se halla un x' con f (2) = 
= X. Hagamos 


PioD=Ii04...(1D..)=f(Gtio, k=0,1,2,... 


En virtud que X es finito, en esta sucesión de elementos doberá haber 
repeticiones. Sea, digamos, f” (1) = f” (2), m > n. Si n > 0 enton- 
ces, de f (f”"*x) = f (fx) y de la inyectividad de f, sigue la igual- 
dad f(x) = f""* (2). Repitiendo un número suficiente de veces 
la reducción de f, llegaremos al elemento x' = f"-*=* (x) con la 
propiedad requerida: f (x') = z. 

Como es fácil de comprender, la transformación sobreyectiva de 
un conjunto finito en sí mismo, es también biyectiva. 

Algunas palabras sobre potencia. Se considera que dos conjuntos 
X. e Y tienen igual potencia si, y sólo si, existe una aplicación biyec- 
tiva f: X —Y. Los conjuntos de la misma potencia que N (0 Z,), 
se Jlaman conjuntos numerables. 


EJRECICIOS 


1. Sea Q = (+, =. EH, +=, =+, ==, +++, +...) el conjunto 
de todas las sucesiones de «más» y «menos», y /: Q > Q una transformación, 
que traslada el elemento vw = 0/07 ... 0,€ Na (0 = 010)OgW3 -.. 0 On, 
donde 0, =—, 8i 04 = $, Y 04 = +, si (04 = —. Mostrar que en / (f) 
cualquier seginento de longitud > 4 contiene +-+0——. 

. ¿Tendrá la aplicación f: N — Y, dadu de acuordo a la rogla nr — n?, 
inversa por la derecha? Indicar para / dos aplicaciones inversas pur la izquierda. 

3. Sean f: X > Y una aplicación y S, 7 dos subconjuntos en YX. Mostrar 
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que 
FS UT) =]J(S) UF(M, f(S8 NT) (SS) N/ (7). 


Dar un ejemplo que muestro que la última inclusión no se puede, en general, 
sustituir por una igualdad. 

4. El simbolo .* ($) = (T| 7 TS) designa al conjunto de todos los 
subconjuntos de S. Si, por ejemplo, S = (87, sz, - . « $p) €s un conjunto finito 
de n elementos, entonces ,£ (S) está compuesto por el conjunto vacío Y, por 
n conjuntos de un elemento (s,), (s2), . . ., (Sn ), por n (n — 1)/2 conjuntos 
Es sl1<1</3< n) y así sucesivamente, hasta 7 = $. ¿Cuál es la potencia 

c] conjunto .” (S)? 
5. Sea una uplicación /: X — Y, y b= f (a) para cierto 4€ X, A la 


preimagen 
JA (6) == 12 (Y (0) = (1 1 (2) = / (a) 


a veces la llaman también estrato sobre el clemento b € Im f. Demostrar, que 
todo el conjunto X es resultado de la unión de estratos no intersecados (parti- 
ción del conjunto X). Advertencia: el símbolo f-2 (b) no se debe asociar con la 
aplicación inversa, que puede no existir. 

6. Mostrar que la potencia (grado) cartesiana de un conjunto par, es un 
conjunto numcrablo. 
% E El símbolo S A 7 significa la diferencia simétrica de dos conjuntos 
y T: 


SAT=(SxXT7)UITNMS). 


Mostrar que 


SAT= (5: TIN(8 NT). 


$ 6. RELACIONES DE EQUIVALENCIA. 
FACTORIZACIONES DE LAS APLICACIONES 


La equivalencia de sistemas de ecuaciones lineales fue formu- 
lada en el $ 3, y sugiere considerar este concepto en un plano general, 
sobre todo siendo que las equivalencias de distintos tipos se usan 
con significados diversos, tanto en los razonamientos lógicos, como 
en la vida diarju. 

1. Relaciones binarias. Para dos conjuntos cualesquiera X e Y 
cualquier subconjunto OC X X Y se denomina relación binaria 
entre X e Y (o sencillamente en X, si Y = X). Para el par ordenado 
(2, y) € O se usa el símbolo x0y y se dice, que x se encuentra en 
relación O respecto a y. Esto es cómodo, por cuanto, por ejemplo, el 
ordenamiento «<» en el conjunto de Jos números reales R es una 
relación binaria en R, compuesta de todos los puntos del plano R?, 
que se encuentran por encima de la recta z — y = 0 (véase la fig. 6); 
La voluminosa inclusión 


(x, y €0(0 =<) 
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es sustituida por la habitual desigualdad x < y. 
A cada función f: X —Y se le confronta su gráfica, el subcon- 


junto 
P()=((,y91r€X, y =/(1)) cX xY, 


que indica la relación ontre X o Y. El estudio de las gráficas do las 
funciones R -»R en R?, es parte del curso de análisis matemático. 
Se comprende, que no cada relación O puede servir de gráfica de 


Fig.6 


alguna aplicación X —Y. La condición necesaria y suficiente se 
reduce a que, a cada € X responda exsctamente un clemento 
y con Oy. Las X e Y dadas, así como las gráficas T (f) reconsti- 
tuyon a f. 

2. Relación de equivalencia. La relación binaria —en X se llama 
relación de equivalencia, si para toda z, 1”, x” € X se cumplen las 
condiciones: 

(i) z — x (reflexividad), 

(ii): 2 =>: =u (simetria); 

(ii) 2, 7 12 >ux-“«x (transitividad), 

La escritura a 7» b expresa la negación de Ja equivalencia entre 
los elementos a, b € X. 

El subconjunto 

z=ir EX] ox)cX 
de todos los elementos equivalentes a un x dado, se donomina clase 
de equivalencia contenedora de z. 


Como z — zx (ver (i)), entonces, efectivamente z € z. Cualquier 


elemento x” € z se llama representante do la clase z. 
Es justa la afirmación siguiente. 

El conjunto de clases de equivalencia en la relación — es partición 
del conjunto X en el sentido que X es la unión de subconjuntos disjun- 
tos (esta partición se puede designar con el símbolo — x (X)). 


De hecho, como 2 € z, entonces X = | z. Semwidamonte, la 
xEX 


claso z se determina unívocamente por medio de cualquiera de 
sús ropresontantes, 0 sea, z =x' <=>zr —x. De un lado xr — 2 
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y za” Ex>imniso> ao m>zx € ¿=>xcx.Pero 1 or 
— a (véase (ii). Por eso, también se cumple la inclusión inversa 
1 ar. O se, a =z. Por otro lado: tal como x € z entonces 
I=i>ItI=>Iio1í. 

Si ahora 2" N1" 4DyYzEX f]2",entonces z- yaa, 
de donde, debido a la transitividad (iii) tenemos 2" = 1" y Y = zx". 
O sea, las distintas clases no se intersecan. kl 


Sea IT = 1? un plano real con un sislermma de coordenadas rectangularos 
(cartesiinas). 

Tomando como propiedad de — la pertenencia de los puntos P, P' € II 
a una recta horizontal, obtenemos, evideniemente, una relación de equivalencia 


Fig. 7 Fig. 8 


con clases do reutas horizontales (fig. 7). Las hipérbolas Tp (fig. 8) del tipo 
zy =p > 0, doterminan la relación de equivalencia en el campo IL, Il 
de los puntos P (z, y) con coordenadas x= > 0, y > 0. Estos ejemplos geomé- 
tricos, muestran en forma clara, que es cierta la siguiente afirmación. 


Si se tiene alguna partición n (X) del conjunto X en subconjuntos 
disjuntos C., entonces, los C, serán clases de equivalencia por alguna 
relación de equivalencia —. 

De hecho, según la condición cada elemento z € X ostá exacta- 
mente contenido en un subcojunto C,. Es suficiente considerar 
zx si, y sólo si, z y a” pertenecen a un mismo subconjunto C4. 
LI videnlemente, la relación — es reflexiva, simétrica y transitiva, 
o sea, es relación de equivalencia. Seguidamente, rEC¿=>x= Ca, 
por cuanto por definición de — tenemos la inclusión r SC, y la 
< T se deduce de que distintos C, no se intersecan de dos en dos. 
Por lo visto, n (X) = zu. (X). 

3. Factorización de las aplicaciones. En vista de la corresponden- 
cia mutuamonte unívoca, establecida arriba, entre las relaciones de 
equivalencia y las particiones del conjunto X; es usual designar 
con el símbolo X/ —, y llamar conjunto cociente $ respecto a — (o en 
relación a —), a la partición que cumple la relación de equivalen- 
cia —. La aplicación sobreyectiva 


p:i>p(1)=x (1) 
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se llama aplicación natural (o proyección canónica) de X cn el con- 
junto cociente X/—. 
Sean X e Y dos conjuntos y f: X — Y una apJicación. La rela- 
ción binaria Oy: 
20 => f (2), [ (1) Vo, ex, 


evidentemente, es reflexiva (f(x) =f (2)), simétrica (f (1) = 
=/ (0) > (2) =$ (2) y transitiva (f(2) =J (1) y f(2) = 
=f (1) >f (1) = f (2*)). De este modo, O, es una relación de 
equivalencia en X. Las clases correspondientes de equivalencia x 
son estratos (preimágenos) en el sentido del ejercicio 5 del $ 5. En 


otras palabras, E 
x= (0 ft) =7 (1). 


La aplicación f: X —Y induce la aplicación f: X/0, >Y, 
definida por la regla a 
f (1) =/ (2), (2) 


fp (1) =/ (2), (21) 
donde p es la aplicación natural (1). Como z = 7' <> / (2) = 1 (27), 
entonces la relación (2), que prefija f, no depende de la elección del 
representante zx de la clase x. En tales casos se dice que la definición f 


0, lo que es lo mismo, 


es cierta o correcta. El diagrama conmutativo describe claramente la 
factorización (descomposición) 

f=fp (3) 
de la aplicación f en el producto de la aplicación sobreyectiva p 
por la aplicación inyectiva f. La inyectividad de f se deduce de que, 

FT) =1(6) 1 (5) =1 (4) >2 = 2. 

La biyectividad de f equivale a la sobreyectividad de f. Observemos, 
que si f': X/O, > Y os olra aplicación, para la cual se cumple la 
relación (3): f'p =f, entonces, de f (2) =f' (px) = fp) x= 
= f (1) = f (x) (véase (2), sigue de hecho la igualdad f' =f. Por 


lo visto, la aplicación f, que hace conmutativo al diagrama trian- 
gular indicado arriba, es única. 
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4. Conjuntos ordenados. Se llama ordenación del conjunto X 
(u orden en Xy, la relación binaria < en X, que tiene las propiedades 
de reflexión (z< 7), antisimetría (sí r<y e y < 1, enlonces 
x= y) y transitividad (sir < ye y < z, onlonces » Á 2). Cuando 
r<yyz>x+ywse oseribe « < y. En lugar de x < y se usa también 
la notación y > x. El par de elementos x, x” € X puede no encon- 
trarse en rolación <. Sin embargo, si z Xx" 0x <z para cada 


Pig, 9 


par do elementos de X, ontonces X se denomina conjunto linealmente 
ordenado (o conjunto completamente ordenado, cadena, etc.). En un 
caso general se hace referencia a un orden parcial en X. 

El conjunto X = F (S) de los subconjuntos del conjunto $ 
(véase el ejercicio 4 del $ 5) con relaciones comunes de inclusión 
R =T entre los subconjuntos, y también el conjunto Ñ de núme- 
ros naturales con la relación d | n (rn se divide por d), son ejemplos 
de conjuntos parcialmente ordenados. 

Sea X un conjunto parcialmente ordenado cualquiera, z e y 
sus elementos. Se dice, que y cubre a x, siz < y y no existe ningún 3 
tal que z << y. En caso que Card X < 00, 1 < y si, y sólo si, 
se halla una sucesión de elementos x = Z,, La, +» .) Tar» Tn =Y» 
en la cual :c¿+, cubre a z, (en otras palabras: esta es también la con- 
dición necesaria para que z e y sean comparables). El concepto de 
cobertura es cómodo para la represeutación de un conjunto finito 
parcialmente ordenado X, por un diagrama plano. Los elementos 
del conjunto X se representan con puntos. Si y cubre a x, entonces 
y se coloca por encima de x, y x se une con y por medio de un seg- 
mento de recta. La comparabilidad entro y y x se indica por una línoa 
quebrada «en [lescenso», que uno a y con zx, pudiendo haber varias 
líneas quebradas. Las x e y no comparables no se unen. En dos de los 
diagramas presentados (véase la fig. 9) se han trazado «segmentos» 
de la serie natura) do números y ol conjunto F (fa, db, c)) (Ñ es un 
conjunto natural Jinealmente ordenado, y el ordenamiento en HF (S) 
fue inteoducido antes). 

Se llama elemento mayor nr, de un conjunto parcialmente orde- 
nado Xan € X Lal que y < n para todo z € X: y elemento máximo 
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mE X, al que, cumpliendo con mX<Á TE X, hace 7 =m. 1] ele- 
mento mayor es siempre máximo, pero no viceversa. Puede haber 
muchos elementos máximos, pero el elemento mayor, si existe, está 
determinado univocamente. Las mismas observaciones se refieren 
a los elementos menor y mínimo. En Ja fig. 9, los dos diagramas de la 
izquierda tienen elementos mayor y menor. Én el diagrama de la 
derecha hay tres elementos máximos, un menor, pero no existe ele- 
mento mayor. 

La teoría de los sistemas aJgebraicos parcialmente ordenados 
(álgebra de Boole, retículos), saturada de resultados sustanciales, 
ocupa un lugar importante en el álgebra, pero no tenemos posibili- 
dades de referirnos a ella. Este parágrafo porsigue un fin moilesto: 
presentar al lector otra relación binaria natural, y darle una idea 
acerca de Jos diagramas, que ayudarán en el futuro a comprender 
la posición mutua de los subgrupos en los grupos o, digamos, la 
disposición de los subcampos en los campos, 


EJERCICIOS 


1. Mostrar, que el conjunto cociente (R?/— que so obtiene del dibujo goo- 
métrico de la fig. 7, y cualquier recta ?, que corta al ojo Oz, se encuentran en 
correspondencia biyectiva. 


2. Hacer P (zx, u) — P (x*, y') para los puntos de coordonadas reales del 
plano R3 exactamente, cuando 1" —xE€Z 0 y —yE€Z. 


canfeo cafe | A 


Fig, 10 


Demostrar, que — es relación de equivalencia y que el conjunto cociente 
R%/-. geométricamente se ilustra por los puntos en el torso (superficies de «con- 
torno»; véase la fig. 10). 

3. Mostrar que los conjuntos de dos, tres y cuatro elomentos, tienen, respec- 
tivamente, 2, 5 y 15 conjuntos cocientes distintos. 

4. Soa — una relación de equivalencia en el conjunto X, y /: X -- Y una 
aplicación para la que x — 2" > [/ (2)= f(x"). Mostrar que esta condición 
de compatibilidad de f con — (más débil que la considerada en ol punto 2) per- 


mite determinar correctamente la aplicación inducida f: 2 —f (2), de X= 


en Y, que lleva a la factorizución / ='"f.p, pero f ya no será necesariamente 
inyectiva. ¿A qué se reduce la condición de inyoctividad de /? 

5. Trazar Los diagramas de los conjuntos parcialmente ordenados: 
1) P (fa, b, e, 2); 2) conjunto de tados los divisores del número entero 24 
(las relaciones de ordenamiento están indicadas cn el texto). 


4$-—0392 
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$ 7. PRINCIPIO DE INDUCCIÓN MATEMÁTICA 


Se considera que nos es conocido el conjunto Ñ = (1, 2, 3, ...) 
de todos los números naturales (enteros positivos). De hecho, como 
punto de partida para el estudio de ÑN sirve la axiomática de Peano 
(1858 —1932). De sus tres axiomas (que no exponemos) surgen las 
propiedades de suma, multiplicación y ordenamiento lineal (véase 
el punto 4 del $ 6) de los números naturales o, más exactamente, 
del sistema N YU (0). En particular, se «demuestra esta afirmación 
que es intuitivamente clara: en cada conjunto no vacto S TN hay 
un elemento menor, o sea, un número natural s€ S más pequeño 
que los demás vúmeros en S. Teniendo en cuenta esta afirmación 
de los axiomas de Peano se extrae el siguiente 

PRINCIPIO DE INDUCCIÓN. Supongamos, que para cada n E N tene- 
mos alguna afirmación M (n). Supongamos también que disponemos 
de una regla que nos permite establecer la veracidad de M (l) para un l 
dado, con la condición de que M (k) es cierto para todo k < 1 (en parti- 
cular se sobreentiende que podemos verificar la veracidad de M (1). 
Entonces, M (n) es cierto para todo n € ÑN. 

De hecho, admitamos que el subconjunto 


S =(s|sEN, M (s) inexacto) <N 


no es vacío. De acuerdo a lo antedicho, S contiene al elemento 
menor sy. Entonces, la nlirmación Af (sp) es falsa, y AT (s) es verda- 
dera para cada s < sp. lóslo, sin embargo, contradice nuestra supuesta 
capacidad para «demostrar la veracidad de 3 (sp). 

No es éste el Ingar para una discusión profunda del principio 
de inducción matemática. Nos Jimitaremos a observar que e) refleja, 
por así decir, la esencia de la serje natural, y el conocimiento de 
esta última no conduce a algo que sea fundamentalmente más sen- 
cillo. 

Cabe prestar atención a obra circunstancia más. Precisamente, 
un momento indispensablo en la «demostración por el método de 
inducción completa», resulta el establecimiento de la base de la 
inducción, o sea, la comprobación de que la propiedad o la afirma- 
ción es cumplida para rn pequeños, Sin esta comprobación se puede 
llegar a conclusiones arbitrarias del tipo «todos los estudiantes son 
de igual estatura». Veamos el razonamiento. El conjunto vacío de 
estudiantes y ej conjunto de un estudiante aparte tienen esta pro- 
piedad. Formulamos el presupuesto de inducción, que esta propiedad 
la tiene cualquier conjunto de <n estudiantes. lin el conjunto de 
n + 1 estudiantes, los primeros » y los últimos n son de igual esta- 
tura por presupuesto de inducción. Estos conjuntos se intersecan con 
el subconjunto de n — 1 estudiantes, también de igual estatura. 
Esto significa que todos los n + 1 estudiantes son de igual estatura. 
De hecho, la primera afirmación de contenido se refería a un con- 


$ 3 PRINCIPIO DE INDUCCIÓN MATEMATICA 51 


junto de cualesquiera dos estudiantes, pero aquí precisamente resulta 
esto falso. ¿Qué longitud debe tener la fundamentación (la base) de 
la inducción? Frecuentemente esto queda claro de la demostración. 
En nuestro ejemplo elemental, lo importante es Ja condición de 
que la intersección de dos conjuntos no resulte un conjunto vacío, 
o sea, el cumplimiento de la desigualdad »n — 1 > 1, de donde 
n>=d2. 

En situaciones más complejas, en especial cuando hay que definir 
o construir un objeto por inducción, con ayuda de relaciones de 
recurrencia (como nos proponemos construir determinantes de las 
matrices, en el capítulo 3), hay que prestar especia] atención a la 
base de la inducción. Por otra parte, no se puede caer en el otro extre- 
mo: convencidos de la veracidad de M (k) para todos los k de un seg- 
mento suficientemente largo 1 < k < l de la serie natural, concluir 
sin fundamento la veracidad de M (7) para todo rn € N (lo que es, 
la denominada inducción incompleta). 


He aquí dos ejemplos desalentadores. 

1. P. Fermat suponía que todos los números del tipo Fn = 2-% + 1, 
n=0, 1, ... (números de Fermat) eran primos. Los primeros cínco números 
de Fermat son primos, pero para F¿ Euler halló Ja descomposición F,= 
== 4 294 967 297 = 641-6 700 417. Los esfuerzos actuales para obtener, con 
ayuda de las novísimas computadoras, aungue sea sólo un nuevo número de 
Fermat, hasta ahora no han tenido éxito. Uno de los últimos «progresos» en 
este sentido, ba sido la comprobación de que Fiz, Se divide por 5-2197 + 4, 

2. La investigación de los númoros del tipo n?— n + 44 cuando n = 
=41, 2, ..., 40 (o sea, del polinomio propuesto por Euler), es capaz de bacer- 
Dos pensar que estos números son primos para cualquier n (acerca de los números 
primos véase $ 8). Sin embargo, 41? — 41 4 41 = 413, 

Ejemplos de este género, pueden brindarse en cantidad. 


En los razonamientos por inducción, a veces Jo más importante 
es darle la forma debida a la afirmación que se demuestra. Suponga- 
mos que hay que hallar la suma 


Pl =P22FRBS ...+4 (n= + k=4,2,3. 
El problema se facilita considerablemente, cuando a Ud. le dicen 
que la presunta respuesta está contenida en las expresiones: 


1 1 1 1) 17 
pm), poa) = LR ps(0)=[ 24427. 


Si bien a p, (r) no es difícil) llegar a pensarlo (lo que hizo Gauss 
a temprana edad), las formas p. (n) y pz (n) ya no son tan triviales, 
y la relación 


ps (m)+pr(1)=2[ 2621 


en general habría que haberla buscado por algún plan determinado. 
En el caso dado, se puede indicar este plan, pero no es ésta la cuestión. 
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Para la fundamentación de todas las relaciones indicadas arriba, 
es necesario realizar el paso de inducción de na n + 1 por cálculos 
directos. Dejamos esto al lector, en calidad de ejercicio útil. 

A propósito, en éste ejercicio sirve la denominada fórmula bino- 
mial 


arma aro are +87. (1) 


Aquí e y b son números arbitrarios, y el coeficiente binomial (7) 
del término e”-*b* tiene la forma 


ny ni __ n(n—it)... (n—k--1) 
k ) la —k)l — k(k=1) ...2:14  * (2) 


Es útil complotar (2) con la convención de que Ol = 1 y de que 
(7) = 0 cuando k< 0. Observemos también que, 


(12 )=(%) 


(propiedad de simetría de los coeficientes binomiales). 

La fórmula (1) os cierta para n = 1, 2, evidentemente, y noso- 
tros demostraremos por inducción que os cierta para n. Contando con 
su legitimidad para todos los índices Xx, multiplicamos ambas par- 
tes de la relación (1) por a + b, Obtenemos 


(a + b)"*1 = (a + by” (a + b) = 
arado) (jar a) ba + b)= 
sartitabe..¿ + Ar arepa y Mea) gr+ihgh y 


+ ( ke ) ar+ihgh +( Se ) arpa padre bntt, 


La reducción de los miembros semejantes muestra que, el coeficiente 
del término a”+-»b* será 
n n n! n! 
Co) +l k ) — (e— 1) (n —k + 1)! + ki (n — de)! a 
n! 1 1 
"NIG =RT LA—k +1 +$] NN 


n! n+1 7 n +1)! n+1 
"E-DG6M RR +D Ma FIA e ( k ), 
o sea, un coeficiente binomial del tipo (2) con el Índico superior 
aumentado en una unidad. Por eso mismo, la veracidad de la fór- 


mula (1) queda demostrada para todo nEN, 
Si se escribe 


(a + b)" = (a + b) (a + b) ... (a + d), 
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adjudicando a cada factor del segundo miembro, números de 1 a n, 
y examinar aquellos subconjuntos de números Í<Xi¡< ¿XX ..» 
...<tX<n, que al ser multiplicados responden al término 


ar="b*, entonces llegaremos a la conclusión, que (7) no es otra 
cosa que el número de todos los subconjuntos de potencia k, de un con- 
junto de n elementos. El número, un poco pasado de moda, Ch = (7) 


de combinaciones de nr sobre k, en esencia expresa lo mismo. 
En particular, la potencia del conjunto FP ((fs,, . . ., Sn)) (véase 


el ejercicio 4 del $ 5) es igual a (9) +(7)+---+(,2,)+ 
+(*) . Pero, suponiendo que a = b=1 en Ja fórmula (1), obtene- 
mos 


(DD) (020) 
2 (o)+(1)- 2 Ho. + rn—=1) TAn/* 
De este modo, Card F (181, Sg, . . ., $) = 2”. 

La demostración de un teorema o la construcción do un objeto, a veces es 
cómodo hacerlas apoyándose en formas más complejas de inducción. Por ejemplo, 
el principio de «inducción doble» consiste en lo siguiente: sea que dos números 
naturales cualesquiera m y n responden a alguna afirmación Y (m, n), y al mismo 
tiempo: (i) Y (m, 1) y Y (1, n) se cumplen para todos los m y n; (ij) si Y (k — 1, 1) 
e Y (k, l — 1) son ciertas, entonces Y (*, ?) también es cierta (equivalentemente: 
(ii) si Y (k”, 1”) es cierta para todos los kx" <k, Y! <!1, XK +-U<k>+R+t, 
entonces Y (k, 1) es también cierta). Entonces, la afirmación Y (m, n) es cierta 
para todos los números naturales m y n. 
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Es tarea de este parágrafo la suscinta descripción de las propie- 
dades más sencillas de divisibilidad de los números enteros, a las 
que, por distintos motivos, resultará cómodo hacer referencia más 
adelante. En el capítulo 3 se expondrán hechos complementarios, 
debido a que )a teoría de Ja divisibilidad se Jleva a un sistema alge- 
braico más general. 

í. Teorema fundamental de la aritmética, 11 número entero s 
se llama divisor (o multiplicador) del número entero n, si n = st 
para algún tc Z. A su vez, n se llama miltiplo de s. La divisibili- 
dad de nr por s se indica con el símbolo s | r, y a la indivisibilidad 
con el símbolo st n.* La divisibilidad es una relación transitiva 
en Z. Si, sucesivamente m|n y n | m, entonces n = -Em, y los 
números enteros m y n se llaman asociados, El número entero p, 
cuyos únicos divisores son los números +p, +1 (divisores incompa- 
tibles), se llama primo. Habitualmente, en calidad de primos, se 
toman los números primos positivos >1. 

El rol fundamental de los núnieros primos es puesto en claro por 
el denominado 
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TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA. Cada número entero 
positivo n == 1 puede ser escrito en forma de un producto de números 
primos: 1 = PiPs - . . Ps. Esta escritura es única con exactitud hasta 
el orden de los multiplicadores. 

Uniendo multiplicadores primos iguales y modificando sus 
notaciones, obtenomos una expresión de n de forma n = phpt:... 
rs pre, e; >0,1<1i<k. Para cualquier número racional a == 
nin € QA tiene lugar una descomposición análoga, pero con expo- 
nentes e; tanto positivos como negativos. Observemos, que el con- 
junto 


P=(2,3,5,7, 11,13, ...) 


de todos los números primos, es infinito (teorema de Euclides). Por 
cierto, si sólo existicea una cantidad finita de números primos, 
digamos Pi, Pa, - + -: Pi, entonces, de acuerdo al teorema funda- 
mental, el número c = pipa ... pe -F 1 sería divisible, por lo 
menos, por uno de los p¿. Sin limitación de comunidad consideramos 
ac = p,c”. Entonces, p (c” = pz .. - pi) = 1, y esto es imposible, 
por cuanto en % divisores de la unidad son solamente +1.  |[P 


La demostración del teorema fundamental se pospone hasta el cap. 5. 
A primera vista, en general no hace falta demostrarlo, por lo evidente que parece. 
Entretanto, aun cuando se trata de las propiedades multiplicativas (propiedades 
divisivas) de los números enteros, no se puede demostrar el teorema principal 
sin efectuar a un mismo tiempo operaciones de multiplicación y do suma en Z. 
En calidad ilustrativa de osta afirmación, examinemos en NR al subconjunto 
S= (4e+411|k=0, 1, 2, ...). El escerrado respecto al producto: (4k, 4-1) Xx 
X (4kz + 1) = 4k, + 1. Por inducción, sobre n € $, no es dificil establecor la 
existencia de una descomposición (primera parte del teorema fundamontLal) 
r=4Gí +... q. donde q, son elementos de S que ya no pueden ser descom puestos. 
Los denominamos números cuasiprimos. Escribamos algunos de estos números: 
$, 9, 13, 17, 21, 49. La segunda parte del teorema fundamental para el sistema Ss 
no es cierta, por cuanto, por ejemplo, el número 441 € $ tiene dos descomposi- 
ciones esencialmente distintas en productos de números cuasiprimos: 


441 = 9-49 = 212, 


2. M.c.d. y m.c.m. en Z2. Dos números enteros cualesquiera 
n y m, pueden escribirse en forma de producto de los mismos números 
primos 


n= 1p31p3* sos pr, m = + phipís ... per, 


si se acuerda en admitir a los exponenles nulos (como siempro con- 
siderando a pi = 1). Pongamos en consideración dos números enteros 


m.c.d. (2, Mm) == pp... pre, m.c.m. (n, m)=p9p8: ... per, 


(1) 
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donde v¿ = min (ui, Py), Ó) = max (a, Bi): =1,2, . . ., . Como 
dins>d=x+p" ... pi", 0<0a<a,, entonces, de las relaciones 
determinantes (1) se deducen las siguientes afirmaciones: 

(i) m.c.d. (n, m) | n, m.c.d. (2, m) | m, y sid|n, d | m, enton- 
ces d | m.c.d. (n, m). 

(11) n | m.c.m. (2, m), m|m.c.m. (rn, m), y si nfu, m]|u, 
entonces m.c.m. (a, m) | u. 
Las propiedades (i) y (ii) justifican la simbolización reducida del 
máximo común divisor (m.c.d.) y del mínimo común múltiplo 
(m.c.m.) de los números enteros n, m. Para n > 0, m > 0 se cumple 
la relación 

m.c.d. (n, mj-m.c.d. (n, m) = nm. (2) 


Los números enteros nr, m se llaman primos entre sf, cuando 
m.c.d. (n, m) = 1. In esle caso, la relación (2) toma la forma 
m.c.d. (n, m) = nm. 

3. Algoritmo de división en Z. Dados a, b€ Z, b>>0, siempre 
se hallarán q, re tales que, 


a=bqW+r, O<r<b 


(si considerar sólo los b +0, entonces se cumplirá la desigualdad 
0O<r<|]b |). 

Efectivamente, el conjunto S = fa --bs|sE€Z, a — bs >0), 
es, evidentemente, no vacio (por ejemplo, a — b (- -a?) > 0). Así 
que S contiene un elemento menor; designémoslo r = a — bg. 
Por condición r > 0. Suponiendo que r > b, obtendríamos cl ele- 
mentor —b=a—b (q + 1) € S, menor que r. Esta contradicción 
sólo se resuelve cuando r< bd. 

Esle sencillo razonamiento, llevado a cabo, da también la pres- 
cripción (el algoritmo) para hallar al cociente b y al resto r en un núme- 
ro finito de pasos. El algoritmo de división en ¿ se emplea para 
otra definición del m.c.d., y, en consecuencia, del m.c.m., si se 
toma en consideración la relación (2). 

Precisamente, dados los números enteros », m, conjuntamente 
no nulos, admitamos que 


J= (nu + mv|u, vez). (3) 
Elegimos en J el menor elemento positivo d = nu, -- muy. Utili- 
zando el algoritmo de división, escribimos 1 = dq r,U<r<d. 
Habiendo clegido d, la inclusión 
r=n—dq =n — (nu + mv) q =1n (1 — ug) |- m (—eo) E y 
lleva a la igualdad r = 0. Así qued | n. Análogamente, se demuestra 


que d | m. Sea ahora 2” un divisor cualquiera de los números » y m. 
Entonces 


d|n, de | m=>-d" | nu, d' | nv, => d' | (nua $ moy => e” |d. 
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Así, d posee todas las propiedades del máximo común divisor, y por 
eso d == m.c.d. (n, m). Llegamos a la siguiente afirmación. 

El máximo común divisor de dos números enteros n, m, que no se 
anulan conjuntamente, siempre se escribe de la forma siguiente 


m.c.d. (An, mM) =nu + mb; u, vrEZ. (4) 


En particular, los números enteros n, m, son primos entre sí cuando, 
y sólo cuando, 
nu + my = 1 (4”) 


para algunos u, vE TR. 

Fue comprobado, que la condición de primos entre sí de rn, m 
Jleva a la relación (4%). Por lo contrario, si n, m son tales, que tiene 
lugar (4%), entonces d|n, d|m=>djinu, d | mv=>d | (nu + 
+mbD=>dl|ldl>d= +1. 

La demostración de las relaciones (4) y (4%) es suficientemente 
efectiva. Es necesario tomar cualquier elemento positivo del con- 
junto f (véase (3)), y luego disminuirlo con ayuda del algoritmo 
de división, hasta que se obtiene el menor elemento, el que será 
e] máximo común divisor. 


EJERCICIOS 


1. Cada númoro primo tiene la forma do 4k + 1 o de 4k — 1. Utilizando 
la multiplicidad del conjunto S dado en el punto 1, demostrar que el conjunto 
de los números primos de la forma 4k — 1, es infinito. (Indicación. Para cual- 
quier n natural, 4n! — | tiene por lo menos un divisor primo p do Ja forma 
ák — 1, además, p > n). 

2. Demostrar, que existen infinitamento muchos números primos de la 
forma 4k + 1, busándose en la siguiente afirmación no trivial (véase el punto 1, 
$ 2, cap. 9). Si n, mE Z, el m.c.d. (n, m) = 1, y, si p es un número primo, 
que divide a n? — mi, entonces p = 4£ + 41. (Fndicación. Hacer n =2 y mua 
= Pipa - - - Ps, doude py, . . ., P¿ Son números primos de la forma pi =x 4ky + 
+ 1, distintos entre sí. Entonces, cada divisor primo p del número impar n* + 
+m? ticno la forma 4-4, y, adomás, p no pertenece al conjunto (py, Pa, --- 


eo -. Pad. ed . E des 
3. Si el número natural n se divide exactamente en r números primos distin- 
Los Pi, + - -» Pp, entonces, la cantidad do números menores que n y primos 


entro sí de n, es igual a 


(uu) =n (1-3) ns (1). 


1 Pr 


La función q : N — NY se llama función de Euler. Probar la voracidad de la 
fórmula para los valores de q (1), con n < 25 y con n= p” (véase también 
el punto 4, $ 1, cap. 1). 

4. Utilizando la fórmula binomial, demostrar por inducción sobre n, 
que, si p es un número primo, entonces rn? — n se divide por p para cualquier 
n € Z. (Indicación. En caso de fracaso, se recomienda dirigirse al $ 4 del cap. 4, 
que contiene una domostración, con el uso de «elevadas» reflexiones). 


Capítulo 2 


ESPACIOS LINEALES ARITMÉTICOS. 
MATRICES 


Las matrices rectangulares, introducidas en el $ 3 del cap. 5, 
se emplean tan frecuentemente, que con el tiempo apareció una 
parte independiente de las matemáticas, la teoría de matrices. Su 
proceso de formación tiene lugar hacia mediados del siglo pasado, 
pero su plenitud y elegancia las adquiere más tarde, junto con el 
desarrollo del álgebra lineal. Flasta ahora, la teoría de matrices 
continúa siendo un instrumento importante de investigación, bien 
apropiado a las necesidades prácticas y a las construcciones abstrac- 
tas de las matemáticas modernas. Aquí serán expuestos los resulta- 
dos más sencillos «de la teoría de matrices. 

El título del capítulo, probablemente, da Jugar a la ilusión de 
que la descripción de objetos puramente algebraicos nos disponemos 
a cargarlos sobre los hombros de la geometria. En la práctica, sólo 
se trata de expresar cómoda y económicamente las propiedades de 
las matrices y las soluciones de los sistemas lineales en un idioma 
adoptado de la geometría. Los conceptos de espacio, vector, depen- 
dencia lineal, rango de un sistema, etc., que son aceptados por 
todos, se desarrollan exactamente en tanto, en cuanto son necesarios 
para nuestros fines inmediatos. A la intuición geométrica se le 
reserva un papel más honroso en olrox cursos. 

A propósito, los espacios lineales nos serán también necesarios 
para que sea posible hablar acerca de las aplicaciones lineales, de 
las cuales las matrices son satélites. Precisamente, Ja composición 
de aplicaciones (véase el punto 2, $ 4, cap. 1) lleva por el camino más 
natural a la compresión de] producto de matrices. 
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1. Argumentación. En relación con los sistemas de ecuaciones 
lineales, tuvimos que examinar filas de largo n, en las cuales se 
introducía distinto sentido. Eran filas (411, Gig, - . ., tin) 1<i< 
< m, de la matriz A = (ay) de dimensiones m X n, y de la solución 
(Zi, Zj, - - -, Zn) del sistoma lineal con la matriz A. La reducción, en 
el $ 3 del cap. 1, del sistema o de la matríz a una forma escalonada, 
incluía, además do una transformación elemental del tipo (1), dos 
actos importantes: multiplicación de una fila por un número, y la 
suma de dos filas. Las mismas operaciones pueden llevarse a cabo con 
las soluciones de un sistema lineal homogéneo. Efectivamente, si 
(Li> Tar » - -» Tn) Y (Lis Ty - - ., 2H) son dos soluciones del sistema 
OZ, + lia HH... + inn =0, ¿=1, 2, ..., m, y a, P dos 
números reales cualesquiera, entoncos, la fila 


(ax + Br, Ur + Pi ..., ara + Baz) 
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también será solución de nuestro sistema: 


411 (ar, + Bx;) + ars (ar, + Pri) +... + Sin (Uíp + Pin) 
= a (017, + Gig; +... + Uintn) + 

+ B (anzi + dz, +... + Cinta) =0 
Por otra parte, cualquier fila, independientemente de lo que 
exprese, es elemento del conjunto «universal» R”, potencia n-ésima 
del conjunto R de los números reales. Por eso, es deseable estudiar 
un objeto general, cuyas propiedades se transfirieran automática- 
mente a las matrices y a las soluciones de los sistemas homogéneos. 
2. Definiciones fundamentales. Sea n, un número natural dado. 
Se denomina espacio lineal aritmético de dimensión n sobre R, al 
conjunto R” (los vectores-filas o, sencillamente, los vectores, son 
los elementos del mismo), considerado junto con las operaciones 
de suma de vectores y multiplicación de vectores por escalares (númo- 
ros reales). Los escalares se designan con letras minúsculas del alfa- 
beto griego o del latino, y los vectores con letras latinas mayúsculas, 
como las matrices. En esencia, el vector X = (%,, La, - - «, Tn) Se 
puede considerar como una matriz de 1 X n dimensiones. Sea Y = 

= (Yi Ya» » - «» Yn) otro vector, y A un escalar. Por definición 


X +Y = (2, + Y, %g + Y2 +») Tn + Yn), 
AX m= (At, Atar -. -, Aa). 


El vector nulo (0, O, .. ., 0), en adelante se indica con el sím- 
bolo corriente del cero, O. Es más, a R* se acostumbra a identifi- 
carlo con R. 


Las reglas formales de operaciones con los números reales, seguramente 
son conocidas por el lector, y se trasladan ul 27. La enumeración do las mismas, 
aunque aburridora, da una idea exacta sobre que dobo entendorse como espacio 
vectorial abstracto, que se estudia en un curso posterior de álgebra lineal y geo- 
metría: 

JIM,: X4+ Y=Y + X, para cualesquiera vectores X, Y E R? (ley con- 
mutativa); 

NT: (X=-Y)4Z=X+(Y +2), para tres vectores cualesquiera X, Y, 
ZER"” (ley asociativa); 

JiMa: Existe un vector especial (nulo) O tal, que X + 0 = X para todo 
X ER; 

JIM, : a cada X E £” le corresponde un vector opuesto (o contrarto) — X tal, 


X + (-X)=0; 


JU: 1X = X para todo X ES”; 
Sta: (24) X = 0 (BX) para todos los a, BER, X ER”; 
TM): (a+ $) X =aX + BX (distributividad en relación con los escalares); 

JWig a (X -- Y) = ax Y aY (distributividad en relación con los vectores). 

La unicidad de los vectores 0 y —X', sobre las que se habla en 1173 y en THM,, 
al igual que otros corolarios simples de las reglas indicadas (o axiomas, si se 
tionue en consideración el espacio vectorial abstracto), no vamos u deducirlas, 
considorándolas suficientomente transparentes. 


que 
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Llamamos a R” espacio de dimensión n, pero el propio concepto 
de dimensión adquiero sentido sólo al final de parágrafo, luego de 
una pequeña preparación. El origen del término «espacio lineal» 
se explica en el curso de geometría analítica, donde se establece 
la correspondencia biunívoca entre log puntos (vectores) del espacio, 
el plano cartesiano y sus coordenadas (x, y). La suma de vectores 
por la regla del paralelogramo, y la multiplicación de ellos por un 
número corresponden, precisamente, a las operaciones con vectores- 
filas en r?. 

Juntamente con el espacio lineal de vectores-filas (%,, Yg, - . - 

. ., En) de longitud nr, se considera también el espacio lineal arit- 
mético de vectores-columnas de altura n 


Ly 
= (%,, La, ...3 E 
tn 
como convinimos en expresarlos en el $ 3 del cap. 1. Se comprende, 
que la diferencia entre ellos es puramente convencional, pero pronto 
nos convenceremos de que es útil disponer de ambas variantes del 
espacio aritmético. Del contexto, habitualmente, queda claro sobre 
qué vectores, filas o columnas se trata, por eso no se introduce nin- 
guna simbólica especial. 
Sea V un subconjunto no vacío en R”. Llamaremos a V subespacio 
lineal *) en R”, si 
XxX, YEV=>uvuA + prev (1) 
para todas las a, BER. En particular, el vector nulo siempre está 
contenido en V. Digamos, la agrupación de todos los vectores-filas 
(L4» - - -» Tn-1 0) con el componente x, = 0, e, un subespacio; es 
admitido identificarlo con R””*. Tenemos una cadenita, como se 
suele decie, de subespacios dispuestos canónicamente 


OSRER CC... SR”! <R”". 


Las soluciones de la ecuación homogénea 2) + 72+...+2,=0 
componen un subespacio en R”, r > 1, distinto de cero y de todo 
el espacio R”. Más nbajo se «dan otros ejemplos. 

3. Combinaciones lineales. Envoltura lineal. Sean X,. X;, ... 
. .., Xp, vectores del espacio lineal aritmético R”, y %,, Ag, - . - 
. .., Sp, escalares. El vector X =0/X, Far X:+... +09 xXa 
se llama combinación lineal de los vectores X, con coeficientes Q;. 
Por ejemplo, (2, 3, 5,5) —3 (1, 1,1, 9) +2(1, 0, —1, —1) = 
= (1, 0, 0, 0). Soa, puos, Y =B,X, + P X2 +... + 8BrX5 una 
combinación lineal de los mismos vectores X¿ con cocficientos fa, 


_*) Esta definición hasta ahora tiene un aspecto no muy satisfactorio, pero 
a final del parágrafo diremos algunas palabras en su defensa 
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y %, PER. Entonces 
aX + PY =a (0, +0 X2+... + 0185) + 
+ P(BAX, + Pat... + BrAn) = 
= (aa, + PBB,) A, — (aa + BBa) Xy... + (ara + BBa) Xn 


de nuevo hay una combinación lineal de los vectores X¡ con coefi- 
cientes 0; + BP; Vemos que el conjunto de todas las combinaciones 
lineales del sistema dado de vectores X,, Xy, . . ., X»,es un subespacio 
lineal en “3”. Habitualmente se representa con el símbolo (X,, 
X2 .-., Xa? y se denomina envoltura lineal del sistema de vectores 
m Xa .... Xp. Se dice también, que el espacio (X,, Xy, ...- 
. «y, Xa)cubrea Xy, Xa, ..., An o está engendrado por el sistema 
do vectores X,, Xa, ..., XAp> 
S CR” se puede definir como la envoltura lineal de cualquier 
subconjunto, comprendiendo como (S) Ja agrupación de todas 
las combinaciones lineales de los sistemas finitos de vectores de $. 
Es claro que, si Y es un subespacio en R”, entonces (V) = V: cual- 
quier combinación lineal de vectores de Y pertenecen a V. En parti- 
cular, S <V=> ($) YV, o sea, la envoltura lineal de ($) se 
puedo definir como la intersección de todos Jos subespacios que con- 
tienen el conjunto dado de vectores $, de R”: 


scv 


A primera vista no es evidente que, lo contenido en el segundo miem- 
bro de (2), una intersección f/Y de alguna familia de semiespacios, 
resultará un subespacio. Pero si X, Y € f) V, entonces X, Y EV 
para cada subespacio de Y, que pertenece a esta familia, Esto signi- 
fica, que aX + PY € Y para todas las a, P ER, y esto da la inclu- 
sión necesaria aX + BY E y Y. 


Por el contrario, la unión U U V do los suhespacios U y V, en general, 
no es un subespacio, como lo muestra aunque más no sea cl ejemplo de los subes- 
pacios U = ((A, 0) AER), Y = ((0, 4)1 14€) en R*. Se llama envoltura 
lineal (U U Y) a la suma de los subespacios U y V: 

U+ Y =(U YV)= (u+ v]u € U, ve V). 
= 0, entonces, se dice que la suma de U + Y es directa, y se escribe 
Sea V=V,0 Vs y = Xi + X23= X;¡>+7 X;. dos expresiones 
tor X € Y, en forma de combinación lineal de lus vectores X,, X; € Va 
€ Vz. Entonces tenemos X, — X; = X3 — X2€ V, NM Ya, y como 


O 


= 0, entonces X, = X;, Xy = X;. Por el contrario, si la escritura 
+ Xp X1€Y,, ¿i=1, 2, es única para cada vector X E V, entonces, 
la suma V = V, +4 Yyes directa (dejamos esto en calidad de ejercicio). En forma 
más general, la suma Y do subespacios V,. ..., Vi Ck” es denominada suma 
directa V'=Y,9... 0 Va, si cada vector X € V tiene expresión unívoca 
de la forma X = X +...+ Xp con X;¡€ Fj. 

EJEMPLO 1. Examinemos dos conjuntos en R*: 


Um = ((hj --. Am 0... 014€ R) 
Un => ((0, .. . O, Am+1> . ...) An) | %¿ € A), 
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Q <m< n. Se comprueba inmediatamente que Un, Y, suu subespacios en 
RA, y adomás Um + Vm =S* y Um N Um >= 0. Esto significa que R% == 
Ñ EJEMPLO 2 Consideremos en K" el llamado vector-fila unttario 
Er=(1,0,....0) £3=(0,1,....10), .... £n=(0,0, ..., ). (3) 
Cada vector X = (2,, Za, » +, Zn) se escribe univocamente en forma X == 
ez ES + ZyEs +...“ XnEn: Por eso 
RA= (E)0 (E) 0 ...0 (Ln). 


Los vectores-columnas unitarios los dosignarermmos con los simbolos 
E =(1,0,...,0), 238 =[0, 1, ...,0), ..., EM =[0, 0, ..., 1). (3) 


4. Dependencia lineal. El sistema de vectores A:, ..., A, del 
espacio R” se llama linealmente dependiente, si existen k números 
Aj, Ua - + -y Lay QUe no sean simultáneamente nulos, y tales que 


aX, +0 A+... +04, =0 (4) 
(el segundo miembro es un vector nulo). Diremos también que la 
dependencia lineal (4) es no trivial. Pero, si a,X, + aX+... 
Park) =0=>0,=0%9=... =0%,a =0, entonces los vec- 
tores Xi, Xay ---, Ax se denominan linealinente independientes. 

El ejemplo 2 del punto 3 muestra que lo vectores unitarios 
E,, Ez, ..., En son linealmente indepondientes. 

Un vector X 3£ 0, ovidentemonte, es siempre linealmente inde- 
pendiente por cuanto AX =0, X %0=1 = 0. Luego, la propie- 
dad del sistema X,, ..., Xa de ser linealmente independiente, de 
ningún modo está vinculada con el orden de Jos vectoros, puesto que 
los sumandos aX; de la igualdad (4) pueden sor permutados en 
forma arbitraria. 

TEOREMA 1. Tienen lugar las siguientes afirmaciones: 

(i) un sistema de vectores [Xy, .. ., Xx) con un subsistema lineal- 
mente dependiente, es linealmente dependiente; 

ii) cualquier parte de un sistema de vectores linealmente inde- 
pendiente [X,,..., Xx), es linealmente independiente; 

(iii) entre los vectores linealmente dependientes X,, ..., Xy por 
lo menos uno es combinación lineal de los restantes; 

(iv) si uno de los vectores X,, ..., X, se expresa linealmente por 
medio de los restantes, entonces los vectores X,, ..., Xpson lineal 
mente dependientes, 

(v) si los vectores Xy, ..., Xy son linealmente independientes, 
y los vectores X,, .... Xy, XA son linealmente dependientes, enlonces X 
es una combinación lineal de los vectores X,, ...,. Xp 

(vi) si los vectores Xy, ..., Xx son lincalmente independientes 
y el vector X,,, no puede ser expresado por medio de los mismos, entonces 
el sistema Xzs ..., Xi Xx+, es linealmente independiente. 

DEMOSTRACION. (1) Sean, por ejemplo, los primeros s vectores 
Xi... X,, 5<k, linealmente dependientes, o sea, 


MX +...+04X, =0, 
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donde no todos los a; son nulos. Haciendo entonces As+] ==... 
. = 4, = 0, obtenemos una dependencia lineal no trivial 
MA, + e. + ALA, «| IPD, GUA + ... + Ara == 0. 
La afirmación (ii) se deduce inmediatamente de (i) (razonamiento 


por el contrario). 
(tii) Sea, por ejemplo, %, y 0 en la relación (4). Entonces 


Xr= e Xhos> 
(iv) Sea, por ejemplo, X, =B,X, +... + Br-1Xp-1- Haciendo 


1 = Bi» +. -» Anar = Bros la = —Í, llegamos a la relación (4) 
con el coeficiente a, y O 

(v) La reJación no trivial 

BX, + ...+BrX1+ PX =0 

con $ + O brinda, en virtud de (iii) todo lo necesario. Si, no obstante, 
B=0, entonces $, =...=P1=0, por cuanto X,, ..., X» 
de acuerdo a las condiciones, son linealmente independientes. 

La afirmación (vi) se deduce inmediatamente de (v). [Y] 

5. Base. Dimensión. Damos ahora una importante 

DEFINICION. Sea V un subespacio en R”. El sistema de vectores 
Xi... X, € V se llama base para V (o en V), si es linealmente 
independiente y su envoltura lineaj coincide con V: 


(X,, .. . «3 X») = v. 


De las definiciones de la hase y de la envoltura lineal de un 
sistema de vectores, se deduce que cada vector X E V se escribe de 
un modo único, en forma de X =0q,X,+...-+ 0,X,. Los coefi- 
cientes QA, ..., 4, ER” se denominan coordenadas del vector X 
en la base X,, ..., X». 

Como hemos visto, los vectores IS linealmente indepen- 
dientes (3) engendran a R”. Así que, [£,, Ez, ..., En ¿e es la base 
del espacio R”. Pero esta base llamada estándar, está lejos de ser 
la única base en R”. Por ejemplo, los vectores 


Ej Ep Ej = Ep + En 


E,=E +XEa+ En... E n= E + Er+.. + En 
también conforman base en el espacio R” (compruebe esto cuida- 
dosamente). Por otro lado, hasta ahora no es claro, si cada subes- 
pacio lineal en R” tiene base, y en caso de que sí, será constante la 
cantidad de vectores básicos o no. La respuesta a ambas preguntas 
resulta afirmativa. Nuestros razonamientos se basarán en el lema 
siguiente. 

LEMA. Sean, V un subespacio en 3” con base X,, ..., Xp, € 
Y. Ya... Y, un sistema de vectores linealmente independientes 
pertenecientes a . Entonces, s < r. 
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DEMOSTRACION. Como todo vector de V, Y,, .. ., Y, son com- 
binaciones lineales de los vectores básicos. Sean 


Y, == aj AX, + GX» + ... + am AX», 
Ya = 12 A1 + O + ... + Cra AX», 


Y, =01X1 + GA ++... + lrsX,, 


donde a,; son escalares (siendo coordenadas de los vectores Y ,, están 
determinados unfívocamente, pero esto hasta ahora nu es esencial 
para nosotros). Razonamos por el contrario. Supongamos que s > r. 

Formamos la combinación lineal de los vectores Y, con los coe- 
ficientes de z;: 


Gh ...+2 s = (0,12, + A+ O) ALA. 
co. + (0,1, + Gro >... + lata) Xp 


y examinemos el sistema de r ecuaciones lineales con $ incógnitas: 
(11% + Gr9Ps do... + AzY¿ = 0, 
Ap] + Upata... + 0yT, = O. 

Como se supuso que s > r, entonces es aplicable el corolario 2 del 
$3 del cap. 1, de acuerdo al cua), nuestro sistema tiene solución 
no nula (x;, 73, .... 75). Llegamos a una dependencia lineal no 
trivial 

AY ++... +aY,=0, 


cuya existencia, sin embargo, contradice la condición del lema, 
Por consiguiente, s< r. 

TEOREMA 2. Cada subespacio V <R" posee una base finita. odas 
las bases de un espacio lineal Y constan de un mismo número r < n 
de vectores (este número se llama dimensión del espacio V y se expresa 
con el símbolo dima V, o sencillamente dim V). 

DEMOSTRACION. Si Y = 0, entonces no hay nada que demostrar. 
Consideramos que V < 0. Sea que encontramos en Y un sistema de 
vectores linealmente independiente, X,, ..., Xa. En calidad de 
X, se puedo tomar cualquier vector no nulo de V. Si Ja envoltura 
lineal (X,, ..., X1) no coincide con V, entonces elegimos en V 
al vector Xp41 4 (Xi, .. -. Xp). En otras palabras, X,+, no es una 
combinación lineal de los vectores X,, .. ., Xx. Según el teorema 1 
(vi), el sistema X,, ..., Xp, XAn+, es linealmente independiente. 
Pod ríumos continuar un proceso ilimitado de ampliación del sistema 
lincal independiente, pero todos sus vectores X, están situados en 
R"=(E,, Es, ..., En), y por el lema recién demostrado, todo 
sitema linealmente independiente en ¡R” contiene no más de rn 
vectores. Así, pues, dado un cierto r < n natural, el sistema lineal 
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independiente X,, ..., Xr, «. ., Ap € Y se vuelve maxrimal, o sea, 
obtenemos un sistema linealmente dependiente X,, ..., X,, A, 
cualquiera que sea el vector X +0 de V. Por el teorema 1 (v) ten- 
dremos la inclusión X € (X,, ..., X,). Esto significa que V == 
= (Xi, ..., Xy)» y los vectores X,, ..., X, componen la base 
para V. 

Supongamos ahora, que Y,, ..., Y, es otra base para V. Por 
el lema tenemos la desigualdad s < r. Cambiando de lugar los sis- 
temas X,, ..., Ae Y,, ..., Y,, obtenemos, por el mismo lema, 
la desigualdad r <s. Así, s = r y el teorema queda demostrado. P 

Observemos ahora, aunque en esto no haya una necesidad impe- 
riosa, que todos nuestros razonamientos del mismo modo se refi- 
rieron tanto al espacio de las filas, como al espacio de las columnas. 

Así, con cada subespacio lineal V en R” se asocia un número 
entero positivo r < nm, al que hemos denominado dimensión V: r = 
= dim Y. En particular, dim R? = n. Este importante parámetro 
numérico del espacio, se puede caracterizar de distintos modos 
(véause los ejercicios). Una de las variantes para la determinación 
de la dimensión so basa en el concepto de rango de un sistema de vec- 
tores. Precisamente, si (X,, Xy, . . .) es algún sistema de vectores, 
posiblemente infinito, en el espacio lineal aritmético R”, entonces, 
como sabemos, la dimensión de la envoltura lineal (X,, Xa, .. .) 
no es superior a n. Esta dimensión se denomina rango del sistema 
[XX .. E 


rank (X1, Xo> e. ) = dim (X,, As e. da 


Algunas palabras en defensa del término «subespacio lineal». 
Elegimos en el subespacio lineal V <R” una base cualquiera 
Xt.» Xp. Entonces, X =0,X, +... + 0;,X, para cada X € 
€ Y, y el conjunto V se encuentra en mutua correspondencia unívoca 
con el conjunto de todas las filas coordenades («,, .. .. %,) de 
largo r (o de las columnas coordenadas [a,, .. ., %,] de altura r). 
Además, con esta correspondencia, la combinación lineal de vectoros 
pasa a ser combinación lineal de filas. Por lo visto, la elección de 
cualquier base en Y nos permite interpretar a Y como un espacio 
vectorial aritmético Ri”, incluido de aleún modo en R”, con n =>r. 


EJERCICIOS 


1. Sean V, V, y Vaz, subespacios en X", y al mismo tiempo V < Y; + Vs. 
Es siempre cierto que V = Y N Y, + Y N Va? ¿Qué se puede decir acerca 
e esta relación en el caso particular en que V, CV? 

2. Sea V, un subespacio en R”. Si V = U Y W es una cd ga 
en una suma directa, entonces el subespacio W se llama suplemento de U, y U, 
Snplernento de W on Y. ¿El suplemento de U en Y, está determinado unÍvoca- 
mente? Comparar a W con el concepto conjunto teórico de suplomento V >. U 
(véase el $ 5 del cap. 1). 
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3. Mostrar, que los vectores X, = (1, 2, 2. X, = (3, 2, 1) son lineal- 
mente independientes; examinar la envoltura lineal Y = (X,X,): mostrar, 
que el vector X = ds 2, 9) está contenido en Y, y hallar sus cuordenadas 
en la base X,, X,, hallar en R? por lo menos un suplemento de Y. 

4. Mostrar, que el sistema de vectores Xy, ..., Xy de R”, genera a R* si, 
y sólo si, es linealmente independiente. 

5. Mostrar, que cualquier sistema de vectores, linealmente independiente, 
Xi, - y" Xy del subespacio Y — R” puede incluirse en un sistema básico 
para V. 
6. Sean U y Y, subespacios en X”. Demostrar que si Y f) Y = 0, entonces 
dim (U + Y) = dim U + dim Y. 

7. Hallar el rango del sistema de vectores (0, 1, £). (tf, 0, 1), (1, 1, 0). 
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1. Regreso a las ecuaciones. En el espacio lineal aritmético de 

columnas de altura m, examinamos n vectores 
A = [411 Ggj, ---» Ompl, =21,2,..., A, 

y su envoltura lineal V = (40, 4(%, ..., A"). Sea dado otro 
vector B = lb,, ba, . . ., Um). Se pregunta: pertenece B al subespa- 
cio V <R”, y si pertenece, entonces, de qué modo sus coordenadas 
bi, . . «y Bm (en relación a la base estándar (3) $ 1) se expresan por 
medio de las coordenadas de los vectores A4W. En el caso en que 
dim Y = n, la segunda parte de Ja pregunta se refiere a los valores 
de las coordenadas del vector B en la base 4%, ..., A, Toma- 
mos una combinación lineal de los vectores AC“) con coeficientes 
arbitrarios z; y componemos la ecuación r AY +.,..+2x)4m = 
= B. La forma explícita «de esta ecuación 


Qs 1 Cin b, 
al Ira 1 l+...+2, | |= % (1) 
Amt Um2 Gmn Bm 


es sólo otra forma de escribir un sistema de m ecuaciones lineales 
con nr incógnitas: 

117] — Qj2%) ho ,.+ inn = b,, 

Qg1T] + Agea + +... + Qgntn = ba. 


mili T Qmala +... + Gmnín = Dm. (2) 
Precisamente, con este sistema nos encontramos por primera vez 
en el $ 3 del cap. 1. También allí introdujimos los conceptos de 
matriz simple y de matriz ampliada 

Qu lg  ---. Gin Gu Osa ... yn |Ó, 


A= da (la  ... l2n ; (A|B) 4 Goa  -.. Qzn ba 


ao (3) 


mt “m2 -»> mn Gm U0m2 -*> Qmn Om 
50392 


66 ESPACIOS LINEALES ARITMÉTICOS [CAP. 2 


del sistema lineal (2). La primera impresión es que regresamos a la 
posición inicial, perdiendo el tiempo sin ganar nada. De hecho, 
ahora disponemos de una serie de conceptos importantes. Queda 
por adquirir práctica en el manejo de los mismos. 
En este lugar es cómodo convenir en Jas designaciones. En el 
futuro, a fin de abreviar la escritura, frecuentemente indicaremos 
n 


la suma Ss, + $¿ -+ .. .-+s, con el signo >) s¡. Además, las S,, ... 
a 


« . «y Sh, Son magnitudes de naturaleza orbitraria (números, vectores- 
filas, etc.), para las cuales se cumplen todas las leyes de la suma de 
números o vectores. La regla 
Puia $ ao 
NitsiimtN s e, (61 + t)= S; At 
Hal 1 ch ¡> 6 1) Es, ¡FL i 
es suficiente comprensible, y no necesita aclaración. 
Során consideradas también las sumas dobles 


2 2, 4 -2 (300) Sl A a a,1)= PA Ciy 


en las cuales el orden de la suma (por el primer y por el segundo índice) 
se puede elegir a gusto. Esto es fácil de comprender, si se disponen 
a las magnitudes a,y en una matriz rectangular de dimensiones m X 
X n: somos líbres de comenzar la suma de los elementos por filas 
o por columnas. 

Otros posibles tipos de suma, serán explicados en el lugar nece- 
sario. 

2. Rango de una matriz. Llamamos espacio de columnas de la 
matriz rectangular A, de dimensiones m X n (véase (3)), al arriba 
introducido espacio V = (40D, A(Y, ..., AC”), al que ahora indi- 
caremos con el símbolo V, (4), o sencillamente V, (la v significa 
vertical). A su dimensión r, (A) = dim V,, la denominamos rango 
por columnas de la matriz A. Análogamente, se introduce el rango 
por filas de la matriz A: r, (A) = dim V,, donde V, = (Aj,, Aa, ... 
. .., Am)? es un subespacio en (R”, estirado en los vectores-filas 
Ar = (Gm) Cia... Qin) 1=1, 2, ....m (há significa hori- 
zontal). En otras palabras, 

To (A) = rank [40, 40, ,.., AM), 
Fa (4) = rank ([4,, Az, -- .. Am) 


son rangos de sistema de vectores-columnas y de vectores-filas, 
respectivamente. Por el teorema 2 del $ 1, las magnitudes r, (4) 
y Th (4A), están determinadas correctamente. 

Siguiendo la definición dada en el $ 3 del cap. 1, diremos que 
la matriz A”, fue obtenida de A por medio de una transformación 
elemental del tipo (I), si A, =4A,, Ar = A,, para algún par de 
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índices se !, y Ai = Ay, para ¿xes, lt. Y si Aj = Aj, para todo 
¡As yA; = A, + 14,,cons>3£ 1,1 € R, entonces decimos, que a 
la matriz A se le ha aplicado una transformación elemental del tipo (31). 

Observemos, que las transformaciones elementales de ambos 
tipos son invertibles, o sea, que la matriz 4”, obtenida de Á por 
medio de una transformación elemental, pasa de nuevo a ser Á, 
por medio de la aplicación de otra transformación elemental del 
mismo tipo. 

LEMA. Si la matriz A* fue obtenida de la matriz A, mediante una 
sucesión finita de transformaciones elementales, entonces lienen lugar 
las igualdades: 

(i) ra (A) = ra (A); 

(ii) ry (4%) = r, (4). 

pemosrracion. Es suficiente examinar el caso, cuando A” es 
obtenida de A aplicando una transformación elemental (abreviado, 
t.e.). 


(i) Como, evidentemente, a a Asia A 
= (Ag ca Aro A ei) entonces, una te. “tipo (1) 
no modifica el r, (A). Luego, 2 A, +4 ¡=>4A, = A; —)A; 
yr en consecuencia, (Aj, ..., A, + Ar... As O 

= (A, ..., As , Ás, O. A tal que el r, (A) DO varía 
y con una t.e. "del “tipo (1D. 

(ii) Sean A'Y, ¡=4,..., n, columnas de la matriz A”. Nos 


es necesario demostrar, que 
n La ñ 
2 1 Ad=0=> LY 44 =0. 
jui 4 


Entonces, cualquier sistema independiente de columnas de una 
matriz, incluso el maximal, deberá corresponder a un sistema inde- 
pendiente de columnas, con los mismos números, de otra matriz, 
con lo que se establece la igualdad r, (4*) = r, (4). Observemos 
además, que en virtud de la inversión de Jas t.e., es suficiente de- 


n 
mostrar la implicación en un sentido. Sea, por ejemplo, Dz A¡4Ad) = 
l 


= 0, Entonces, andan en (1) z, por A; y todos los b; por O, 
vemos, que (A, Az, . . -, A,) es solución del sistema homogéneo 
SH, asociado con el sistema Jineol (2). Por el teorema 1 del cap. 1, 
esta solución también la es del sistema homogéneo SH", obtenido 
con ayuda de t.e. del tipo (1) o (11), y que tiene a A” como su matriz. 
Tal como el sistema SH en forma AnS so escribe ), 2,4'0) = 
= (), entonces llegamos a la relación Y 4/44 =0. 

El resultado fundamental de este > parágrafo es la afirmación 
siguiente: 
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TEOREMA 1. Para cualquier matriz rectangular m X n, A, es 
cierta la igualdad r, (A) = r, (4) (este número, sencillamente se llama 
rango de la matriz A, y se indica con el símbolo rank A) . 

DEMOSTRACION. Según el teorema 2 del $ 3 del cap 1, con un nú- 
mero finito de t.e., efectuadas sobre las filas A;, de la matriz A, 
se puede reducir esta matriz a una forma escalonada: 


ad nd tuo Lal co 


44 Cir «+» Qu Qs Gin 
0 2 - 02: d3s . dan 
0 0 lar ... Qzs U3n 
A . . . . . . ..«. . .....0..« 0... Ñ . ... e (4) 
0 0 . 0 Ars rn 
0 0 . 0 0 0 
0 0 . 0 0 0 


CON 2,2131 ».- 4,, 750. De acuerdo con cl lema 
ro(A)=r,(4), ra(4)=r1(4), 


así que nos es suficiente demostrar la igualdad r, (A) =Fa (4). 

Las columnas de las matrices A y A con números 1, k, l, s, 
que corresponden a las incógnitas principales Zi, Za, Zi... -, Ts 
del sistema lineal (2), son llamadas columnas básicas. Esta termino- 
logía está plenamente justificada. Suponiendo la existencia de la 
relación 

AMADA AMDGA AD A AP =0, 


que une a los vectores-columnas AW=[2,,, 0, ..., 0], A= 


= (81, Ge 0, ..., 0), A%W=(G15, Com -..1 Cra 0, - .., 0] de 


la matriz (4), obtenómos sucesivamente: Ar, =0, ..., 4/43, =0, 
Aras =0, Aj2,,=0, y tal como a;;, da ... 20. entonces 
A=d=4A=...=4 ,¿=0. Esto significa, que el rango rank 


(AD, AF, AO, ..., AU) =r, y que r, (A)>r. Pero el espa- 
cio V,, ongondeado: al las columnas de la matriz A, se identifica 
con el espacio de las) columnas de la matriz, que se obtiene de A, 

eliminando las últimas m —r filas nulas. Por eso, r, (4) = 
= dim V, < dim R" = r. La confrontación de las dos desigualdades 
muestra, que r, (4) = r (la desigualdad r, (4) < r también surgo 


del razonamiento evidente, de que todas las columnas de la matriz 4 
son combinaciones linoales de las columnas básicas; ejecute esto 
por su cuenta, en calidad de ejercicio). 


Por otro lado, todas las filas no nulas de la matriz A son lineal- 
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mente independientes: cualquier relación hipotética 

AA, + da Ás + e... +1,4, == (), A, € R, 
como en el caso con las columnas, da sucesivamente Aa, = 0, 
datar =0, .. ., Ap, =0, de donde A, =2%2 =... =2,=0, Así 
que P, (A) =r =r,(4). W 

3. Criterio de compatibilidad. La forma escalonada de la matriz 
A, que da respuesta a una serie de cuestiones referentes a los siste- 
mas lineales (véase el $ 3 del cap. 1), contiene elementos de arbitra- 
riedad, vinculados, por ejemplo, con la clección de las columnas 
básicas o, lo que es equivalente, con la elección de las principales 
incógnitas del sistema (2). Al mismo tiempo, del teorema 1 y de 
su demostración se extrae lo siguiente. 

COROLARJO. El número de las incógnitas principales del sistema 
lineal (2), no depende del modo con se lleve este sistema a la forma 
escalonada, y es igual a rank A, donde A es la matriz del sistema. 

Efectivamente, hemos visto que el número de incógnitas princi- 


pales es igual al número de filas no nulas de la matriz A (véase (4)), 
coincidente, como vimos, con el rango de la matriz A. El rango 
es definido por nosotros de un modo tolalmente invariante. Con 
estas palabras se expresa el hecho de que el rango de una matriz 
le sirve a ella de característica intrínseca, no dependiendo de cuales- 
quiera circunstancias accesorias. MW 

En el capítulo siguiente obtendremos un medio efectivo para 
el cálculo del rango de la matriz A, eliminando la necesidad de lle- 
varla a la forma escalonadu. Esto, indudablemente, eleva el valor 
de las afirmaciones basadas en el concepto de rango. Jín calidad de 
ejemplo sencillo pero útil, formulemos el criterio de resolución 
de un sistema lineal, acerca del cual ya se habló en el cap. 1. 

TEOREMA 2. (de Kronecker—Capelli). El sistema de ecuaciones 
lineales (2) es compatible si, y sólo si, el rango de su matriz coincide 
con el rango de la matriz ampliada (véase (4)). 

DEMOSTRACION. La compatibilidad del sistema lineal (2), expre- 
sado en la forma (1), se puede interpretar (con esto se comenzó el 
presente parágrafo) como una cuestión acerca de la presentación 
del vector-columna B de los términos independientes en forma de 
combinación lineal de los vectores-colummas 44% de la matriz A. 
Si tal presentación es posible (o sea, el sistema (2) compatible), 
entonces, BE(AWD, ..., AM) y rank (At,... AM) =- 
= rank (40, ..., AW, B), do dondo rank A =r, (4) = 
= ro ((A | B)) = rank (A | B) (véase la formulación del teorema 1). 

Por el contrario, si los rangos de las matrices A y (A | B) coínci- 
den, y ([44»), ..., AÍr) es algún sistema linealmente indepen- 
diente maximal de las columnas básicas de Ja matriz A, entonces, 
eJ sistema ampliado [AY%?, ..., Ar, B), será linealmente depen- 
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diente, y esto, por el teorema 1 (v) del $ 1, significa que B es combi- 
nación lineal de Jas columnas básicas (más aún, de todas) 4%. O sea, 
el sistema (2) es compatible. A 

EJERCICIOS 


1. Demostrar o] teorema 1, sin reducir la m X n — matriz A = (a,y) a la 
forma escalonada. (Indicación. Sean, dim Y, (4) == r, dim V, (4) = s. Ele- 
gir r filas básicas; sio limitación de comunidad se puede considerar que ellas 
son las primeras r filas Az, Az, .... Ap. Examinar la r X n-matriz acortada 


A = (41, 42, . . .. Ay), formada por las primeras r filas de la matriz A. Elegir 


en Á ¿columnas básicas, £ == dim Vo (A). Sean ellas 42, ..., A(t). Como Vo (A) 
CR”, entonces t < r. Para cuda columna A(%), k > t, es preciso hallar escala- 


t 
resAp. ..., 24 Ex, tales que AM) e 24004 ...2/41!), 0508, 417 = > App, 
1 


p= 
1<1< m. Para i < r, esto es seguramente así, puesto que se tiene la relación 


4) = A,Á Oi... AA (() para las columnes acortadas. Para i > r, utilizar 
la expresión Ay = MA, >... + Bp4, de la ¿-ésima fila por medio de las 


primeras r filas. 
t r 
¿Mi 2) Apajp= Y) by /6/p == 
1 pei pal ==1 


r 


a 
De ellas sigue que, aja = 2 pre 
lee 1 


e 
= ), pap. La dependencia lineal de columnas establecida, muestra que 
posi 


s<t, y como t=>r, entonces s<r. Examinar más adelante, la llamada 
matriz traspuesta 


Qi 423 --- Om 
( Gia 42: Am: 
G1n lan -»- Qmn 


de dimensiones n X m. Tienen lugar las igualdades r, (¿A) = ry (A), ro (A) == 
== ra (4), por eso, por lo demostrado r <s. Ayí que r = 3). 

Como en el caso de las filas, la permutación de las columnas, con núme- 
ros s y t, de la matriz A, se llama transformación olementa) (t. e.) del tipo 
(D), y la suma a la s-ésima columna, de t-ésima columna multiplicada por el 
escalar 4, — t.e. del tipo (11). Indicar la forma escalonada de la matriz A por 
rra Por medio de t.e. subre las columnas, llevar a la matriz Á (véase (4)) 
a la forma 


PS 


41 0 
dl 


Qz 


2? 
ll 
? 


0 Ó 
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3. Mostrar, que para aq 3£0, la matriz cuadrada 


0.00...0 0 a 
10 .0O0 e 
01...00V<, 


o.0 ak 0 8n-1 


0 0...0 1Ían 


Alene rango a. 
Expresar la condición de igualdad de los rangus de las dus matrices 


Ay Ur ..- Lp 
Am A O CO 
1 AS A Y Y2r --- Yn 


mediante la propicdad geométrica del conjunto de n rectas en el plano. 
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1. Matrices y aplicaciones. Scan Ri" y R” dos espacios lineales 
aritméticos de columnas de altura n y mm, respectivamente. Sea, 
luego, A = (a;)) una matriz de dimensiones m X n. Definimos la 
aplicación pa: R” — f], suponiendo para cualquier X = [x, zz, ... 
=... INTE R” 

PaA(X) = 7 AVE Z AD ÓÑÁRR  2 A 6, (1) 


donde AP, ..., AP, son columnas de la matriz A (comparar 
con (1) del $ 2). Corno ellas tienen una altura m, entonces, en el segun- 
do miembro de (1) se encuentra el vector-columna Y = [yr, Ya» --- 

- +, Ym) € R”. Explícitamente, (1) se vuelve a escribir en la forma 


n 
=Y a, xt, l=14,2,....m. 4 
Yi e y J m (15 


Si A=X'49 XX =[% +23 24% ++.» 21 +27), entonces, 
MXAX)= Y ta Y) (04 A 
ie] inet fxz1 
= Pa (9H a (17). 
Análogamente 


rR n 
Pa (AX) = 2 A ¡ADS 2 Tr ¡AO=APA(X), AER. 


Por el contrario, supongamos que q: R”Y >” es una aplica- 
ción de los conjuntos en el sentido del $ 5. del cap. 1, poseedora 
de las dos propiedades siguientes: 

(1) y (X” + X”) = 4 (X) — q (X”) para todos los X”, X" ER; 

(ii) q (AA) = 4p (X) para todos los X ER, y ER. 
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Entonces designando a las columnas básicas estándares (véase 
el punto 3 del $ 1) de los espacios R" y R”, correspondientemente 
con Jos simbolos En", ..., En” y Em, ..., EfP, aprovechamos 
las propiedades (i) y (ii), aplicándolas al vector arbitrario 


p] 
X =(2,, Lory 0.1, 22]=¿2 E? cn: 


e0=e (9 2,E2)=2 2,0 (8%). 2) 


La relación (2) muestra que la aplicación y se determina total- 
mente con sus valores, en Jos vectores-columnas básicos. Haciendo 


E (E?) nl a, ¡En = [G,j, Gajr - +.» Amy] = ADE” (3) 


descubrimos, que la p dada es equivalente a la matriz rectangular 
A = (a¡)) dada, de dimensiones m X n, con columnas AY, ... 
o. ., AC, y que las relaciones (1) y (2), de hecho, coinciden. Asi 
que se puede admitir que y = pa. 

DEFINICION. La aplicación p = 9,1: R” —R”, poseedora de las 
propiedades (i) y (ii), se llama aplicación lineal de R” en 2”. 
Frecuentemente, en especial cuando n = m, se hace referencia 
a transformaciones lineales. La matriz A se llama matriz de la aplica- 
ción lineal q 4. 

Sean pa y Par. dos aplicaciones lineales de R” a R” con las 
matrices A = (ay) y A* = (a¡;). Entonces, la igualdad y, = Qa: 
es equivalente a la coincidencia del significado p, (X) = pa: (A), 
para todos los XER". En particular, AD = qa (E) = 
= Ba (E) =40,1<j<nm, de donde aj¿ = a, y A” = 4. 

Resumimos nuestros resultados: | 

TEOREMA 1. Entre las aplicaciones lineales de R” en R” y las 
matrices de dimensiones m X n, existe una correspondencia recíproca- 
mente unívoca. 

Hay que subrayar, que no tiene sentido hablar de aplicaciones 
lincales S — 7 de los conjuntos arbitrarios S y T. Las condiciones 
(1) y (ii) presuponen que S y 7 son subespacios de los espacios lincales 
aritméticos R”, R”. 

Prestemos ntención al caso especial m = 1, cuando la aplicación 
lineal q: R” —R, generalmente denominada función lineal de n 
variablos, se da por medio de n escalares a,, Az, . . ., Gp! 

PAX) =P (Zi Za...) Tn) = 410, — 04H... + Za. (4) 
Nuestra terminología se diferencia de la adoptada en la escuela media, donde 
(en el caso de una variable 7) a la aplicación lineal la llama función z > az + ). 

Las funciones lincales (4), al igual quo las aplicaciones Jineales 
arbitrarias de R” >3” con rn y m dados, pueden sumarse y multi- 
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plicarse por escalares. De hecho, sean qa, a: R" -—>R” dos 
aplicaciones lineales. La aplicación 
Pp = APA + BO p: RO” —R” 0, PE R, 
se determina por sus valores: 
p (4) = apa (X) + Pq a (X). 
En el segundo miembro hay una combinación lineal corriente de 


vectores-columnas. 
Como 


p(X "+ Xx” = 00, (1 + Xx) + Pog(X” + X) = 
= 0 [Pa (X) + pm (XD HB loa (A) + 0139) = 
= [0pr. (X') + Boa (X Y) + [apa (XD) + Bon (X) = p (X5) + 
+ px” p (AX) = apa AX) + Boa (AX) = aa (A) + 
+ BAR y (X) = A [apa (A) + Bra (4)) — Ap (A) 


(aquí, en forma no evidente usamos las reglas JU, -— J111, del $ 1), 
entonces, q es una aplicación lineal. En virtud del teorema 1, se 
puede hablar de su matriz C: q = Qe. Para hallar C, copiemos, 
siguiendo a (3), la columna con el número ¡: : 
Ergo Cay - > 9 Emjl = CO = qe (E) = aya (E%) + Po AER) > 
= GáA0 + PB = [aa,, + Bb,,, 0tg; + Bda -- -, Almy+ ma). 
A la matriz C = (c;;) con elementos c;; = 40, + Bb;, es natural 
llamarla combinación lineal de las matrices A y B, con los coefi- 
cientes au y $: 


A Cin Bu .-. din 
EA AS + B los Ca dá = 
AR O 
ahy + Bb, , <..« Ain ES Bo,n 
5 AAA (5) 
22m; HBBms --- Ln + Bn 
Así, 
UPA + BPa= Par tbn (6) 


Especialmente con frecuencia utilizaremos el hecho, de que las 
combinaciones lineales de funciones lineales, de nuevo resultan 
IÍunciones lineales. 

Para finalizar este punto señalemos que, si las reglas JH, — JMI 
del $ 1 para los espacios lineales se copian reemplazando en todas 
partes a los vectores-filas X, Y, Z, por matrices de «dimensiones 
m Xn entonces, en correspondencia con las relaciones determinan- 
tes (5), se obtendrán las reglas sÍM, — JiMy, que dan fundamento 
para hablar sobre un espacio lineal de matrices de dimensiones mXn. 
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Si se desea, éste puede considerarse como una escritura compacta 
del espacio lineal R”” de filas de largo mn (filas divididas en seg- 
mentos de largo r, dispuestas unas sobre otras). 

2. Rroducto de matrices. Las relaciones (5) y (6) oxpresan coordi- 
nación de las operaciones de suma y multiplicación por escalares, 
en Jos conjuntos de matrices de dimensiones m X n y de aplicaciones 
de 3? >R”. En el coso de conjuntos arbitrarios se tiene otro 
concepto importante de producto (composición) de aplicaciones 
(véase el punto 2, $ 5, del cap. 1). Essensato esperar que la composi- 
ción de dos aplicaciones lineales deba de expresarse de algún modo 
concordante en términos de matrices. Veamos como se hace esto. 

Sean Qpn: RR” a: RR” dos aplicaciones lineales, 
Y Pc = Pa 0 Pag Su composición: 


p” Pe a mn 
A % 
R* 


Hablando en general, nos será necesario probar previamente que 


PY = GA 0 2 es una aplicación lineal, pero esto es suficientemente 
claro: 


(1) pH X= qa (9a(X + XD) = a (pp (A) + 
+0 (X) = pa (ga (X) + qa (00 (X")) =P) EA): 
(ii) p (AX) = Pa (Pr MX) = Pa (4 n (X)) = Aga (0 (A) = 
= 1% (X); por eso, por el teorema 1, con q se asocia una matriz € 
completamente determinada. 


La operación con aplicaciones en de columnas en cadena 
Ya 
[Z,, ...y Ta] — (Yi, e... Ys) 2 [2z,, .. » Bm) 


la escribimos explícitamente, de acuerdo a la fórmula (1') 


3 n n 3 
z= aiYa= Y a bj 2 (2 ajab Tr. 
2 ¡nY a e, má, Hjt; 2, a ih 7) J 
Por otra parte 
2 Cip L; i=1, 2, ...y m. 


Comparando las expresiones obtenidas, y recordando que z;, (¡| = 


=41,2,..., n) son números reales arbitrarios, llegamos a las 
relaciones 


8 
y= 2D) Eubip 1<Si<m, 1<j<n. (7) 
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Diremos, que la matriz C = (c;,) se obtiene como resultado de 
multiplicar la matriz A por la matriz B. Es admitido escribir 


C == AB. 


De este modo, se denomina producto de la matriz rectangular (a¿,), 
de dimensiones m X s, por la matriz rectangular (5, y), de dimensiones 
sXxn, a la matriz rectangular (c¿,), de dimensiones m X n, con 
elementos c;,, dados por la relación (7). Hemos demostrado el 

TEOREMA 2 El producto GAP A de dos aplicaciones lineales con 
matrices A y B, es una aplicación lineal con matriz € = AB. En 
otras palabras, 


PaPa=Pas: | (8) 


La relación (8) es un suplemento natural de la (6). 

Nos podemos olvidar de las aplicaciones lineales, y hallar el 
producto AB de dos matrices arbitrarias A, B, teniendo en cuenta, 
sin embargo, que el símbolo AB tiene sentido sólo en el caso cuando 
el número de columnas de la matriz A, coincide con el número de filas 
de la matriz B. Precisamente con esta condición funciona la regla (7) 
de «multiplicación de la ¿-ésima fila A,; por la f-ésima columna BU», 
de acuerdo a la cual 


Cy = (As, AL Q:i,) lb, .. ., bs) = A, BO. (9) 

El número de filas de la matriz Ab, es igual al número de filas de lo 

matriz A, y el número de columnas, igual al número de columnas de la 

matriz B. En particular, el producto de matrices cuadradas de un 

mismo orden siempre es determinado, pero, aún en este caso, hablan- 

do en general, AB + BA, como lo muestra, aunque más no sea, 
0 0 0 0 | 


el siguiente ejemplo: 
23 2h 210011: 
"lo o +, 0 =| lo 0 


1 0 0 0 
0 0 1.0 

El producto de matrices, por supuesto, se podría haber introdu- 
cido de muchos otros modos (multiplicar, por ejemplo, filas por 
filas), pero ninguno de estos modos es comparable, por su importan- 
cia, con el examinado más arriba. Esto se entiende, por cuanto 
nosotros llegamos al mismo por medio del estudio de la composición 
natural (superposición) de aplicaciones y el propio concepto de 
aplicación es uno de los más fundamentales en las matemáticas. 

COROLARIO. La multiplicación de matrices es asociativa: 


A (BC) = (AB) C. 


Efectivamente, el producto de matrices corresponde al producto 
de aplicaciones lineales (teorema 2 y relación (8)), y según el teore- 
ma 1 del $ 5 del cap. 1, el producto de cualesquiera aplicaciones es 
asociativo. A este mismo resultado se purde llegar por cl camino 
del cálculo, utilizando directamente la relación (7). [PP 


0.0 
1.0 
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3. Matrices cuadradas. Sea M,, (R) (o 3Mf,) el conjunto de todas. 
La forma escalonada de la matriz las matrices cuadradas (a,y), de 
orden rn, con coeficientes reales aj. 

A la transformación unitaria ep": RP?” —R", que traslada cada 
columna X ER” en sí misma, le corresponde, evidentemente, la 
matriz unidad 


1 0..0 
- 20 DIO 
0-0 sui 
Se puede escribir E = (6,,), donde 


1, si k= Í, 
61, = | . E 
0, si kXéj, 
es el símbolo de Kronecker. La regla (7) de multiplicación de matri- 
ces, en la cual hay que sustituir a b,, por 0x,, muestra que es justa 
la relación 
EA =A =AE£. VÁ E M, (R). (10) 


Las relaciones matriciales (10), obtenidas por el camino del cálculo, 
surgen, por supuesto, de las relaciones ep = y = «e para la aplica- 
ción arbitraria q (véase el punto 2 del $ 5 del cap. 1), si se aprovechan 
el teorema 1 y la igualdad (8) con 44 = Q. Es = YE = €. 

Como sabemos (véase (5)), las matrices de M, (R) se pueden 
multiplicar por un número, interpretando como AA la matriz (Aa,,), 
donde A = (a;,). 

Pero la multiplicación por un oscalar (número) se reduce a la 
multiplicación de las matrices: 


AMA = diag, (2)-A = A diag, (A), (11) 
donde 
A 
diag, (A) =4A£ = e de 
00...A 


es la matriz escalar conocida por nogotros (véase el $ 4 del cap. 1). 
En la igualdad (11) se refleja el hecho, fácilmente comprobable, 

de permutación de la diag, (A) con cualquier matriz A. Muy impor- 

tante para sus aplicaciones, resulta su siguiente tratamiento. 

TEOREMa 2. (óna matriz de M,,, permutable con todas las mutrices 
en Ma, deberá ser escalar. 

DEMOSTRACION. Introducimos la matriz E;,, donde, en la inter- 
sección de la ¿-ésima fila con la )-ésima columna está el 4, y los 
restantes elementos son nulos. Si Z = (z¿;) es la matriz de la que 
se habla en el teorema, entonces, ella es permutable, particularmen - 
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te, con todas las £y): 
ZE, = E, 2, Í, j = y 2, ...y AR. 


Multiplicando ambos miembros de esta ignaldad, obtenemos las 
metrices 


IA O Y, 00 ...0 

0 Ei Ol dl... ...- 

E A y 24 2 - Lin (i) 

0 Lt A E A 
(7) 0.0 0 


con la única f-ésima columna no nula y. correspundientemente, 
con la única ¿-ésima fila no nula. La comparación entre ambas 
inmediatamente conlleva a las relaciones 2a4 = O para k $1 y 
244 = 25, Intercambiando í y j, obtenemos lo requerido. 

Notemos también las relaciones 14 (4B) = (14) B_ = A (Ab), 
que se deducen inmediatamente según la definición de multiplica- 
ción de matrices por escalares o, si se quiere, aplicando las relacio- 
nes (11) y mediante la propiedad asociativa de la multiplicación 
de matrices. 

Para la matriz dada A € Af, (R) se puede hacer la prueba 
de hallar tal matriz B € M, (R), que se cumpla la condición 


AB = E = BA. (12) 


Si la matriz B existe, entonces, a la condición (12), en términos do 
transformaciones lineales, le responde Ja condición 


Par == PsPa> (12%) 


que significa que a = q4 es una transformación inversa a Ga: 
De acuerdo al teorema 2 del $ 5 del cap. 1, qa! existe si, y sólo si, 
pa es una transformación biyectiva. Además, la qx está determi- 
nada unívocamente. Como q, (0) = 0, entonces, la biyectividad 
de la q, significa, en particular, que 


X%0, XER=>0,(1)%0. (13) 


Sea ahora q, alguna transformación lineal biyectiva de R” 
en ff”. La transformación invorsa a ella, qa", existe, pero, hablando 
en general, no está claro si es o no lineal. A fin de convencersede la 
linealidad de q 1, introducimos Jos vectores-columnas 


X = 9 (X 4 X5—0% (X) — oq (X2, 
Y = QA (AY*) — Api! (Y”) 
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y aplicamos a ambos miembros do estas igualdades la transforma- 
ción pa. En virtud de su linealidad obtenemos 


Pa (X) = Pa (qa (+ XD) — Da (qa (XD) — ea (ya (17), 
Pa (Y) = Pa (qa (AY) — Aga (va (Y). 
Como PAPA = €, entonces 
PaA(A) =e (X + X5) —e (Xx) —e(X”) =0, 
Pa (Y) = e AY”) —2e (Y”) =0, 
de donde, cn correspondencia con la implicación (13), hallamos que 
X, Y, son vectores nulos. De este modo, se cumplen las condiciones 
(1) y (ii) del punto 1, que definen a las aplicaciones lineuJes. Tenemos 
PA = Qn, donde B es una matriz cualquiera. Copiando la condi- 
ción (12%) en forma pa n= fg = Ona [véase (8)) y de nuevo emplean- 
do el teorema 4, llegamos a las igualdades (12). 

Así, la matriz, inversa a A € Ma (R), precisamente existe, entonces, 
cuando la transformación qa: R” — R” es biyectiva. Además, la 
transformación q4' es lineal. La biyección de q, es equivalente a la 
condición de que cualquier vector-colinmna Y € RR” se escribe univo- 
camente en forma (1) 


Y =q. (X) > AO EZ ABR. CHA, 


donde AD, A(B, ,.., APP, som columnas de la matriz A (la 
sobreyectividad de q, lleva a la existencia de X, para el cual Y = 
= PaA(AX), y la inyectividad de q, mucstra la unicidad de AX: 
si Y =Qa (X) =QaA (X”), entonces, py (X” — X) = pa (YX) — 
— Pa (X”) =0, de donde, de acuerdo a (12), X” — X” = 0). Esto 
significa que el R” coincide con el espacio de las columnas V, (A) = 
= (AD, ..., AC) de la matriz A, así que el rank A = dim R” = 
= Rh, 

Si existe Ja matriz inversa de A, entonces, de acuerdo con lo 
expresado arriba, es única. Se acostumbra designarla con el sím- 
bolo 47. En tal caso (véase (12”)) 


PA = Par (14) 
La matriz cuadrada A, para la cual existe matriz inversa A7!, se 
denomina no degenerada (o no singular)*. También se llama no dege- 
nerada Ja correspondiente translormación lineal p,. En caso contra- 
rio, la matriz A y Ja transformación lineal (q, se llaman degeneradas 
(v singulares). 
Resumimos lus resujtados que hemos obtenido. 
TEOREMA 4. La matriz cuadrada A, de orden n, es no degenerada 
si, y sólo si, su rango es igual a n. La transformación pa, inversa de 
Pas €S lineal y está dada por la igualdad (14). MM 


*) También se llama matriz no regular. (Nota del T.) 
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COROLARIO. La no degeneración de pa lleva a la no degeneración 
de pa, y (A73)71 =A4.Si,A, B,... C, D son matrices no degene- 
radas de n X n dimensiones, entonces, el productu AB... CD tam- 
bién es no degenerado y (AB... CD)! = PC"... Bu1471. 

Para demostrarlo es suficiente fundarse bien en el corolario deb 
teorema 2 del $ 5 del cap. 1, o bien en la simetría de la condición: 
AA“? =E=A7M4. a 


La fórmula explícita para A“? la mostraremos en el cap. 3. Ahora sola- 
mente advertimos que el cálculo efectivo de A *! para la matriz A con coeficientes 
numéricos, o el cálculo del producto de dos matrices, aunque sea por el método 
indicado al final de este capítulo, habitualmente roquicre el cumplimiento de 
un gran númoro de operaciones. En la práctica nos encontramos con matrices. 
de orden n == 100 o más. Si A y B son matrices tales, entonces, para el cálculo 
de C = AB, es necesario hallar n? elementos c¿¿ de acuerdo con la fórmula (7) 
16 (9)), lo que, en cada caso, requiere 2n — 4 multiplicaciones y sumas do núme- 
ros. En total es necesario realizar (2n — 1) n* operaciones, o sea, cerca de dos 
millones de operaciones cuando n == 100. Para las computadoras modernas esta 
tarea es relativamente fácil, pero las dificultades reales aparecen, si se requiero 
hallar la potencia A” de la matriz A con exponente m > 1000. Aqui por defi- 
nición AP = AAT-=1, de hecho A” = ARAM=k, 0 < k Em, eS consecuencia 
fácil de la asociatividad (véase el corolario del teorema 2), como esto será mostra- 
do en el capítulo 4 en un contexto más amplio. Para calcular A" se utilizan 
distintos procedimientos complementarios, basados en la especificidad de la 
matriz A, o bien tomados del cureo de álgebra lineal. En calidad de ilustración 
examinemos tres ejemplos. 


EJEMPLO 1. Si 
Ar ... Ó 
A=diag (a, ..., Epjes ; 
0 .... Cn > 
entonces, evidentemente, 
ar... 0 
Amadiag (ar, ..., afjml ...... 
0 añ 
EJEMPLO 2. Sea 
a e 
A= 
O bil” 
Entonces la inducción sobre m muestra que, 
qm 4mM-— ym 
AM= a —b . 
0 ym 
a aa ym 
donde —= == 04M e.. + apm-242mM-1, En particular, cos 


a«=b, tenemos 


am marie | 
0 ar 
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EJEMPLO 3. Por indicación sobre m no es difícil convencerse de que, la 
m-ésima potencia de la matriz 
o 1 
Á 
=| 4 


Ima fm 
AM a 
Im  Ime 


tiene la forma 
(15) 


«donde los números enteros f. = 0, f, 41, f.= 1, fy = 2, -.. se determinan 

mediaute relaciones recurrentes fm+1 = fm + fm... Estos no son otra cosa 

que los números de Fibonacci (véase el ejemplo 2) al final del $ 3 del cap. 1). 
Introducimos la matriz 


Sa a, o 


) 5 
=V5m V5 
con determinante 1 (véase el $ 4 del cap. 1), donde 


1 5 1—V5 
E A 2, 


B= 


Un pequeño cálculo muestra que, 
1 
Ya E m0 


Be= y ap | 
Vód — 9d 


|. 


Pero, si tres malricos cualesquiera A, B, C, de dimensiones n X na, do las 
cuales B es no degenerada, están vinculadas por la relación A == B-!CB, entonces 
AM o BACB-BACB-BACB ... BACB = BACMB 
(los multiplicadores interiores BB-*, sustituidos por £ se «redujeron»). En 

nuestro caso, teniendo en cuenta el ejemplo 1 y la relación (15), tenemos 


tm Im E úl 
== 4MZ Bl B= 
| Im  Íma 0 4, 
re 1 
Vis ——— 
pl ll 
0 A V3ts 2 0 An 
A qm 
r m A 
7 | E os 
= m+1 en 00 | ; 
yaaa A YM Y5 * » 


) 


(con estrellitas están indicados los términos que no nos interesan). 

Camparando los cocficiontes de las matrices del primer y del undo 
Peer de esta igualdad, obtenemos, para el número de Fibonacci de orden m, 
el valor 


2 2 


a E (( 1+V5 le 1t-V5 EN 
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Vemos, que tm —7g MO para m grandes (progresión geométrica), por 


cuanto lim (48) =o 
Hemos obtenido relativamente muchas reglas de operación con 
matrices cuadradas de orden n. Se tienen en cuenta las reglas JIM, — 
— JIM, (véase la observación al final del punto 1), la propiedad 
asociativa (corolario del teorema 2), (10) y el teorema 4. Prestemos 
de nuevo atención a Jas llamadas leyes distributivas: 
(4A4+ BC =ACH+BC, C(A+B)=CA+CB, (16) 
donde A, B, C, son matrices arbitrarias de Af, (R). 
Efectivamente, suponiendo que A = (a;y), B == (by), € = (ci), 
obtenemos para cualesquiera i, j=1,..., n, una igualdad (se 
utiliza la distributividad en RI): 


n n n 
2 (27h +01) Ca) = 2 GirCaj 2 DinCajo 


de cuyo primer miembro resulta el elemento g;, de la matriz (A + B) C 
y de cuyo segundo miembro se tienen los elementos R;; y hi¿ de las 
matrices AC y BC, respectivamente. La segunda ley distributiva (16) 
se comprueba en forma totalmente análoga. La necesidad de ello 
está fundida por la no conmutatividad del producto en M, (R). 
Las leyes distributivas 


(p + P)58 = q + PE, 5 lo +) = E + Ep (16) 


para las transformaciones lineales q, p, E, de R” en R” se pueden 
no demostrar, haciendo hincapié en la correspondencia entre apli- 
caciones y matrices, pero se puede, a su vez, deducir (16) de (16”), 


por cuanto en el caso de las aplicaciones el razonamiento es lo mismo 
de fácil: 


(o +05) 00 (0) EX) = 9 6X) + E) 
= (98) (X) + (45) (X) = (ol +48) (X), X ER". 


EJERGICIOS 


í. Dadas las aplicaciones 

a) [Z1, Za »... Znl=b(In, +... Za9 21); 

bh) [Z1, 230 ++» 2n]>[21, 24, ..., 27); 

C) [Lip Zgo ->-e Tn]> [Tio 21H 2p0 +.) 2122 +. Tn). 
¿Cuáles de ellas son lineales? 

2. Verificar que 


a db 1 
molle amaron 


d ei 
—0 all” 


686-0392 
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En particular, ad—becas 1 => a=| a e . ¿Existe o no A”2 cuando 


ad — be = 0? 
3. Demostrar, que para cualquier matriz 


dá Ñ b | 
ce d 
se cumple la relación 
A3= (a + d A — (ad — be) E 
(en otras parabras, que A es «raíz» de la ecuación cuadrada z?*-— (a + d) z4- 
+ (ad — be) = 0 


4. Con ad — de s* 0 emplear la relación del ejercicio 3 para obtener la 
matriz inversa A”!. 


$. Demostrar que 


m (m — 1) 


la cm it ma 5 ab+ me 
01d = o 4d mb » 
001 0.0 5 
lace 
Hallar para ||0 1 5]f la matriz inverso. 
0014 
6. Verificar que 
o —41y3 
Il, =: == 
7. Demostrar que, si 
ja bjjm a h( 
lo ¿ == 0, entonces A ¿| =0. 


8. En las aplicaciones prácticas un papel destacado juegan las matrices 
de Márkoo (o estocásticas): 


rn 
P=(piy py >0, y Pm J=1,2, »o.y N- 
fu 


Las aplicaciones lineales pn asociadas con las matrices de Márkov, habitual- 
mente se emplean para vectores-columnas especiales, los llamados probabilisti- 
cos (o de probabilidades) 


MJ 
X=[zx,, O-.. Zn), z>0, >, z=>1. 
ta1 


La concordancia de estas dofiniciones, dictadas por problemas científico-natu- 
rales, so aprocia en las siguientes afirmaciones, Jas cuales es necesario demostrar 
aunque sólo sea para n= 2. 

a) La matriz P € M,, (R) es matriz de Márkov, propiamonte dicha, siempre 
cuando junto con cualquier vector probabilístico X, el vector PX también 
resulta probabilístico (aquí PX == p, (X)), 
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b) Si P es una matriz de Márkov positiva (py > 0. Vi, J), entonces, 
a cualquier vector probabilístico X le respoude un vector positivo probabibistico 
PX (todos sus componentes son necasnte mayores que cero). 

c) Si P y O son matrices de Márkov, entonces, también la matriz PQ será 
de Márkov. Esto significa, en particular, que cualquier potencia PA de esta 
matriz también es matriz de Márkov. 


$ 4. ESPACIO DE SOLUCIONES 


1. Soluciones de un sistema lineal homogéneo. De las observacio- 
nes incorporadas a principios de los $$ 2 y 3 se deduce que el siste- 
ma de ecuaciones lineales con matriz A de dimensiones m X n 
y columna B € R”, puede ser indicado sintéticamente en la forma 


AX =B (1) 


(en el primer miembro se tiene e) producto de matrices de dimensiones 
mxXnynX dt). 

Imaginándoso por un momento que m = hn y que la matriz 
cuadrada A, de orden n, no es degenerada (véase punto 3 del $ 3), 
obtenemos una solución, además única, del sistema (1%), multipli- 
cando ambos miembros de la relación matricial, a la izquierda, por 
A“l: X =EX = (A714) X = A“ (4X) = A7*B. Esta cómoda es- 
critura simbólica de la solución del sistema cuadrado determinado, 
no nos libera de Jos cálculos, por cuanto la matriz A71 no nos es 
previamente dada. Pero no nos privaremos de la satisfacción de 
observar, que el aparato matricial desarrollado en el $ 3, brinda, 
por lo menos, un placer estético. Utilicémoslo ahora para apreciar 
todas las soluciones del sistema (1). Con este fin, cxaminemos en 
principio el sistema homogéneo asociado, cuando B = [0, 0, ..., 0) = 


Se llama núcleo de la aplicación lineal p,: R” > R” al conjunto 
Ker pa = [X ER” | pa (X) = 0) 
(Ker del inglés kernel). En otras palabras, Ker p, es el conjunto 
de las soluciones del sistema homogéneo con matriz A. De hecho, 
Ker p, es un subespacio en R” (denominado espacio de soluciones 
del sistema lineal homogéneo), lo que ya se señaló al principio del 
$ 1 y que fácilmente sigue de la linealidad de la aplicación pa: 
X', X" € Ker pa > Pa (aX” + BX” = 
= Ga (X) + PBpa (4) =0> aX” + BX” € Kor Qao 
A su vez, la imagen Im q, de la aplicación y, es un subespacio en 
RP: si BP” = qa (X), BP” = pa, (A) € Img,, entonces y 


aB" + BB" = apa (X") + Pra (X5) = qa (aX” + BX”) E Im pa. 
yo 
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La compatibilidad del sistema (1) es equivalente a que B€ Im p,. 


Sean 
s = dim Kerqa4, r=dimIm qa 


las dimensiones de los espacios Ker p, e Im p,. De la definición 
de dimensión en el $ 1 se deduce, ques < n, r < m, Al mismo tiem- 
po r<n, puesto que cualquier sistema linealmente independiente 
PA(XW), .... pr (UM) en Im q, se puede obtener sólo a partir 
del sistema lineal independiente XW, ..., X* en r”. Una infor- 
mación más exacta la da el 

TEOREMA 1. Tiene lugar la igualdad r + s == n. Luego, el número 
r = dim Im q, coincide con el rango de la matriz A (y por esta causa r 
se llama rango de la aplicación lineal y a). 

DEMOSTRACION. Elegimos la base XP, ..., X(% del subespacio Ker 
Pa SR” y completamos al mismo hasta la baso XV, ..., X, 
XCD, ..., X( de todo el espacio [R”. Esto siempre se puede 
hacer, como lo indica la demostración del teorema 2 del $ 1 (y el 
ejercicio 5 del $ 1). Para cualquier vector X = y aX E RA” tene- 

8 


mos 
mn 
Pa (4) = >] %i Pa (XM)= Pa (ACI). pa (AO), 


tal que 1m o, =(9a(X0'*D) .... pa(A') y rs<n—s. Los 
vectores pa (X+19), ..., pa (A) son linealmente independientes, 
por cuanto de 0= 2 apr(XM)=pr(l Y aX) sigue, que 
A>31+1 k>s+1 
192 a, X0M E Kerqa. y esto, en virtud de la elección X('*,..., X0» 
s+1 


sólo es posible cuando G,4+, => ... =0G%n =0. O sea, r =n —s, 

Luego, por definición de q, para X =lx,, ..., z,] tenemos 

Sa (X) =24A0 +... +24, 0 sea, lm pa, = (4%, ..., AM), 
ero la dimensión de la envoltura lineal (40%, ..., 4(%) de las 

columnas de la matriz A, precisamente es el rank A. 

Un caso particular del teorema 1 ya nos es conocido: si Á es 
una matriz cuadrada no degenerada de orden n, entonces Á y Qa 
tienen un rango máximo posible n. 

A fin de hallar la base del espacio de soluciones del sistema lineal 
homogéneo AX =Ú de rango r, clegimos en A r columnas básicas 
(el modo práctico de elección se indica en el siguiente capítulo). 
Con una permutación de columnas o, lo que es equivalente, con un 
cambio en la numeración de las variables, se puede conseguir que 
las columnas básicas sean las r primeras AV), ..., A(”. Cualquier 
sistoma de r — 1 columnas A, ,.., A, ACV, k > r, será lineal- 
mente dependiente y basándose en el teorema 1 (v) dol $ 1, se puede 
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representar el sistema por medio de las relaciones: 
TIPA GAAL + IMAN +A =0, 
k=r+4,r+23,..., R. 
Los vectores-columnas 
X0=(2+P, ¿840 .,,, +9 4,0,..., 0), 
XA A O de... 0l, (2) 


xen=AÍ", 7 ..., 27, 0,0, ..-, 1] 


en cantidad de n — r son, evidentemente, linealmente independientes 
(a causa de la forma especial de sus últimos rn — r componentes) 
y como soluciones del sistema (1) conformarán, por el teorema 1, 
la base del espacio Ker q, de todas ellas. 

Cualquier base del espacio de soluciones del sistema lineal homo- 
géneo AX = 0 de rango r, se llama sistena fundamental de soluciones. 
Al sistema (2) también lo llaman sistema fundamental normal. 
De acuerdo al corolario del teorema 1 del $2, su rango s=dim Im p, = 
=mn-—r, es igual al número de incógnitas independientes del 
sistema lineal. o 

Un cierto sentido «geométrico» de los sistemas de ecuaciones 
lineales descubre la siguiente afirmación (que en adelante, no nos 
será necesario). 

TEOREMA 2. Zodo subespacio V CR” de dimensión s, es el espacio 
de soluciones de algún sistema lineal homogéneo de rango r = n — 8. 

DEMOSTRACION. Sea V = (40V, ..., A(”). Al igual que en la 
demostración del teorema 1, completamos el sistema lineal inde- 
pendiente A, ..., A( hasta la base AM, ..., A, ACM, 

. .y AY de todo el espacio R”. Cualquier vector-columna X = 
=Í[x,, ..., 2] € R” se escribe univocamente en forma 


nn 
X= Y 240 m AX", (3) 
Iua1 
donde A es una matriz cuadrada de orden r, compuesta por las 
columnas AW, y X' =Í2x/, %, . - ., %n). Como las columnas 
AM, ..., A”, son linealmente independientes, entonces rank 
Á = n y, según el teorema 4 del $ 3, existe la matriz A7* == (£,,) 
inversa de A. Tenemos 


. a n 
[Zis --., a] = AX =LZ 2,¡Ty, .. 2 Qny74). 


El corolario del teorema 4 del $ 3 muestra, que rank A-1= n, 
por eso, cualesquiera r filas suyas son lineaJ]mente independientes. 
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Por consiguiente, ol sistema homogéneo 


n 
a, 221 =0, k=s+i, 
liene rango r = n —s. Pero el conjunto de soluciones de este siste- 
ma está compuesto, precisamente, por los vectores-columnas XxX 
del tipo (3), para los cuales 2,+1 =0, ..., zh =0, o sea, exacta- 
mente, por los vectores del subespacio V. 

2. Multiformidades lincales. Soluciones de un sistema no homogé- 
neo. Sean V un subespacio en R”, y X” un vector perteneciente 
a R”. El conjunto 


Vx =(X+4X|XEV)=X "+ V 


se llama multiformidad lineal tipo V y de dimensiones dim V. La 
figura geométrica 


ilustra esto, en general, en una forma clara: V + X?” es el espacio V 
trasladado. (desplazado) a la magnitud del vector X”. El subespacio V 
en R" también es una multiformidad Jineal, que responde al despla- 
zamiento cuando el vector X” =0. Dos multiformidades lineales 
de tipo Y coinciden oxactamente sólo, cuando se obtienen de V 
al ser desplazadas a una magnitud de los vectores X”, X” tales que 
XxX" —X"E V (a prueba de esta afirmación se le deja al lector). 

En particular, si X” es un vector arbitrario de la multiformidad 
lineal V + X”, ontonces, V + X” coincide con V + X”. 

Sean, por ejemplo, V = (EV, EM, EM) = R*, X” =10, 0, 
1, 1, 0), = [0, 0, 0, 1, 0). Entonces 


do Xx =VY+X' o= ([Iz, y, z, 1, 0] [2, y, € R). 


Nos dirigimos a un sistema no homogéneo de ecuaciones linea- 
les (1). Supongamos, que el sistema (1) es compatible, o sea (según 
el teorema 2 del $ 2), los rangos de las matrices A y (4 | B) coinci- 
den. Sea X? = lz;, ..., tal una solución cualquiera dada de este 
sistema, tal que pa (X”) = B. Si X” es cualquier otra solución 
del sistema (1), entonces, pa (X” — X” = Pa, (X) — pa (4) = 
=PB—B=0. O sea, la diferencia X” = X” — X”, entre dos 
soluciones del sistema no homogéneo (1), e es solución del 
sistema homogéneo correspondiente y X” = X” +4 X”. Por otra 
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parte, si pa (4) = 0, entonces 
Pa(X + X%) = Qa (4) + qa (45) =04 B =B. 
De esta manera, es cierta la siguiente afirmación. 

TEOREMA 3. Las soluciones de un sistema lineal no homogéneo 
compatible, llenan la multiformidad lineal del tipo V, donde Y = 
== Koer y, es el subespacio lineal de soluciones del sistema homogéneo 
correspondiente. 

3. Rango del producto de matrices. La operación de multiplica- 
ción de T ... OY aplicaciones convencionalmente se puede repre- 
sentar por medio del diagrama 


Y 


Y 


AS 
e 


e 
o 
e. 
e 


PARRA ADE 
que aclara, en el caso de aplicaciones lineales de espacios lineales, 
la implicación 
py (U) <p (F) > rank qy < rank q. 
Luego, la base del espacio y (U) se representa (como aplicación) 
en la base del espacio py (U), de donde 
rank yy < rank y. 
O sea, 

rank qy < min frank q, rank y). (4) 
Pero, rank q, = Tank 4, y rank AB = rank fap =5anmk AP a» 
por eso, la desigualdad (4) lleva a la siguiente afirmación útil. 

TEOREMA £ El rango del producto de matrices no es superior al 
rango de cada uno de los factores: 

rank AB < min (rank A, rank 3). Y (41) 

COROLARIO 1. SiB y C son matrices cuadradas no degeneradas de 
órdenes m y n, respectivamente, y Á es una matriz arbitraria m Xx n, 
entonces 

rank BAC = rank A. 

DEMOSTRACION. Por el teorema 4 tenemos rank BAC < rank 
BA = rank BA (CC”*) = rank (BAC) C7* < rank BAC, de donde 
rank BAC == rank BA. Análogamente se establece Ja igualdad rank 
BA == rank A. | 
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COROLARIO 2. La matriz cuadrada A de orden n, que tiene matriz 
inversa a la izquierda o a la derecha, no es degenerada. 

DEMOSTRACION. Supongamos que AB = E, para alguna matriz B 
de orden n. Como el rank E = n, entonces, la desigualdad (4”) 
se vuelve a escribir en forma n < min frank A, rank B), de donde 
se deduce, que rank A = rank B = n. Pero esta condición es equi- 
valente a la no degeneración de A y B (véase el teorema 4 del $ 3). 
Análogamento, se establece la no degeneración de A en el caso 
cuando existe la matriz C, para la cual CA =£. 

De acuerdo con el corolario 2, la transformación lineal p,: R” => 
—> R”, invertiblo a la derecha y a la izquierda, tiene inversa de 
ambos lados, lo que atestigua la diferencia radical que existe entre 
las transformaciones lineales y las aplicaciones generales de conjun- 
tos (véase el ejercicio 2 del $ 5 del cap. 1). 

4. Clases de matrices equivalentes. Al igual que en el punto 3 
del $ 3, designemos por medio de £,, a la matriz de dimensiones 
in X m, en la cua) en la intersección de la s-ésima fila con la t-ésima 
columna está el 1, y los restantes elementos son nulos (estas matrices 
a veces las llaman matrices unidades). 

Introducimos luego en M,, (R) las denominadas matrices ele- 
mentales: 


(1) Fo, ¿=E-Er—Eut+Ea+ Es => 
1 


(DP, (Q)=E+MEn=l ...1 A. ll, set; 
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ID F.M=E£+ (4-4) E,,=diag (1, -.-, 1,4 1, ... 1, 
A 70. 


Sea A una matriz arbitraria m X n. Entonces, inmediatamente 
se comprueba, que la matriz A? = FA se obtiene de A por medio 
de una transformación elemental (t. Pe sobre las filas, del tipo (1) 
o (11) dependiendo de si será F =F,,oF =F,, (a). En el caso 
cuando P = F, (A), hablaremos de t.e. del tipo (111) ea 
ción de la s-ésima fila de A, por 4). Análogamente, la matriz A” 
= AF se obtiene de Á por medio de t.e. de columnas. Ya sabemos, 
del punto 2 del $ 2 y del ejercicio 2 del $ 2, que las t.e. de tipos (1) 
y (II), efectuadas sobre las filas y columnas de la matriz A, conlle- 
van a ésta a una forma diagonal. Puesto que 


a; 1 
a 1 0 


a [=F.(0)Pa (az) ... Fr (07) 


0 20 0 0 
entonces, incorporando una t.e. del tipo (111), brinda la posibilidad 
de obtoner de A una matriz de la forma 


E, 0 , 


(aquí los ceros significan matrices de dimensiones r X (n — r), 
(m—r) xr y (m—r) Xx (n — r)). De este modo, 


E, 
PP 0 PrAQ/0s +++ Qu=| 


0 o! > (6) 
donde P;, (correspondientemente Q;) es una matriz clemental de 
orden m (correspondientemente n). Varias veces se señaló que las 


operaciones elementales son invertibles. Esto concuerda con la 
existencia de las matrices inversas 


(Py y) => Pos» Pos (A)7* + Ps (—A), F, (A)7? == F, (72), 


En correspondencia con el corolario del teorema 4 del $ 3, las matri- 
ces P=PPiij ... Py y Q=Q1(% ..- Q, también son inverti- 
bles: P7* =P?" ... PL y4P;', Q7* = Or. - Q7'Q;'. Hagamos no- 
tar, que P;x', O a “son matrices elementales. 

Dos matrices A, B de dimensiones m X n, se llaman equivalentes 
y se escriben A — B, si se hallan matrices no degeneradas, de orden 
m y nr, correspondientemente tales, que B = PAQ. 
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Como es fácil comprender, — es relación de equivalencia: (i) A — 
ww A(P=En, Q =E,), (1i)4 —B=>B-A, por cuanto B= 
= PAQ > A = P-BQ! (iii) B =P'AQ',C =P"BQ">C =PAQ, 
donde P = P*P", Q = Q*Q”. De acuerdo con los principios generales 
(véase el $ 6 del cap. 1), el conjunto de todas las m Xx n matrices 
se parte en relación de equivalencia — en clases disjuntas de matri- 
ces equivalentes. Como los rangos de las matrices equivalentes son 
iguales (véase el corolario 1 del teorema 4), entonces, el razona- 
miento que nos llevó a la igualdad (6), muestra que, en calidad de 
representantes de Jas clases, se pueden tomar matrices (5). Obtenemos 
la siguiente afirmación. 

TEOREMa 5 £l conjunto de matrices de dimensiones m X n se 
parte en P = min (m, n) + 1 clases de equivalencias. Todas las 
pont P rango r van a parar a una clase con los representantes 

). 

COROLARIO Toda matriz n X n no degenerada, se escribe en forma 
de producto de matrices elementales. 

Efectivamente, todas las matrices no degeneradas de orden n 
pertenecen a una clase con representantes que son matrices unidades, 
por cuanto sus rangos son iguales a n. La relación (6) 


PP. ABS P,AQ/Q, e... Q; —m E, 
vuelta a escribir en forma 
SPP PARDO? 070", (7) 


brinda la afirmación necesaria. | 

No se afirma que Ja escritura de A en forma de producto de 
matrices elementales es única, pero, el sólo hecho que exista tal 
escritura es sumamente útil. En particular, se puede utilizar en la 
búsqueda de la matriz inversa. De hecho, de (7) hallamos: 


A?*=0Q0, ... QOPPo, e... P, = QP. 


Puesto que, a cada una de las matrices P¿, Q,, le corresponde una 
transformación elemental, entonces, la cadena de transformaciones 


EA —>P, PA =>... >P,... PP, |P,... 
c.. PA=>P,... PL12,... P,AQ,1Q, >... 
. >—P,...PLIP,... PAAQ, ---Qr1 101... Q; 


es realmente factible, aunque el número s + £ de todas las trans- 
formaciones puede ser grande. Los productos que nos interesan 
están separados por trazos ondulados para recordar que son los resul- 
tados de las transformaciones elementales sobre las filas (en la 
parte izquierda) y sobee las columnus a la parte derecha) de la 
matriz unidad. Para r < n llegamos a la conclusión, de que Á es 
una malriz degenerada y no tiene inversa. Con r = n, nos queda 
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multiplicar Q por P, a fin de obtener A”*. Notemos que e) orden 
de las transformaciones sobre las filas y sobre las colnmnas se puede 


cambiar. 


Examinemos dos ejemplos. 
Para la matriz 


123 
Amal|4 5 8 
7809 
tenemos 
123 1 2 13 
ó 4 5 8 l|>F, (910 —3 —6 [| > 
789 7 8 9 
1 2 3 
+ Frri— Fr, 1(—4 10 =3 —6 || > 
0 —6 —12 
1 2 3 
=> Fa (2) F3.1(=7) Fa, 1 (49 (| 0 —3 —6 ll. 
0 0 0 
Como en el segundo miembro hay una matriz escalonada de rango 2, entonces, 
rank A a £n consecuencia, Á es una matriz degenerada. 
Do la cadena 
0004 10050 
14000 00.04 
Ello 1 o ol 7 "o 1 0 ol” 
001.0 00.10 
1000 1000 
E | , : x > Paros Fr ; ; ; . 
0010 0004 
hallamos 
000 41ypa? 01wo00 
1000 0041.00 
E a RN 
vOdto0 1000 


en la práctica, los productos Fa, ¿F1. "31 Pa. ¿Fa. sFy, y inmediatamente se hubiesen 


expresado explícitamente). 


El cálculo de la matriz inversa por el nuevo método, llamado 
a veces (P, (Q)-reducción de la matriz a la forma normal (5), es sufi- 
cientemente cómodo, aunque es temprano para hablar sobre sus 
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ventajos e insuficiencias basándose en los sencillos ejemplos exami- 
nados: no nos fueron necesarias, incluso, todas las transformaciones 
Eso Pa (A), F, (A). 


EJERCICIOS 
í. Obtener las reglas de operaciones con las matrices traspuestus (ver 
ejercicio 1 del $ 2) 
UA +B)=?A +19B; 
t(AB) = 'B-1A. 


2. Demostrar, por razonamientos directos con las matrices, que rank 
AB € min (rank A, rank B). (Indicación: Prestar atención a que, si en la 
matriz B, sun bases las columnas con números j,, .. ., /y, entonces, todas las 
columnas de la matriz AB se expresan linealmente pur medio de las columnas 
A k= ji -- ., jp. Lo mismo se refjore a la matríz traspuesta (AB) = 
mm .) 

3. Demostrar la desigualdad de Sylvester 


dim Ker py < dim Ker y + dim Ker p 


y 

para dos aplicaciones Jineales cualesquiera R” =» RM hd Ri. (Indicación. 
Examinar la restricción p= plv de la aplicación q en cualquier subespacio 
V>R”, Evidentemente Kor p < Ker q. Por consiguiente, según el teorema 1 
(ya sabemos, que Y se puede interpretar como RR, k < m, por eso e] teorema 1 
es aplicable) dim Y — rank q == dim Ker p < dim Ker q, de donde, dim V — 
— dim q (V) < dim Ker q. Haciendo V = y(R") = Im y, obtenemos defi- 
nitivamente: dim Ker y = n — rank pp= (n—rank y) + (dim V-—rank q) < 
< dim Kery + dim Ker «). 

4. Demostrar, que tuda: aplicación lineal q: R* >R'” de rango r, 30 
escribe en forma de suma p = y, +... + Q, de las aplicaciones q, de rango 1. 

5. Hallar el rango de la matriz 


YiVr “Y +... TiYn 
TaY1 TgYa --. Zzin 


TnY1 YTnYa +... Tan 


(Indicación. Mostrar, que A = lz,, ..., Zn) (Y), »- * - Yn0) 


d= 


Capítulo 3 
DETERMINANTES 


Las fórmulas (3) y (9) del $ 4 del cap. 1, para las resoluciones 
de sistemas lineales cuadrados de órdenes n = 2, 3, inducen a pen- 
sar sobre la existencia de fórmulas semejantes para cualquier n. 

A fin de cuentas, se trata de la interpretación correcta, en cada 
una de estas fórmulas, del numerador y del denominador. Las mira- 
remos como los valores de alguna función «universal» det: M, (R) — 
—> R del conjunto de matrices cuadradas de orden nr en R. La con- 
formación efectiva de Ja función det (doterminante) también da 
respuesta a muchas otras cuestiones sobre matrices, formuladas en el 
cap. 2. En efecto, ol papel do la tcoría de doterminantos en las mate- 
máticas es mucho más amplio que los temas tratados por nnsotros, 
y cada una de las aplicaciones de esta teoría, indican caminos propios 
para su formulación. Uno de los enfoques más naturales es el geo- 
métrico, hasado en la analogía «determinantes de matrices—volú- 
menes de figuras polidimensionales» (véase el ejercicio del $ 4 del 
cap. 1) y en las n-formas externas. Como pura esto se necesita un 
poquito más de geometría, nos quedaremos en el camino «analíti- 
co»”, 
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1. Construcción por el método de inducción completa. Considera- 
remos, que el determinante 1 X 1 de la matriz (2,1) cs igual al 
número 4). El determinante do Ja matriz de dimensiones 2 X 2 
y 3x3 son introducidos, respectivamente, por las fórmulas (2) 
y (8) del $ 4 del cap. 1. En el último caso, el determinante de la 
matriz 2 X 2 se dejó premeditadamente «sin desarcollar». Por eso 
mismo se subraya la base de la inducción que nos disponemos a usar 
para la construcción de determinantes de matrices rn X rn. 

Sea, que los determinantes de las matrices de órdenes 1, 2, ... 
.«.., R—ÁÍ ya han sido introducidos. Llamamos determinante de la 
matriz A = (as) a la magnitud 


D — 11D, — 41D, + ... + (02, Dn, (11) 
pl Formas analíticas de exposición de la teoría de determinantes, hay va- 
rias. En este capítulo al igual que en el $ 4 del cap. 1, nos atenemos a las lec- 
ciones de TI. R. Shafarévich (profesor de la Universidad de Moscú), suponiendo, 
que un ejercicio de más, por el método de inducción es útil por sí mismo. En 
todo ceso, prácticamente, los principales modos para calcular los determinantes 
de matrices se obtienen bastante rápido, aunquo, posiblemente, la exposición 
basada on la fórmula de «desarrollo completo del determinante» (véasc $ 3 
del cap. 4) sea un poco más sencilla en A. G. Kurosch. Curso de álgebra superior, 
Ed. «Mir», Moscú, 197%. 
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donde D, es el determinante de Ja matriz de orden rn — 1: 


Q.n2 e... Gan 


que se obtiene de A tachando la primera columna y la k-ésima fila. 

Es fácil convencerse de que la expresión (1), cuando n = 2, 3, 
concuerda con Jas expresiones (2), (8) del $ 4 del cap. 1. El determi- 
nante de Ja matriz A = (a,,) se designa con el símbolo | 4 |, o tam- 
bién por medio de | a;, [í o det A. Los trazos verticales se usan 
preferentemente, cuando la matriz A se escribe explícitamente. 

Si en la matriz A se tachan la ¿i-ósima fila y la j-ésima columna 
y se deja Ja misma disposición de los elementos restantes, entonces, 
so obtiene una matriz cuadrada de (n — 41)-ésimo orden. Su determi- 
nante se indica por medio de M¿, y se llama menor de la matriz A, 
correspondiento al elemento aj. 

Con las nuevas designaciones, la fórmula (1”) adquiere la forma 


det A = arM 11 — aa Ma, + e... +4 (—1)""*a,1 Mn. (1) 


En palabras, so expresa así: se considera determinante de una 
matriz cuadrada de n-ésimo orden, a la suma algebraica de los productos 
de los elementos de la primera columna, por los menores correspondientes, 
además, los productos se toman con signos alternados. 

Si en lugar de la primera columna se toma la k-ésima, y los meno- 
res My, se sustituyen por los M;¿,, entonces, como veremos más 
adelante, se obtiene una expresión que, a lo sumo, se diferencia 
del det 4 en el signo. 

En adelante, al igual que en el cap. 2, los símbolos 


Á | _— (41, Alar .<.->, Gin) l= ¿A 2, co. A, 

AD =Tl[a1j, Ggp +...) Gnsl, j=1,2,..., A, 
indicarán, respectivamente, la ¿-ésima fila y la j-ésima columna 
de la matriz A = (a¡y)). La propia motriz A se representa, bien 
como unión de sus filas: 

A = lAs, Áz, . ..., Anl 
(columnas de filas), o bien como unión de sus columnas: 
A =(AD, AD, ..., AM) 


(fila de columnas). Convengamos en adelante en llamar, a las filas 
y Columnas de la rn X n-matriz A también filas y columnas del 
determinante lay, | de orden n. 
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De acuerdo con la definición, | | = det, es una función, que 
confronta a la mutriz cuadrada A, algún número |A | = det A. 
Nuestra tarea, es estudiar el comportamiento de esta función cnando 
varían las filas o las columnas de la matriz A, consideradas como 
elementos (vectores) del espacio lineal R”. Si se quiere, para noso- 
tros, det A es la designación sintética (en el espíritu del punto 2, 
del $ 5 cap. 1) de la función 

det[4,, ..., An) o det (4, ..., 44) 
de n variables, que son vectores de R”. 

A la función arbitraria Z: [4,, ..., Anl—> LD (Aj. .... An) la 
llamaremos multilineal, si ella es lineal para cada argumento Ay, 
O sea 
D (A, ..., AA BAj .... An) = 

=GBD(A, .., At... AN + BD (A... Añ, --., An) 
(comparar con e) punto 1. $ 3 del cap. 2). La misma función se 
llama antisimétrica, si 
y (As, ...» Ás, Ái+)» e...) Án) = 

a DÍA... At 7 Án) iZ<i<n-— 1. (2) 

OBSERVACION 1. De la definición de funciones lineales (véase (4) 
del $ 3, cap. 2) se puede concluir, que la función L ex multilineal 
precisamente entonces, cuando, siendo fijas 
Ar Ara Atro «-«. An y cuando A¿¡=X = (Ly. +. -, Zn) 
tenemos 

DÍAL .-., An) = 017, + Uqlg +... — Cola, 
donde %f, . . .. %h son escalares, no dependientes de z,, .. ., Lp» 

OBSERVACION 2. La relación antisimétrica de la función multi- 

lineal Y es equivalente al cumplimiento de la relación 
D (41, »...».. Á 1, Xx, X, A l+o ... :9 Á 1) == O, 
í<i<n-—1 (2) 

En efecto, haciendo 4, = 4/4, = X en (2), llegamos a (2')- 
Por el contrario, con X = A, 4 Ag4,, de (2') so deduce, en virtud 
de la multilinealidad de Z, la relación 
Zl..., Ay Ag ..IEFLD O At Athos >) 

—>LD(L., As Ál+r O A O Ál+i Ál ...))= 
=J l. . .) AI +A +. Ai=— Al+1 E! = 0, 
Los primeros dos términos son nulos (hacer en (2”), respectivamente, 
X = Ay y X = Aj¡4,), por eso es nula la suma de Jos dos últimos 
términos, lo que es sólo otra escritura de la relación (2). 


Las mismas definiciones y observaciones se refieren a la función 
TZ (AMD, ,.., A) de vectores-columnas. Más aún, la condición (2) 
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de relación antisimétrica es aplicable a cualquier función D: MU) — 
—> R, donde MC" es una potencia cartesiana de algún conjunto M. 

En adelante tendremos necesidad del 

LEMA 1. Al permutar de lugar dos argumentos cualesquiera de una 
función antisimétrica, ésta cambia su signo. 

DEMOSTRACION. Sean permutados los ¿-ésimo y /-ésimo argumen- 
tos, siendo ¿ < j. Efectuamos una inducción para un número k = 
= j — 1 — 1 de argumentos, entre el par permutado. Cuando k = 0 
la afirmación del lema coincide con la definición de la función 
antisimétrica. Sea que el lema se cumple para todos los j — i— 
— 1 <k. Entonces 


CE A 0 AA A 
E — D (. . .p Xi+1 Xt ..-, Xian Xp, ...)= 
=> Dilo... Xi+r > TE Xj-1 Xp.b..)= 
= —Y (. . .3 Xp Xi4z e...) Xj-10 Xi .. SN | 


2. Propicdades principales de los determinantes. El concepto de 
determinante, introducido por nosotros, hasta ahora no es efectivo. 
Nos queda por obtener una serie do propiedades de los determinantes 
(más exactamente, funciones det), cómodas, tanto desde el punto 
do vista teórico, como para el cálculo. 

La relación trivial del (a + b) == det a + det b para determi- 
nantes de primer orden, puede llevar a una conclusión falsa, de que 
aquella se cumple para los determinantes de orden r (mostrar un 
ejemplo cuando rn = 2). El caso de n = 2, sugiere una interpreta- 
ción más exacta de la relación examinada: 


az +fx, az, +Bx, 
9 


o = (02, +27) 092 (02; +82) 27, = 
23 


= 0% (92 — TjUr71) -E $ (2,29 — 2,421) = 


, 


z, Ly X, Ly 
=2 (L . 
Aa la 21 la 
De nuevo observamos, que 
G11 4 Gr: oa | 10 4 
== — ) == 
a la Gu Ggl, 0 1 


Do este modo, existe fundamento para suponer que es veraz el 

TEOREMA 1. La función A —» det A en el conjunto M» (R), tiene 
las siguientes propiedades: 

DÍ. det A es una función multilineal de las filas de la matriz A, 
o sea, el determinante de la matriz es función lineal de los elementos 
de cualquier fila Aj. 
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D2. del A es una función antisimétrica de la fila de la matriz A 
(en otras palabras, el determinante es nulo, si algunas de sus filas 
vecinas coinciden). 

D3. det E = 1. 

DEMOSTRACION. Utilizamos la inducción sobre n. Para n = 1, 2, 
las propiedades D1 = D3 están comprobadas. Considoraremos que 
las tienen todos los determinantes de orden -<<n. Demostremos 
D1-D3 para un determinante de orden n, a partir de Ja fórmula (4). 
Comenzamos por la propiedad D3. 


D3. Si 
10...0 
a IS 
0-0 vs. A 


entonces, en la fórmula (1) será a, =0 para ¿€ 1 y a,, = 1, pot 
eso, det E = M,,. El determinante M,, tiene la misma estructura 
que el det E, pero su orden es igual a n — 1. Por presupuesto de la 
ra podemos considerar que M,, = 1 y, por consiguiente, 
et = 1. 

Las propiedades Dí, D2 las demostramos en una situación un 
poco más general, descrita por el siguiente lema. 

LEMA 2. Sea Dj: Mn (R) >R, una función expresada por la 


D, (4) =9M, —4y4My +... + (10, Mn (3) 


(por presupuesto de la inducción, todos los determinantes My, de orden 
ee 1 nos son conocidos, por eso la función Dj; está correctamente 
). 
Entonces, tienen lugar las afirmaciones: 
DA. D, es una función multilineal de las filas de la matriz A; 
DR. D, es una función antisimétrica de las filas de la matriz A, 
DEMOSTRACION. Dy1. A fin de destacar el carácter variable de los 
elementos de la ¿-ésima fila, hacemos 1. =4j,) $=4, ..., Ai 


Gsí ... Qy, .c.. lin 


liar --+* Gia,y «> Ciao 


4=|| Y, T), Ln 
Qi4s, 1 Qi) Cito 
Gn: ...o Qnj e... Gan 


El menor My, no depende de 2,, ..., Zn, así que ay = (—4)-1M y) 
es una constante. Cualquier otro menor Mf,,, k +1, contiene, en 
7—0392 
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calidad de una de sus filas, a (Zi, - . ., Lj=zs Tj+ro + - -» Tn), y todas 
sus filas restantes son constantes. Por presupuesto de la inducción, 
My, es función lineal de las variables xy, ..., Ljzzo Tjhrr + - -> np 
o sea, de acuerdo a la observación 1, 


My = 2 hresTor k s£ i. 
0 


Haciendo ahora a, = 2, (— 1) 2,41 ¿, 57], llegamos a la expresión 
Pa 


D,(4) = pu (— 11 a, ¡My ,= 


=0,%,L —1)P 1 4,, Y) Aj T,= 
132) PR ) Ay y na Ta 


=00+ AS (1951 peta) 2 2 ota 


que significa, que Z, (4) es función lineal de los elementos 2,, ... 
. «y Tp de la ¿-ésima fila de la matriz A. 
D;2. En correspondencia con la observación 2 del punto 2, es 
más cómodo demostrar la igualdad WD, (4) = 0 para la matriz 


As Gij Gin 

TÍ tí T 
A= í J n 

Ly E) Tn 


an: ..o QGnaj ... Can 


con dos filas iguales 4A¿ = Ay, =(%1, --., Tp...) Tn). El 
menor May, k + ti, i + 1, también contiene dos filas vecinas iguales 
(Lir -«.» Tjors Tj+ro > + «+ Zn) de largo n — 41. Por eso, por presu- 
puesto de la inducción My, =0, k <1, ¿+ 1. La fórmula (3) se 
vuelve a escribir en la forma 
D/A) = (02M y + (0 2 Mit y. 
Pero, evidentemente, M, ¡ = Mi4, y. Así que 
D,(A) = (1) "e, (Mi — Mis, y =0. M 
Haciendo y = 1 en la fórmula (3), y comparando la expresión 
obtenida con la fórmula (1), llegamos a la igualdad 
D, (A) = det A. (4) 
En consecuencia, las propiedades DA, D2 de los determinantes 
están contenidas en la afirmación del lema. El teorema 41 queda 
demostrado. 
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Describamos más detalladamente la propiedad Di: 

D1'. det l[A,, ..., 244... An) =AdetlA,,. .... An... 
. .., Ant, o sea, al multiplicar alguna fila A, del determinante por, 
el propio determinante queda multiplicado pur 4. En particular, multt- 
plicando a todas las filas por A, obtenemos 


det AA = 4” det A. 


Di”. Si para alguna i, todos los elementos de A; tienen la forma 
aj = a + aj, entonces, det A = det A” + det 4”, donde 4;= 
= Aj= Ay para jH+l, yA¡ = (A, .... 4), Ai = (4, ..., 4n). 

Del teorema 1 surgen varias afirmaciones sencillas, que formu- 
lamos en forma de propiedades de los determinantes, pero que demos- 
traremos para cualquier función D),, definida por la fórmula (3). 
El paso a los determinantes es provisto por la igualdad (4). 

D4. Un determinunte con una jila nula, es nulo. 

Sea, po ejemplo, A¿ = (0, O, , 0). Entonces, y 24; = 
= (0, ..., 0). En consecuencia, por DA: 


DA) =Z (Ay. An, An) = 
== LD (41, .... 2A 4, .....9 An) = 
=2D (Ap. An... An) =22,(4), 


de donde, D, (4) =0. |] 

D5. Al permutar cualesquiera dos filas (y no sólo vecinas), el deter 
minante cambia su signo por el contrario. 

Para cualquier función Z, (4), esta propiedad surge de Dj,2 
y del lema 1. 

D6. Si en la matriz cuadrada A dos filas coinciden, entonces, su 
determinante es nulo. 

Tomamos de nuevo una función arbitraria D, (4). Intercam- 
biando de lugar las dos filas coincidentes A,, A,, cn A, obtenemos 
Ja misma matriz A. Por otro lado, de acuerdo a Ja propiedad D5 
(más exactamente, la propiedad D5 para Z), D, (A) toma el 
signo contrario. Así, D, (4) = —D), (4), de donde 29, (4) =0 
y 9, (4) =0. 

D7. Un determinante no varía, si sobre sus filas se efectúan trans- 
formaciones elementales del tipo (31). 

Es suficiento examinar el caso cuando se emplea nina sola trans- 
formación elemental. Por ejemplo, a] sumarle a la s-ósima fila de la 
matriz Á su t-ésima fila multiplicada por 2, se obtuvo la matriz A”. 
Entonces, en correspondencia con las propiedados D4 y D6 (más 
exactamente, Djl y e para Z';) tenemos 


D) (45 e Zi) (A), . . .3 Ás MA y, e y An) =? 
= Dil... As ) + AD) (. A A 
- D (As, . ...) A,)= D, (4). 


20 
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Las propiedades demostradas permiten calcular, en forma rela- 
tivamente fácil, un determinante de orden n. Uno de los métodos 
consiste en lo siguiente. La matriz Á = (a¡y) se debe reducir, por 
medio de transformaciones elementales, a una forma triangular 
(véase $ 3 del cap. 1). Sea que obtenemos la matriz 


G411 as e... Gin 


A 0 Qs Pes A2n , (5) 


0 0 ... Gan 
Supongamos, que en el proceso de reducción fueron realizadas q 
transformaciones elementales del tipo (1), y alguna cantidad de 
transformaciones del tipo (11). Como las últimas no modifican el 
determinante; (propiedad D7), y cada transformación del tipo (1) 
lo multiplica por (—1), entonces, det A == (—1)? det A*). Demostra- 
remos que 
det Á=4,/43z ..- Gano 
En ese caso 
det A=(—1)%a,¡%2 -.. Ann. (6) 

Esta será una de las fórmulas para el cálculo de det A. 

Demostremos la fórmula para det A por inducción sobre n. 
Como ay, == ... =4,, =0, entonces, de acuerdo a (1), det 4 
= aa Mir, dunde 


Ag 23 Gn 
MM, = 0 A33 Uan 
0 0 ... Gan 


es un determinante de orden n—4. Por presupuesto de la inducción 
M 41 dona... Aun- Por 080, det A=a,¡M,=G ¡1022 -.. Cnn» 

Ahora, apoyándonos en la fórmula (6), establecoremos un impor- 
tante hocho, que concierne al papel de las propiedades D1-D3 de 
los determinantes. Precisamente, tiene Jugar el 

TBOREMA 2. Sen D: M,, (2) —> D, una función que tiene las siguien- 
tes propiedades: 

(i) D (A) es función lineal de los elementos de cada fila de la matriz 
A € MA (R); 


%) Hay que hacer notar, que hubiésemos podido reducir la matriz A a una 
forma escalonada, con ayuda de transformaciones elementales (sobre las filas) 
del tipo (11) solamento, que no cambian el signo del determinante, entonces, 


en la demostración no habría] necesidad de usar el multiplicador (—1)%, 
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(ii) cuando se permutan dos filas vecinas, £ (A) cambia de signo 
(en otras palabras, D(A) es función multilineal y antisimétrica de las 
filas de la matriz). 

Entonces, existe una constante p, ro dependiente de A, tal que 


D (A) = p-det A. 


El número p se determina de la relación p = £ (E), donde E es una 
matriz unidad. 

DEMOSTRACION. Según el lena 1 L (4) cambia de signo al permu- 
tar dos filas cualesquiera, o sea, con cualquier transformación 
elemental del tipo (1). Luego, un razonamiento análogo al efectuado 
para demostrar la propiedad D7, muestra, que 2% (4) no varía, si 
las filas de la matriz A se someten a una transformación elemental 
del tipo (11). 

Reducimos la matriz A, con ayuda de transformaciones elc- 
mentales, a la forma trianmular (5), donde, claro que algunos de los 
Gi; pueden ser nulos. Teniendo en cuenta lo «dicho anteriormente, 
tenemos dos fórmulas 


det A=(— 1)? det A=(—1)%2,,02 ... G,, (ver (6), 
D(A)=(—19D(A), 


donde g es el número de tremsformaciones elementales del tipo 
(1), efectuadas durante el paso de A a A. La igualdad que necesita- 
mos D (4) = p-det A es, evidentemente, consecuencia de la fór- 
mula 


D(4)=L(E)-8,, -.. Can, (7) 


que ahora demostraremos (hablando con propiedad, (6) es consecuen- 
cia de (7), por cuanto, para SD = det, en virtud de ln propiedad D3 
será Y (E) = 1). 

De acuerdo a la condición (i) del teorema, podemos sacar al 4,n 
fuera del signo D: 


D(A)=annB | lo 
0 ...0 1 


Le aplicamos ahora a Á una transformación elemental del tipo (11): 
restamos de la ¿-ésima fila, que se encuentra bajo el signo deL, 
de la matriz, la última fila, previamente multiplicadaY por a;,. 
Con esto, los elementos de la última columna se anulan) (excepto 
Gan = 1), y los restantes elementos de la matriz no sufren“cambios. 
Aplicamos el mismo razonamiento a la penúltima fila de la/nueva 
matriz obtenida, y así sucosivamente. Cada vez, el siguiento ele- 
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mento AG; se saca fuera del signo Y y el razonamiento se repite, 
Ejecutándolo nr veces, nos convencemos de que 


“141... 0 
Din da 0| e a 
A | 


y esto es la fórmula (7). Y 

Así, las propiedades Di—D3 caracterizan univucamente a la 
Imnción det. Por esta ruzón, las consideramos propiedades básicas 
de los determinantes. Desde un principio se podría haber llamado 
determinante a la función Z, poseedora de las propiedades D1—D3, 
pero, en ese caso, es necesario establecer su existencia. En nuestro 
caso, la existencia ostá provista por la propia construcción de la 
función det, por la forimula (1). 

Teniendo en cuenta la futura aplicación del teorema 2, no inclui- 
mos en su formulación la condición normativa Y (E) = 1. 


EJERCICIOS 


1. Utilizando la fórmula (1) y la regla de los signos cn ol desarrollo de un 
determinante de tercer orden (ejercicio 1 del $ 4 del cap. 1), excribic integra- 
mente todos los productos que entraa en el desarrollo de un determinaute de 
cuarto orden. Prestar atención al número total de términos en el desarrollo 
y hacer la prueba de hallar la rogularidad on la distribución de los signos. 

. En el segundo miembro do la fórmula (1) hay n sumandos. A su vez, 
cada menor M;,, se indica en forma de combinación líneal de sus n — 1 menores 
de orden n — 2, J así sucesivamente. En total, en el desarrollo de un determi- 
nante det (a, do orden n entran n(n— 1)... 3-2-1 = ni (ene factorial) 
productos del tipo a;,14jp3 » - » Gipn Con signo +0 —. Mostrar que 

n(n- 1) 


det (a,))=41 1832 -.. Gn H(—1) % anjtn1,2 --- Gin bo... 


3. En base a las observaciones del ejercicio anterioc, empleadas respecto 
al doterminante det (a;y) con a,y = 1, para t, j= 1, 2, ..., n, mostrar, que 
en el desarrollo do cualquier dotorminante de orden n, exactamente la mitad 
de los productos 8;,14;,3 . - - “yn Entran con signo +. 

4. A la fuución antisimótrica A =KRY-=> RR" do tres variables z, y, 2: 


a (z, y, 7) == (y — 2) (z — 1) (2 — y) 


escribirla en forma de determinante de lercer orden. 
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1. Desarrollo de un determinante por cualquicr columna, Esta- 
mos ahora on condiciones de contestar a la pregunta que involunta- 
riamente surgió al construir la función det: ¿juega o no la primera 
columna un papel especial en la fórmula recurrente (1) para el 
determinante de a-ésimo orden? La respuesta está contenida en la 
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fórmula siguiente: 
det A= >, (—1) Ya, M,,. (1) 
í=/ 


Para la demostración, es suficiente aplicar el teorema 2 del 
$ 1 a la función Z, del lema 2 del $ 1. Obtenemos la relación 


Z, (4) =D, (E)-det A. 


Pero, de acuerdo con la fórmula (3) del $ 1, D, (E) = (—4y-1. 
O sea, D, (4) = (—A1)'"* det A. Luego de multiplicar ambos miem- 
bros de esta igualdad por (—1Y”* nos queda det A = (—4)'-1D, (A), 
que sólo es otra escritura de la fórmula (1). Esta expresión se vuelve 
más simétrica si introducimos el llamado complemento algebraico 
Aj, = (—1)19M¡, del elemento a,, del determinante A. Formule- 
mos el resultado obtenido. 

TEOREMA 1. El determinante de la matriz A es igual a la suma de 
los productos de alguna fila por sus complementos algebraicos 


det Am 2) a,¡Apy- a (2) 


En esta afirmación todas las columnas ya juegan igual papel. 
Cuando j = 1 ella se transforma en el desarrollo inicial (1) del $ 1, 
introductorio del concepto de determinante. Acerca de las fórmu- 
las (1) y (2) se dice, que ellas brindan el desarrollo de un determinante 
por su j-ésima columna. 

Aparece la tentación de comparar a (2) con la suma análoga por 

n 


el segundo índice: > a; A;,. Pronto, veremos que se obtiene el 


ja 
mismo significado del det A. 

2. Propiedades de los determinantes respecto a las columnas. Em- 
pleando el teorema 1, podemos obtener toda una serie de nuevas 
propiedades de los determinantes. 

TEOREMA 2. Las propiedades Di1—D? del $ 1,se cumplen no sólo para 
las filas, sino que también para las columnas de los determinantes. 

DEMOSTRACION. Como fue convenido al principio, det A == 
= det lA,, ..., An] = det (400, ..., A(), De] $ 1 se ve, que 
las propiedades D4-D?7 son totalmente consecuencias formales de las 
propiedades D1-D3, y, por consiguiente, demostrando sus analogías 
para las columnas, automáticamente obtenemos las restantes propie- 
dades en relación a las columnas. Pero la propiedad normativa D3 
ocupa un lugar especial y no se refiere ni a las filas ni a las columnas. 
De este modo, nos quedan por examinar las propiedades D1 y D2. 
Las demostraremos por inducción según el orden r del «determivante. 
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Partiremos de la fórmula (2). Ella directamente muestra, que 
el det 4 es función lineal de los elementos de la j/-ésima columna, 
por cuanto los complementos algebraicos A ¡y no dependen de estos 
elementos. Por eso mismo, la propiedad 4 queda demostrada. 

Demostremos la propiedad D2, es decir la antisimetría de la 
función det (A(W, ,.., A). Para n = 1 la propiedad D2 carece 
de contenido. Para n = 2 es fácil comprobarla inmediatamente: 


a db 
d 


Sea n > 2. Supongamos que se permutan las columnas 4% y A*4-D, 
Utilizamos la fórmula (2) con ¿ 4%, k + 1. En el menor M;, (o en 
el complemento algebraico A¿y) ee contienen ambas columnas 40, 
4*%+D, pero en forma acortada: sin Jos elementos Gir, Q12+1. Por 
presupuesto de la inducción, al permutar dos columnas, cada menor 
cambia de signo. Por lo tanto, también 


det (..., AM, AGD, ...)=—det(.... 440, AM, ...). 


3. Transposición de un determinate. Recordemos el concepto in- 
troducido en el ejercicio 1 del $ 2 del cap. 2. La matriz rectangular 
de dimensiones r X m, en Ja que su ¿-ésima columna, ¿ = Í, 2,.... 
. + », M, Coincide con la ¿-ésima fila de la matriz A de dimensiones 
m X n, se llama matriz traspuesta de A. La matriz traspuesta de Á 
se anota por medio de A o de A“. En consecuencia, si A = (ay), 
'4 = (a¡¡), entonces a, = €1,. Asi 
La columna se puede considerar como una fila traspuesta 


de b a 
a A 


15 

m1 2 3 4yll2 6 

pe | poa 
4 8 


La columna se puede considerar como una fila traspuesta 
ar al sz): 
En el caso de matrices cuadradas se dice también que el determinante 
Qu Gay ... Gps 
det! A= 42 za -.. Gn 
Gin Gna ->>+ Cum 


se obtuvo por trasposición del determinante det A. Explícitamente 
la operación de trasposición de una matriz (determinante) de orden nr, 
se puede presentar en forma de giro de Ja matriz (determinante) 
alrededor de un eje inmóvil, su diagonal principal. El giro alrededor 
de la segunda diagonal (no principal) es mucho menos usado. 
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TEOREMA 3. El determinante de la matriz traspuesta coincide con 
el determinante de la matriz inicial 


det*A = det A. 


DEMOSTRACION. LExaminemos la función 2: M, (1) >R, que 
es composición A => 14 —>» det '4 de la función de traslado a la 
matriz traspuesta y a la función det. La función % posee las pro- 
piedades (i), (ii), formuladas en el teorema 2 del $ 1. Ln realidad, 
por el recién demostrado teorema 2, la función '4 — det 'A posee 
las propiedades D1-D7 respecto n las columnas de la matriz 'A, o 
sea, respecto a las filas de Ja matriz A. De este modo, Y ex función 
multilineal y antisimétrica de las filas de la matriz. Por el teore- 
ma 2 del $ 1 tenemos L (4) = L (£)-detr A = del 'E-det A. Pero, 
¡E = E, y por eso, det E — 1. Luego, Z (A) = det A. 

En correspondencia con el teorema 3, las filas y Jas columnas 
de un determinante gozan los mismos derechos: las propiedades, 
expresadas en términos de sus filas, también se expresan en términos. 
de sus columnas, y viceversa. Por ejemplo, juntamente con el teo- 
rema 1 sobre el desarrollo de un determinante por sus columnas, es 
correcto el 

TEOREMA 1. El determinante de la matriz A es igual a la suma de 
los productos de todos los elementos de cualquier fila dada, por sus 


complementos algebraicos: 
Ll 


det Á =£ a;¡Ajs. E 


A esto se le puede agregar ol criterio siguiente: si alguna filo (alguna 
columna) del determinante det A, es combinación lineal de las filas 
restantes (columnas restantes), entonces, det A = 0 (véanse las propie- 
dades D1”, D1” y sus análogas para las columnas). 


Los dos ejemplos siguientes sirven para ilustrar las propiedades obtenidas 
de los determinantes. 
EJEMPLO 1. El determinante 


1 1 1 
Ly La FA 
An=| xP 73 rá |=A(2),, 72, -.», 7n)- 


vinculado con el nombre de Vandermonde, se cualcula por la fórmula 
An= |]  (5-z5, (3) 
¡Ex iEn 
o, en una ezcritura más detallada 
An = (22 — 21) (23 — 25) -.- (2n — 71) (13 — 12)... (Ip — La) -.- 


- (a — Yn-3) 
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En particular, cuando los alomentos son distintos de Jos en dos z,, ..., <n 
el determinante de Vandermonde es diforente de cero. Esta propiedad se utiliza 
frecuentemente. Per el teorema 3 también tenomos) 


1 X; z? ... znt 


1 Tn Es Las sn”? 


Para dowos3trar la fórmula (3) aplicamos la inducción sobro n. Conside- 
rando, que A,,, mi< n, se calcula por medio de la fórmula (3), y apoyándonos 
ea la propiedad D?7, rostamos do cada t-ésima fila del determinante A, la 
(1 — 1)-ósima fila, multiplicada por <,: 


1 1 ... 1 
€ 2 a | o. In —Y1 
An = 0 2d—zor, ... -t—iR=2r, e 


YU arial, ... A *—3 tx, 
Surge la idea do desarrollar ahora a A, por la primera columna, y al determi- 
vante de orden n — 1 que so obtenga, sacar de la /-ósima columna (¿=1, 2, .., 


- « «+, R-— 1) fuera del signo del deterininante, el multiplicador común x,+, — 7, 
(propiedad D1” para las columnas). Llegamos a la expresión 


1 1 eo 1 
T, z ... 
An (£n —71) (Zn. —41) ... (2x1) FS E És =s 


A A 
mz (Xp — 11) (2-1 —1) ... (1, —x1):A (23, Eg 87 Za). 
que coincide con (3), por cuanto, por presupuesto de la Inducción A (z,, ... 
»..y D)a= | (1) —1)). 
2<i<iGn 


EJEMPLO 2, La matriz A=(a;,) del tipo 
U 1 A13 Gin 
—412 6 G23 “an 
Á= —d19 — lar 0 Can 
—6in —%in —%yn O 


3e denomina entisimétrica (de su determinante también se dice que es antisi- 
métrico). En otras palabras, *A = —4. Teniendo en cuenta el teorema 3, 


tenomos 

del A = det :4 = det (—A) = (—1)% dot A, 
de donde [1 + (—1)?-2) det A = 0, Para n impar obtenemos det A = 0, o sea, 
el determinante de cualquier matríz antisimétrica de orden impar, es nulo, 


,4. Determinantes de matrices especiales. Cuanto más ceros hay 
entre los elementos de Ja matriz A, «cuanto mejor» ellos se encuentren 
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dispuestos, tanto más fácil resulta calcular el det A. Esla idea intui- 
tiva encuentra en algunos casos una expresión cuantilativa exacta. 
Por ejemplo, sabemos (véase el punto 2 del $ 1), que el determinante 
do una matriz triangular (superior o inferior) os igual al producto 
de los elementos que se encuentran en la diagonal principal. Otro 
caso particular importaute contiene el 

TEOREMA 4. Para el determinante D, de orden n -+ m, en el que, 
en las intersecciones de las primeras n columnas con las últimas m filas, 
sólo se encuentran ceros, tiene lugar la fórmula 


Gr Lin Ci.nts --- L,n+m 


e. 5>»P.00.00.u0m00008..00:0918 

Qs Qin Pr - Dim 
QGnt Can Ln, n+ts +++ Cn.nim _ z 
0 0 bis ...Q. Dim e AS " ” : 
E A E Ani Unn Eras .. Br m 


(el determinante del primer miembro de esta igunldad se llama 
cuasitriangular, o determinante con un ángulo de ceros). 

DEMOSTRACION. Fijemos on principio n (rn + m) elementos as, 
y consideremos al determinante D como una función de los ele- 
mentos b,,, que conforman la matriz cuadrada /3 de orden m. La 
función obtenida se puede considerar como una función de la matriz 
B:D = 3 (B). 

Es claro, que la multilinealidad y la antisimetría del determi- 
nante D respecto a las últimas m filas, es equivalente a las mismas 
propiedades de Z (B) en relación a las filas de la matriz B. Quiere 
decir, que es correcto aplicar a Z (B) ol teorema 2 del $ 1, de acuerdo 
al que Z (B) = 3 (E) -det B. Por definición de la función Z le- 
Qemos 


Qu ++ Gan yo npo +++ Pm 


Gn ... Can Qn, n+*i ... An, n+tm 


DE. o 140 ..0 
O 0 A 


Desarrollemos a Z (E) por la última fila (véase la fórmula (2)), 
luego por la penúltima, etc. Repitiendo esta oporación m veces, 
nos conrvencemos de que Z (£) == det A, donde 


GQ: ... tn 


A= e... . .. (e... . 4 
Ant «» + Clan 


Definitivamente obtenemos: D = Z (B) = del A-det B. [P 
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Con las nuevas designaciones, la fórmula del teorema 4 adopte 
una forma más compacta 


del = det A-det B. (4) 


AC 
0 B 

Aquí, A y £ son matrices cuadradas, y la matriz nula 0 y la 
matriz ( son rectangulares. Apoyándonos en los teoremas 3 y 4 
o en los razonamientos utilizados en el transcurso de la demostración 
del teorema 4, sin trabajo establecemos que, 


a lot A-der B. 
cart -(1e1 DU. 


A veces, prueban de escribir exactamente la misma expresión para ol 


det 


, aunque  jumediatamente se sugiere un 


determinante del | 


( 


contracjemplou sencillísimo |> —a. Toda la cuestión radica on el 


tooo 
signo. La respuesta correcta se ohtiene mediante permutaciones de filas 


la forma [E "o 
a la for Il 


o de columnas, que llevan la matriz 


pl 
G B : 


Razonamientos más sencillos, se hasan en el mismo teorema 2 del $ 1, 
la cua] hemos utilizado repetidamente. Efectivamente, 


C 
B 


C A € A 
det = det ; : 
e A io IS EST 
Luego, por la fórmula (1), aplicada m veces, ballamos 
A 811 . G1n 
an ... Ann 
CA 
d t = ... ) ... = 
e ES | 1 ( y) 0 


A 
=(— y(1+2)+(n+04+ «++ ¡AT2) det As (— 1) det A. 
Definitivamente, llegamos a la conclusión que si A, B son matrices cuadradas 
de orden n y "mm tespectivamente, entunces, 
C 
BO0 


Las fórmula (4) y (5) engloban al teorema general do Leplace sobre el desa» 
rrollo de determinantes. Este teorema, sin embargo, se utiliza relativamente 
poco, y no nos detendremos en él. Y no nos apuramos con Ja deducción del 
Mamado teorema de) desarrollo completo de un determinante (véase el cap. 4, 
$ 3), que presta poco pruvecho desde el punt» do vista del cálculo. 

Una ufirmación muy importante, acerca de los determinantes 


de matrices, contiene el siguiente 


det = (— 1)" det A. det B. (5) 
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TEOREMA 5. Sean A y B, matrices cuadradas de orden n. Entonces 
dot AN == det A- dot 2. 


DEMOSTRACION. De acuerdo con las fórmulas (7) y (9) del $ 5, 3 del 
cap. 2, que expresan los coeficientes cy, de la matriz (c;) = AB = 
= (a¿) (b,)) por medio de los coeficientes de las matrices A y B, 
la ¿ésima fila (AR); se escribe de la forma 
(AR), =(4,80, ALBO, ..., A¡B); 
> 


ABO = e Erpbr> 


Fijamos la matriz BR a 00 cualquier matriz Á hacemos 
D (A) = det AB. 

Demostremos, que la función 2 cumple las condiciones (i), 
(ii) del teorema 2 del $ 1. Efectivamente, sabemos que el det AB: 
es una función lineal de los elementos de la ¿-ésima fila (A B);: 

det (4B) 4,4 ,BO+YAAJBD+...+4 AB". 


Por eso, 
y 


7(4)=3 A, a, S aida, y and ¿An 2, Prliro 


hal 
donde 2 Ajbx¡, es un escalar, independiente de los elementos 
1 


de la ¿-$sima fila A; de la matriz A. 
Observamos, que Z (A) es linealmente dependiente de los ele- 
mentos de la ¿-ésima fila de la matriz A. 
Luego, intercambiamos de lugar a 4, y 4,. Puesto que las s-ésima 
y t-ésima filas de la matriz AR tienen la lorma 
(ASBO, ..., AB), 
(4,BB, .... 4,88, 
entonces, en este caso, ellas también se intercambian de lugar y, en 
consecuencia, por el teorema 1: 
Dl... An. Ac...) = LT (4) = det AB = 
= det [..., (AB), ..., (4B),, ...) = 
= —detÍ... (AB), ..., (AB), ...| = 
= JB l..., Áp., A scale 
De este modo, se cumplon «mbas condiciones del teorema 2 del 


$ 1, de acuerdo al cual Y (4) = Y (E) -det A. Pero, por definición, 
D (E) = dot EB == det R. Do donde se deduce Ja fórmula buscada. P] 
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5. Sobre la construcción de la teoría de determinantes. Los teeremas t y 2 de 
$ 1, dan, on esencia, una descripción axiomática de la función det, aunque 
comenzamos cop su pura expresión conslructiva. 

Un camino más para la construcción de la teoría de los determinantes indica 
el teorema 2. Precisamento, sea que tenemos una función 2: M, (R) —4, 
poseedora do las siguientes propiedades: 

(1) Z(AB) = H(A)-Z (B), para cualesquiera matrices A, B € My (R); 

ii) Z(P, ) = —1 para cada matriz elemental F, | (véase el punto > 
del $ 4 del cup. 2); 

(ti) (A) =).,; para cada matriz triangular superior del tipo 


A 
1 

d= e , AER. 
0 1 


So afirma, que 2 = det. Efectivamente, aprovechándose de la propiedad 
(i) empleándola on la matriz 
$ 


$ o 


Pas= A 


0 1 0 4 
obtenemos Z (B) = (—1)-2-(—1) = A. Eslo significa, que Z' (F, (A4)) = 4 para 
la matriz elemental F, (4). De acuerdo con (10. Z (Po 1 0)) = 1' para la matrir. 
elemental F,, , (A) cons < t. Coro 


ForPe. DP i=Frs De 


entonces, yZ (F,, ¿(A))= 1, y por eso, Z (P,, ¡ (A)) = 1, para cualesquiera 
sadices s % £. 
Asi Z(P¿Y= 1, Z(F, ¿(M)=1 y Z(F,0))=4. Por cuanto, 


cunlquier matriz A € M, (4) se escribe de forma A = P o 0 OQ, r<n, 


donde P y Q son productos de matrices elementales (véanse los razonamientos 
antoriores al tcureima 5 del $ 4 del cap. 2), la propiedad (i) permile efectíva- 
mente calcular 2 (A). 

Sea que la matriz A* so ohtuvo multiplicando la s-ésima fila 4, de la matriz 
4 por A, o sumando a A, la fila A ¿con el número £. Entonces, como se hizo notar 
on ol cap. 2, A' == F,¿(A)-4, o también A' == P, + (1)-A. En el primer caso, 
tenomos 7 (4%) = A-Z (A), y en el segundo, 7 (4”) = 2 (A). Dicho de otro 
mudo, Z (4) os función multilineal de las filas de la matriz A 

Si, adomás, 4” so obtuvo de A por una permutación do filas con números s 
y t, entonces, A* = F, ¡A, de donde Z (A) = D(F,, ,)-7 (4) = —I (A). 
O sea, Z'(4) es una función antísimétrica du las filas de la matriz A. 

Finalmente, % (E) = Z (FP, (1)) = 1. 

Vemos, gue la función 2 posee las tres pro iedades básicas Di — D3 
de los determinantes. Asi pues, por el teorema 4 del 5 1 % (4) == det A. 

Se le propone al lector plantear y fundamer tar variantes propias de descrip- 
ción exiomática do la función det. 
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EJERCICIOS 


í. Los números enteros 1798 — 31-58, 2139 = 31-69, 325% = 31 -105, 
4867 == 31 -157, son divisibles por 31. Sin pingún cálculo, mostrar que cl «deter- 
mínante de cuarto orden 
1798 
2 1.3 9 
3255 
48.56 7 
también es divisiblo por 31. 

2. Mostrar, que cualquier «determinante antisimétrico de cuarto orden 
| ayy | con ayy E z, es cuadrado de un número entero. (Observación. Esto es 
cierto para cualquier determinante antisimétrico). 


3. Demostrar la relación dot AB = det A -det 8 (leorema >) mediante 
la reducción empleando transformaciones elementales del tipo (1Í) sobre las 


filas, de la matriz auxiliar C = 3 a de dimensiones 2n X 2n, a la 
E B 


forma C'= | O AB | . (Indicación. Aprovechar la igualdad det C = det C” 


y las relaciones (4), (5). 

4. Mostrar, que *(4B)'B!A, pa cualesquiera matrices rectangulares 
A, B, de dimensiones m X r yrXn. 

5. Mostrar, que det B-14B = det A, para rar al matriz cuadrada A € 
€ Mn (R) y cualquier matriz invertible B € M n (R). 


Ca (Ar, -»., An)= 0 00. 
0.000. —1 An-1 1 
0.00 


Mostrar, que det C, = A, det C.., + det Cp.s Parad = Al =...=4p=1, 
hallar el valor numérico del det Cn- (Indicación, Recordar el ejemplo 3 e pun- 
to sb 0 a Es 2, y prestar e al hecho, de que dot C, (1, , dm 
= nl e e o (| 
7. Mostrar, que el determinante n X n de la matriz 

2 —1 0 0 0 0 0 

—1 2 —1 0 0 0 0 

e. == ( 

di 0 1 2 4 0 | e » 

0 0 0 0 . — 1 2 —1 

0 0 0 0 0 —t 2 


es igual a n+1. 
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$ 3, APLICACIÓN DE LOS DETERMINANTES 


1, Criterio de no degeneración de una matriz. En el $ 3 dol cap. 2, 
la matriz cuadrada A se llamó no degenerada, si existe una matriz 
inversa a ella A”7?. Aplicando el teorema 3 del $ 2 a la relación 
AA“! = ATA —= E, obtenemos, que det A-det A7* = 1. Así pues, 
el determinante de una matriz no degenerada es distinto de cero y 


det A7! = (det A)”!. 


Juntamente con la matriz A examinemos su matriz adjunta (o re- 
efproca) 
Añcás ÁR 


Ain «>> Ánn 


A fin de obtener 4”, hay que colocar en el lugar de cada elemento 
ay de la malriz A, a su complemento algebraico Ag, (i, == 41, ... 
. ., R), y luego proceder a la trasposición de la matriz. 
TBOREMA 1. La matriz A € M, (R) es no degenerada (invertible) si, 
y sólo si, det A 320. Si det A 320, entonces A”? = (det 4)?4”, 
o, en escritura más detallada: 


AV= 


21 An Án1 
det A *** “det Á 


det A “'” det A 


A la demostración del teorema le anticipamos un lema. 
TEOREMA 1. Sea A € M, (R). Tienen lugar las relaciones 


ayÁj, + aná ja + .... + CmnÁ ja = Sy det A, (1) 
QUA iy + Our + +. - + ni Any = Ó1, det Á, (2) 


donde 61, es el simbolo de Kronecker (cuando i He j se habla sobre el 
desarrollo del determinante por una fila ajena, o por una columna 
ajena, respectivamente). 

DEMOSTRACION. Cuando i= 7, la afirmación del lema coincide 
con los teoremas 1 y 1” del $ 2. Por eso, queda por examinar el caso 
¿+ j, cuando 6, = 0. Con este fin introducimos la matriz 


Gu ly Cin 
z Ca Gi --+ Qin 
Á =(Á,, ...<9p Á,, .B.) An ...y An =l .. e... oe... 


Gn1 Ln --+ Gan 


$ 3 APLICACIÓN DE LOS DETERMINANTES 113 


que se obtiene de 4 =[.... 4, .... Ay .--) cambiando la 
j-ésima fila por la ¿ésima (la i-ésima queda en su Jugar. ) Como cual- 
quier otra matriz cuadrada con dos filas iguales, el det 4” == 0, 
Por otro lado, el complemento algebraico Ajlk 1, ..., n) se 
forma tachando la j-ésima fila Aj = Aj y de la késima columaua del 
determinante, asi que Aj = = Ajyx. El desarrollo formal del determi- 
nante de la matriz A* = (a¿¿) por la jf-ésima fila nos da la relación 


n n 
O = det 4” DN Qin Áñn =2 and ix. 


coincidente con la expresión (1) en la formulación «del Jema. La 
segunda relación se obtiene de reflexiones análogas, referidas a las 
columnas. | 

Volviendo a la demostración del teorema, sencillamente observa- 
mos, que el primer miembro de la relación (1) no es otra cosa, que 
e) elemento c,, de la matriz (? = AA”: 


A di a Ria Ari A 


A Auca an 0 A A 
De acuerdo a la relación (1) (c,) = (Ó,, det Al = (det 4) £. De 
este modo, 
AA" == (det A) £, 
de donde, para det A 5£ 0 obtenemos 
(det 4)? (44%) — A (det yla” — E. 


El primer miembro de la relación (2) es expresión del elemento 
c3¿ de la matriz C” == A*A. Puesto que los segundos miembros en (1) 
y (2) coinciden, entonces, en el caso en que det d < O MNegamas a las 
relaciones 
A (det A)74" = (det Ay 44 = E, 


que significa que 47! — (det 4)-14”. 

COROLARIO 1. Un determinante es nulo si, y sólo si, sus filas (uv colum- 
nas) son linealmente dependientes. 

Este criterio, nos es parcialmente conocido (véase el final del 
punto 3 del $ 2) y pudo haber sido demostrado mucho antes, pero 
no hubo necesidad de é]. El razonamiento: por el teorema 1 la igual- 
dad det A = 0 es equivalente a la degeneración de la imutriz A, y ol 
degencramiento, por el teorema 4 del $ 3 del cap. 2, es equivalente 
a la condición de que rank A < n (n Xx n son las dimensiones de la 
matriz 4), que caracteriza. cn virtud del teorema 4 del $ 2 del cap. 2, 
a la matriz con filas (columnas) linealmente dependientes. 

El teorema 1 tiene más bien significado teórico. Desde el punto 
de vista del cálculo, en especial para grandes dimensiones de Jas 


80392 
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matrices, en Ja búsqueda de la matriz A7* es más cómodo utilizar 
el método (P, QO)-reducción, descripto en el corolario del teorema 5 
del $ 4 del cap. 2. 

Deduzcamos ahora fórmulas para resolver sistemas de n ecuacio- 
nes lineales con n incógnitas, debido a las cuales, en particular, fue 
inicialmente desarrollada la teoría de determinantes. 

corRoLATIO 2. (Regla de Cramer). Si el sistema lineal 


tiene determinante distinto de cero (o sea, det (a¿,) 7 0), entonces, 
su solución túnica es dada por la fórmula 


LE b, Cin 
a . On - a 
A == na n nn k=1, d RM 
21 01h Gin 
án ank Q4an 


(el numerador D , se obtiene cambiando a la k-ésima columna de D = 
= det (a;y), por la columna de términos independientes). 

DEMOSTRACION. Por el teorema 4, la matriz A = (a;;) es inver- 
tible. Por cso, escribiendo nuestro sistema de forma AX = B, como 
en el $ 4 del cap. 2, obtenemos 


de donde 


Precisumentbe, esta expresión obtenemos en el numerador, desarro- 
Jllando el determinante D,, por la k-ésima columna (véase (2)). [PP 

Cumpliendo todas las transformaciones en orden contrario, se 
muestra, que el conjunto (D,/det A, ..., Dn/det A), efectiva- 
mente, es solución de nuestro sistema. 


Observomos. que las fórmulas (3), (9) del $ 4 del cap. 4 coincidon, jusla- 
mente, con las reglas de Cramer para n = 2 y 3, respectivamente. Cómudas para 
n pequeñas. las reglas de Cramer cumplon. en goneral, una función puramente 
teúrica. Por ejemplo, empleándolas para el sistema lineal del ejemplo 2 on el 
punto 4 del $ 3 del cap. 1, da (teniendo en cuenta la igualdad det A = 1) la 
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expresión para los números de Fibonacci 


1.00... 0. 04 
0 10 0.01 
4 14 0 00 

1n= . . . 4. 0. 0. " 0 ..- .- . 00.020.020... 
o 00 4 10 


0 00... —1 —1 0 


Se comprendo, que esta fórmula está lejos de la clara expresión de /n hallada al 
final del $ 3 del cap. 2. 


2. Cálculo del rango de una matriz. En los $$ 2 y 4 del cap. 2 
está contenido todo lo necesario para describir un cúmulo de resolu- 
ciones del sistema rectangular general de ecuaciones lineales. El papel 
principal en esta descripción, le corresponde al concepto de rango 
de una matriz. Nos queda sólo traducirlo a la longua de la teoría 
de determinantes, para tener a nuestra disposición otro mótodo más 
de cálculo del rango y un medio cómodo para expresar el hecho de la 
independencia lincal de un sistema de vectores del espacio lineal 
aritmético R”. 

De suerte que, sea 


mt e... Amr ... Cmn 


una matriz rectangular cualquiera, de dimensiones m X n, con 
coeficientes as; ER. Bajo el nombre de menor de k-ésimo orden 
de la matriz A, como de costumbre, se entiende al determinante 
de la matriz de los elementos, que se encuentran en A, en las inter- 
secciones de las k columnas y k filas distintas, señaladas: k < 
< min (n, m). 

Sea que el rango de la matriz Á es igual an r. De acuerdo con el 
teorema 1 del $ 2 del cap. 2, esto significa, que r es cl número má- 
ximo de filas linealmente independientes, y el número máximo de 
columnas linealmente independientes de Ja matriz A. Volviendo al 
teorema 5 del $ 4 del cap. 2 y sm corolario, notamos que 


e ole 
o 011” 


donde B y C son matrices no degeneradas, de dimensiones m X m 
y n X n. respectivamente, escritas en forma de producto de matrices 


4-0 


E,0 
elementales. Como en la matriz de 0 se tiene un menor MM = 
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= | E, | -= 1, distinto de cero, de ordoa r, no hay menores no nulos 
de orden > r, y como esta propiedad se conserva con transformaciones 
elemontales de las filas y de Jas columnas, entonces, llegamos a la 
siguiente afirmación. 

TEOREMA 2. El rango de cualquier matriz A, m X n, es igual al 
orden mayor de sus menores distintos de cero. 


Cualquier menor distinto de cero del orden máximo de la matriz A, 
se llama menor basico. Las columnas (corrcspundientemente, las 
filas) de la matriz A, que intersecan al menor básico dado, se llaman, 
de acuerdo con la terminología del cap. 2, columnas básicas (corres- 
pondientemente, filas básicas). Como de costumbre, interpretando 
las filas y columnas de la m Xx n-matriz A, como vectores de los 
espacios R” y ”, respectivamente, y también utilizando las pro- 
piedades básicas do las sistemas de vectores linealmente independien- 
tes (su complementación hasta la base; véase el ejercicio 5 del $ 1 
del cap. 2), es fácil compronder, que la búsqueda de por lo menos un 
menor básico se puede simplificar sensiblemente, sí se examinan con- 
secuentemente los llamados menores orlados. Precisamente, si es 
hallado un menor 17 de k-ésimo orden de la matriz A, distinto de 
cero, entonces, el paso siguiente consiste en ln verificación de sólo 
aquellos menores de (k -— 1)-ésimo orden, de los cuales Af se obtiene 
eliminando una fila y una columna. Si, esos menores, que orlan 
a M, son nulos, entonces, el rango de rank A = k. (¿Porqué? Esto 
significaría, por el teorema 2, que cualquier columna de la matriz A 
se expresa linealmente por medio de las k columnas elegidas.) En 
caso contrario, se debe pasar a los menores que orlan algún menor 
no nulo, de orden k +- 4. 

El método de los menores orlados es suficientemente práctico, 
especialmente, cuando deseamos saber no súlo el rango, sino también 
las columnas o filas de Ja matriz A, que componen el sistema maxi- 
mal linealmente independiente. Al emplear transformaciones ele- 
mentales esta información, por supuesto, se pierde. 


EJERCICIOS 
l. Mostrar, que se cumplen las siguientes relaciones: 
(ABJY=BVA*; (LA) "=HAYY (MA) =4-14 Y; (AY)V =(dot A)" 4. 


2. Expresar el rank A”, por medio dol rank A. 

3. Demostrar, gue cl sistema cuadrado de ccuaciones lineales homopéneas, 
tieno solución no trivial si. y sólo si. el determinante del sistema es nulo. 

4. Basándose en Jos resultados del punto 1 del $ 4 del cap. 2 y en el coro- 
lario 2 del teorema 1, mostrar, que el sistema fundamental do solucionez, del 
sistema homogéneo 


nZi+...+eajn2n=0, 
61. U£eou..nXAX Ca CST;jT€OÓó6é nx GEO E | EG 


TES .. “+ Ún-1. n7p==0 
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de rango -r = n— 1, se compone de un vector-columna 
X"=1[D,, —Da, Day (192 D,), 


donde Dj es el detorminante de la matriz que se obticne de A = (a, y) eliminando 
Su ¿-ésima columua. Cualquier sulución del sistema tiene la forma X == AX". 

5, Sean, A = (4; € Mp (E), y (n—1) | ajyl < | 45; | para todos los 
i sí j, Demostrar, que del A 0. (Indicación. Suponiendo Jo contrario, utili- 
zar el criterio formulado en el ejercicio 3. Precisamente, si |29, .... 72] es solu- 
ción no trivial del sistema lineal AX =0 y 37 os sn componente, que tiene 


el módulo máximo, entences, de la k-ésima ecuación asp, -i- pa + ap 8 = 0, 
sh 


sigue la cstimación (a—1) 12,1 172 1=(n—1) | »j anj% |< (n— 1) lar 17h 1, 
jwhk 


que brinda la contradicción necesaria). 


6. Demostrar la siguiente afirmación. Sean Á == (a¡y), B = (by ¡), matrices 
de dimenstlones n X m y m X n, respectivamente, y seu ( = AB. Entonces 


815, “2, ... as, 95.1 Br to. Pon 


det C us Y 3 “2 o “nj, 
iSjho.. . IND e... .. ..1.2o.oox. oo Pf o. . .2.o..o.. o. 6... ss. 
41 ón LEY ... Gr» bn din2 PA b],n 


En el sogundo miembro, la suina se efectúa para todas las *) corubinaciones 
posibles de n elementos (fi, 72, . - -, in) tomados de 1, 2, ..., m. En parti- 
cular, det € = det A -del B para m = a y det C = 0, para n >> m. (Indicación. 
Como € = (ep), €, ¡=> ainda y, entonces, el usu repetido de la regla de desa- 
rrollo de un determinante por una fila (teoroma 1” del 3 2 del cap. 3), da 


G1k, %», Ct, 
n 
Sk, Cox Czh 
k, ... Ay=1 IN E E SE 
Car, Cnañ, Gain 


donde la suma se realiza para tudos las pares de ky, .. ., Xp distintos. Cuando 
m< n, no existen tales índices, y, en consecuoncia, det C =0. Si m>mn, 
entonces, k,, ..., kn, es una muestra de los olementos (/,, . - .. jn). tomados 
en algún orden, de 4, 2, ..., m. Se deben juntar todos log miembros, en co- 
rrespondencia con la combinación dada (/,, . . ., ¡n), y con la ayuda del teorema 
sobre el desarrollo completo de un deterininante, obtener 


ayky a anar, 
.. . . - ...e ba, .» Up y nm 
ajXn rn 
Uh ** Cas 
=—l|l . .. e...» y Enda,1 Ik 1 = 
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donde x == (e as 1) ; 


7. Utilizando el ejercicio anterior, mostrar, que si A es nna m X n-matriz 
sobre €, m > n, entonces 
det !AA= )) M?, 
M 


donde Af recorre por todos los (7) menores de orden n de la matriz A. 


Capítulo 4 
ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS 


(grupos, anillos, campos) 


En los capítulos precedentes se acumnló suficiente material 
concreto, al que es necesario conceptualizar desde posiciones más 
generales. Con este fin, introducimos y estudiamos, por el momento 
en un nivel elemental, los conceptos fundamentales para todo el 
álgebra, de grupo, anillo y campo. 


$ 1. CONJUNTOS CON OPERACIONES ALGEBRAICAS 


1. Operaciones binarias. Sea X un conjunto cualquiera. Se llama 
operación algebraica binaria (o ley de composición) en X, Ja aplicación 
arbitraria (pero dada) 1: Xx X —X del cuadrado cartesiano 
X?=XxXxXen X. De este modo, a cada par ordenado (a, b) de 
los elementos a, b€ X, se pone en correspondencia de modo uní- 
voco un tercer elemento determinado t (a, b) perteneciente al mismo 
conjunto X. Á veces, en Jugar de t (a, b) se escribe a tb, y más fre- 
cuentemente, la operación binaria en X se designa con algún símbolo 
especial: », o, + y +. Seguimos nosotros el mismo camino, llaman- 
do a-b (o sencillamente ab, sin ningún signo entre a y b) producto, 
y a+ bd, suma de los elementos a, b€ X. Se comprende, que estos 
nombres, en la mayoría de los casos, son convencionales. 

Hablando en general, en X se pueden dar muchas operaciones 
distintas. Deseando separar una de ellas, se emplean paréntesis 
(X, +) y se dice, que la operación « determina on X una estructura 
algebraica o que (X, «) es un sistema algebraico. Así, por ejemplo, 
en el conjunto Z de los números enteros, además de Jus operaciones 
naturales +, + (suma y multiplicación), es fácil mostrar operaciones 
«derivadas», obtenidas con ayuda de +(0 —)y»: nom =n +4 m— 
—nmM, ReM= —nR — mM, €tc. Obtenemos diferentes estruciuras 
algebraicas (2, +), (2, -). (Z, +). 

Juntamente con las operaciones algebraicas binarias, no carecen 
de interés Jas mucho más generales n-arias operaciones (unarias 
cuando n = 1, ternarias cuando n = 3, etc.), al igual que sus com- 
binaciones. Las estructuras algebraicas relacionadas con ellas, com- 
ponen la teoría especial de álgebras universales. Todo esto lo men- 
<ionamos solamente para subrayar olra vez Ja importancia funda- 
mental que tienen para las matemáticas, algo que parecería como 
partes propias de la teoría de álgebras universales, las estructuras 
algebraicas con operaciones binarias. 

En e) sentido de la construcción de distintas operaciones bina- 
rias en el conjunto X también, evidentemente, se abre un espacio 
ilimitado a la fantasía. Pero la tarea del estudio de estructuras 
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algebraicas arbitrarias es demasiado general para que represente 
algún valor renl, Por esla causa, se efectún con distintas Jimitaciones 
naburalos. 

2. Subgrupos y nionoides. La operación binaria * en el conjunto 
X es asocíativa, si (ar b)w=Fc = (a * (b * c) para todas, a, bc, EX; 
se dice que es conmutativa, si a. b = b«*a. Los mismos nombres 
se le otorgan « la correspondiente estructura algebraica (X, «), 
Las exigencias de asociatividad y conmutatividad son independien- 
tes. De hecho, la oporación « en %, dada por la regla n +. m == 
= --n—m, evidentemente, es conmutativa, pero (1=x*2).« 3 = 
= (—14--23 23 = —(1--2) —-3=0%4>41+e (2-3), así que la 
condición de asociatividad no se cumple. Luego, en ej conjunto 
Ma (R) de todas las malrices cuadradas de orden n > 1, está defi- 
nida la operación de multiplicación, que es asociativa pero no con- 
mutaliva (véase el punto 2 dol $ 3 del cap. 2). 

El elemento e € X se llama unidad (o neutro) en relación con la 
operación binaria considerada =, sie=r=x.*e=x, para todas 
las 1 € X. Si e” es otro elemento unidad, entonces, como se deduce 
de la definición, e” =e" +e =€e. Así que, en la estructura algebraica 
(X, +») no puede existir más de un elemento unidad. 

El conjunto X, con una operación asociativa binaria dada en él, 
se llama semigrupo. Ál semigrupo con elemento unidad (neutro) 
se acepta denomninarlo monoide (o sencillamente, semigrupo cun 
unidad). 

Al igual que para cualquier grupo, la potencia del monoide 
M <= (M, *) se designa con el símbolo Card M4M o | M4 |]. En el caso 
de un número finito de elementos contenidos en él, se habla de un 
monoide finitu A de orden | 4 |. 


Daremos algunos ejemplos de semigrupos y de monoides. 

1) Sea £ un conjunto arbitrario y M (Q) el conjunto de tudas sus transfor- 
maciones (nplicaciones de Q cn sí mismo). De las propiedades de los conjuntos 
y de las aplicaciones, señaladas en el $ 5 del cap. 1, se deduce, que M (Q) es un 
monoide. Se tione en consideración, por supuesto, ol trío (M ($2), o, ey). donde 
o us la composición natural de las aplicaciones, y el Q es la aplicación idéntica. 

Dostaquemos n) caso particular, cuando Q es un conjunto finito dol 2 | = n 
elementos, designados sencillamente con los números naturales 1, 2, ..., n. 
Cada transformación f: Q > Q se define por la sucesión ordenada señalada 
F(0), f(2), ..., / (n), donde en calidad de imagen f (¿) puede estar cualquier 
elemento de (2. Nu se excluyo la coincidoncia f (i) = f (7) para i + j. Eligiendo 
todas las sucesiones posibles, obtenemos exactamente n*" transformaciones. 
Entonces, | 34M (Q) = Card M (Q) = nr. Sen, digamos, n == 2. Los elementos 
ef, £, h del monoide 4 ((1, 2)) y sus productos pares, son dados en su tota- 
lidad por las dos tahlas: PS 


| 1 2 . e fu h 
e 1.2 e e f yg h 
] 2 1 Í fehg£ 
Y 1 1 U EEK KE 
h 2 2 h kh hh h kh 
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Inmediatamente se aprecia, que M ((1, 2)) es un monaide no conmutativo. 

2) Sea otra vez $ un conjunto arbitrario, y F (9) el conjunto de todos 
us subconjuntos (véase el ejercicio 4 del $ 5 del cap. 4). Como (A NB NC= 
4 N(BNC) y M4 UB)UC=A U(B UC), entonces, en -** (2) se definen 
os operaciones binarias naturales asociativas. Es evidente, yue Y UA = 
yA NM Q = A. Tenemos dos monoides conmulativos (.4* (2), U, 5) y (F (Q), 
U, $8). Como se sabe, | .F (2) = 27, si |Q] — ». 

3) (Ma (RJ), +, O) es un monoide conmutativo con elemento neutro, una 
matriz nula, y (M, (R), +. E) es un monoide no conmutativo con elemento 
neutro, la matriz unidad E. Ésto surge inmedialamente de las propiedades 
de la suma y de la multiplicación de matrices, Jas que hemos conocido en el 
cap. 2. 

4) Sca nZ = (am| mE 7) un conjunto de números enteros divisibles 
por n. Es claro, que (rn2, -E. 0) es un monoide conmulativo, y («7, +) un sub- 
grupo conmulativo sin unidad (n > 1)... 

5) El conjunto P, (R) de matrices estocásticas de orden n (véase el ejer- 
cicio 8 del $ 3 del cap. 2) es un monoide cun una operación habitual de nmlti- 
plicación de matrices. 


to 


pl 


El subconjunto S” del semigrupo Y con la operación *, se llama 
subsemigrupo, si 2*« y ES “para todos Jos .., y E S”, Jin este caso: 
también se dice, que el subconjunto S" ES es cerrado respecto a la 
operación «. Si (WM, *) es un monoide, y el subconjunto A7' = M 
no Sólo es cerrado rezpecto a la operación *, sino que también contie- 
ne el elemento unidad, entonces ¡M' se llama submonoide en M. 
Por ejomplo, (%. . -) es un subsemigrupo en (¿, +), y (dá, +. 0) 
un submonoide en (¿, +, 0). Todo submonoide del monoide M (9) 
se denomina monoide de transformación (del conjunto 42). 

3. Asociatividad generalizada; potencias. Sea ( X,.) una estructura 
algebraica arbitraria con operación binaria -, a Ja que, por sencillez,. 
la omitiremos, escribiendo xy en lugar de z-y. Sea, luego, Y. -.. 
«..«, Tp, Una sucesión ordenada de elementos de X. Sin cambiar el 
vrden, de muchos modos podemos formar un producto de largo n. 
Sea 1, el número de tales modos: 


lo = 1:1,To; 
la = 2:(2,%9) La, 21 (22%); 
ly = 3: ((2,%9) 23) Lg. (L, (2423)) Lar 2 ((LgRg) Tar 1 (Ze (2,7 4)), 


(2,22) (27 4); etc. E 
Es evidente que, escogiendo todos los productos posibles r,. ... 


Las Tp+x + + - E, de largos k y n —k,1 <k<mnm —1, y luego 
uniéndolos mediante nuestra operación binaria en el orden dado, 
agotamos todas las 2, posibilidades. Es notable. que en Jos monoides 
(y subgrupos) la colocación de paréntesis resulta innecesaria. 

TEOREMA 1. Si una operación binaria en X es asociativa, entonces, 
el resultado de su aplicación conseculiva a n elementos del conjunto X, 
no depende de la colocación de paréntesis. 

DEMOSTRACION. Para n = A, 2 no hay nada que demostrar. Para: 
n = 3 la afirmación del teorema coincide con Ja ley «de asociatividad. 
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Seguimos razonando por inducción sobre rn. Supongamos que n > 3 
y que para el número de elementos < n la veracidad de la afirmación 
está establecida. Es necesario sólo demostrar que, 


E E ACTES E ES 
para cualesquiera k, 1, 1<X, 1 <n — 41. Transcribimos sólo los 
pares exteriores de paréntesis, por cuanto, por presupuesto de la 
inducción, la disposición de los paréntesis interiores no es esencial. 
En partienlar, xrjty ... ta =(... ((.,2)) 3) --. Lp-1) Th es un 
producto, Jlamado normalizado au la izquierda. Distinguimos dos 
Casos: 


a)k=n-— 4. Entonces (7, ... Uni tn=(... (1,22) ... 


S.. Ep) 1, es un producto normalizado u la izquierda. 
Dk<n —1. En virtud de la asociatividad tenemos 


dr. Tn) na + Tn) = (Y + a) (Ena + 
Era) Tn) (Zo 7) a + Zn) en = 
= (. a ((. 5 (2,4) ... 11) Tr+1) ... Lp 1) Tn 


o sea, de nuevo un producto normalizado a la izquierda. A la misma 
forma se lleva el segundo miembro de la igualdad demostrada (1). Y 


En el $ 2 del cap. 2 fue introducido el signo de la suma )x,. 
Evidentemente, se puede utilizar en cualquier monoide conmutativo 
aditivo. En un monoide multiplicativo, de análogo sirve el signo 
de producto múltiple: 


2 3 n n-1 
[| L ¿== T1X2, [| L¿=(£,22) La, 1 t¿= ( 1 7,) Tr o 
ie] 1 ue? i=1 i=1 


En virtud del teorema 1, cuando se escribe (o cuando se calcula) 
el producto de los elementos 2,7, . . . 2, de un monoide, los parénte- 
sis son superíluos. la única preocupación debe de manifestarse con 
respecto al orden de los multiplicadores, y sólo en el caso cuando 
no todos ellos son permutables entre sí. En particular, cuando 
MAA VY=2... 2%, =2%, €l produclo xx... zx se indica, al 
igual que cuando se opera con números, con el símbolo zx, llamán- 
dolo n-ésima potencia del elemento w. Un corolario del teorema 1 
resultan Jas relasiones 

A UA, (EM =W 177, m, neN (2) 
En el monoide (M, -, e), para todo z E M también suponen zx! = e. 

A. las potencias 2* E *M, -, e) en el monoide (WM, +, 0) les co- 
rrospunden los múltiplos nx =x+x+%... + del clemento «. 
Las reglas (2) pasan a ser reglas para los múltiplos: 

mr + nx=(m-7n)x, n (mx) = (nm) x. (2) 
Mencionemos otro hecho úti). Si xy = yx en el monoide 4, entonces 
(xy =Y3"yY, n=U, 3,2... (3) 
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En particular, esto es siempre así en un monoide conmutativo. La 
relación (3) se demuestra por inducción en r: 
(xy) aa (zy)""xy a (27=Iye=1) (xy) e (2-1 y"=27) y => 
= (Myril) y = (Pl) (y ly) = ay" 
De forma más general, apoyándose en la relación (3) y utilizando 
la inducción sobre m, obtenemos 
Ly = 12 1 <iL¿] EM ALLI == 200. (4) 
Análogamente, 
n(r+y)=nr+raywy n=041,2,..., (35) 
RÍE +... + 2Zm) =8"3.+7... +Fiimn=0,1,2,... (4) 


Habitualmente, al monoide (4, -, e) lo llaman multiplicativo, y al 
(M, —, 0), aditivo. La escritura aditiva se utiliza preferentemente 
en los monoides cormutativos. 

4. Elementos invertibles. El elemento a del monoideo (M, , e) 
se llama ¿nvertible, si se halla un elemento bE€ 354, para el cual 
se cumple ab = e = ba (se entiende, que el elemento b también 
será invertible). Si también ab" =e = b'a, entonces, b' = eb” = 
= (ba) bY' = dy (ab') = be = b. Esto nos da fundamento para hablar 
sencillamente del elemento inverso a7* al elemento (invertible) a € 
EM: arta =e = aaq*?. 

Se sobreentiende, que (a7*)”!* = a. El concepto de elemento 
invertible de un monoide sirve, evidentemente, para genoralizar 
naturalmente el concepto de matriz invertible en el monoide multi- 
plicativo (M, (R), -, E). 

Como (xy) (yrirrd) = 1 (yy) x= xer! =y,Jr* e y, aná- 
logamente, (y7ix"*) (xy) = e, entonces, (2y)"? = y”tLe?, Por consi- 
guiente, el conjunto de todos los elementos invertibles del monoide 
(M, -, e) es cerrado con respecto a la operación - y compone un submo- 
nuide en M. 


EJERCICIOS 
n «e m==—hn=— m, conmutativa, pero no asociativa. En el sistema algebraico 


(Z, +) se cumplen las relaciones: (n *. m)« m= nn, mo (me »)-" on. Sea, que 


Sin embargo!) 
2. Mostrar, que 


n 
MA(R)=[A=(a) EMNA(RD| SY 2=0, imt, 2,..., 1 
Jai 
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es un semígrupo con la operación corriente de multiplicación de matrices. ¿Es 
o no (175 (3). *=) un monoide? 

3. En el monoide multiplicativo M se elige un elemento arbitrario t y se 
introduce una nueva operación +2 y = zty. Mostrar, que (4,*) cs un semi- 
grupo y que la invorsión del elemento t en 3M es la condición necesaria y sufl- 
viento, con cuyo cumplimiento, (11,%) resulta un monoide con clemento neutro 
(unidad) 2, 

4. Mostrar, que cl conjunto Z con la oporación >: nom m an + m>- am 
= (+ m(- mm) — 1, es un monoide conmulativo. ¿Qué sirve en (Z, o) 
de elemento neutro? Hullar en (7, =) todos los clementos invertibles. 


$ 2. GRUPOS 


1. Definición y ejemplos. Examinemos el conjunto GL (n, R) 
de todas las n x n-matrices cuadradas con coeficientes reales, y con . 
determinantes distintos de cero. Según el teorema 5 del $ 2 del . 
cap. 3, det A 40, det? 0= det AR +0. Vemos, que A. BE 
€ GL (na, R) > 48 € GL (a, 3); luego, (4) € = A (BC), y existe ' 
una matriz escogida E tal, que AL =— EA = A, para toda A € GL 
(n, R). Además, cada matriz A € GL (n, 7) tieno su «antípoda», . 
la matriz inversa 47! , para la cual AAT1 == ATA = E, 

El conjunto GL (r, 7), examinado junto con la ley de composición +: 
(operación binaria) (4, 3) —> AB y llamado grupo lineal completo 
de potencia n sobre R, se podría haber definido brevemente, siguiendo. 
la terminología del $ 1, como un submonoide de todos los elementos: 
invertibles dol monoide (M,, (R), +, E). Pero este submonoide es* 
tan importante, que se merece un nombro especia] y brinda un argu- 
mento sólido para introducir una general mE 

DEFINICION. El monovide G, todos los elementos del cual son * 
inver bles, se lama grupo. En otras palabras, se presupone el 
cumpim jento de los siguientes axiomas: 

(G1) en el conjunto G está definida la operación binaria: (z, y) — 
> 2Y, 

(G2) la operación es asociativa: (xy) 2 = x (yz). para todos lo 
a, y, 7 € (, 

(G3) G posee el elemento neutro (unidad) e: xe = ez = x para 
todo xEG,; 

(G4) para cada elemento EG, existe el inverso «7: xxi= 
= wr =e, 

Es admirable, que una de las ramas del álgebra más vieja y más 
rica en resultados. que juega un papel fundamental en Ja geometría 
y en las aplicaciones de Jas matomálicas a cuestiones de las ciencias 
naturales, se base en axiomas tan sencillos. Un pequeño análisis 
muestra, que se pueden simplificar aún más, pero esta tarea 1o es 
tan importante para nosotros. 

Los grupos con operaciones conmulativas se llaman, halural- 
mente, conmublativos, y más frecuentemente, abelianos (en honor 
do] matemática noruego Abel). Fl propio lérmino «grupo» pertenece 
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al matemático frances Galois, el legítimo creador de la teoría de los 
gropos. La idea de teoría de los grupos «flotaba en el aire» (como 
frecuentemente sucede con las ideas matemábicas fundamentales) 
mucho antes de Galois, y algunos de sus teoremas yu habían sido 
demostrados en forma ingenua por Lagrange. Los trabajos geniales 
de Galois resultaron incomprendidos, y e) renacimiento del interés 
por ellos comenzó sólo después dol Jibro de Jordan «Curso de la teoría 
de permutacionos y de ecuaciones algebraicas» (año 1870). Sólo 
hacia fines del s. XIX en la teoría do los grupos «se renuncia total- 
mente a la fantasia. Á cambio de esto, se prepara cuidadosamente el 
esqueleto lógico» (Y. Klein, «Lecciones sobre el «desarrollo de las 
malemáticas en el siglo X1X»). 

Para la dosignación del número de los elementos en ol grupo G 
(más exactamente, de la potencia del grupo) se utilizan los simbolos 
equivalentes Card (7, |G | 0 (G: e). Casi todo do dicho en el $ 1 sohre 
los monoides se traslada a los grupos. Sólo corresponde roalizar el 
cambio debido de palabras. din particular, el sabconjunto A <G 
se llama subgrupo 0n G, sie € Hi h,,h¿ElN—hh¿EHMYhEH => 
=> h-1 € H. Yl subgrupo F <G es propio, si He y HU +G. 


Aporteios algunos ejemplos de grupos: 

1) En el grupo lineal completo GL (n, R) ya conacido por nosotras, exami- 
nemos el subconjunto SL (nr, R) de inatrices con determinante 1: 

SL (nr, R)= (A EGL (a, R) | det A = 1. 
Es evidente, que E € S£ (na, R). De acuerdo con los resultados gonerales del 
cn 3 acerca de las determinantes, det 4 = 41, det B =1= del AB cx 1 
y del. 4-2 = (det A)"!* = 1. Por eso, SL (n. K) es un subgrupo on GL (na, R); 
ue lleva el nombre de grupo lineal especial de potencia n sobre 3. También lo 
llaman grupo unimodular, aunque a este ñltimo trecuentemento se le incorporan 
matrices con determinante +1. 

Hay que decir. que el grupo G/. (n, R). al ser receptáculo de muchos grupos 
interesantes, resulta para los matomáticos de distintas gencracionas, como una 
fuente inagotable de nuevas ideas y de problemas no resueltos. 

2) Empleando números racionales en lugar de los reales, llegaremos al 
grupo lineal completo GL (a, 2) de potencia n sobre (A y a su subgrupo S£ (na. Q). 
A su tiempo S£ (n, (2) contiene al interesante subgrupo S£ (nr, 7) de matrices 
enteras con determinante 1. El teorema 1 del $ 3 del cap. 3, que propone una 
fórmula explícita para los cocficiontes de la matriz inverza, muestra, que 
SL (n, Z) es realmente un grupo. Los grupos S£ (2, Q) y S£ (nr. 4) ocupan un 
lugar de honor en la tcoría de los números. El conjunto purcialmonte ordenado 
de Jas subgrupos examinados (véase el punto 3 del $ 6 del cap. 1) dolgrupo 

L (a, R), se representa en el diagroma aquí ubicado (fig. 1%). 

3) Haciendo en los ejemplos 1) y 2) n = 1, llegamos, primero, a Jos grupos 
munltiplicativos Rr=R (0) =GL, (1, R),Q* =Q, (0) = GL (1. Q) 
de los números reales y racionales. Estos grupos, evidentemente, son infinitos. 
Como en (Z. +». 1) los únicos elementos invertibles 30n i y —1, entonces, 
GL (1, 2) = (+1). Luego. S£ (1, R) =S£(1, Q) = SL (1. )-=4, Vero 
ya para n= 2 el grupo S£ (2, Z) esinfinito: ya que Je pertenecen, por ejemplo, 
todas las matrices 


(07) (1), (077). mez 
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Notemos también Jos grupos infinitos aditivos: 
(R.-+,0, (Q,+,0. 2, +, 0). 


4) Sean, 2 un conjunto arbitrario, y S (Q) el conjunto de todas las trans- 
Sormaciones biyectivas (reciprucamente unívocas) f: $ — Q. Volviendo a los 
resultados del $ 5 del cap. 1 sobre las aplicaciones de conjuntos (teoremas 1, 2 
y consecuencia del teorema 2) inmediatamente concluimos que S ($) es un grupo 
con una operación hbinarin natural, una composición de transformación. Se 


GL(m,R) 


óL(naq) SL(nA) 
Sn Q) 
SL (7,2) 


2 
Fig.11 


sobreentiende, que S (Q) es el submonoide de todos los clementos invertihles 
del monoide M2) del ejemplo t) del $ 1, pero no somos propensos a destacar 
esta circunstancia. Por sí mismo, el grupo S (2) y en particular, sus distintos 
subgrupos, llamados grupas de transformación, es la pista de despegue, de la 
cual comienzan todas las posibles aplicaciones de la teoría de los grupos. Es 
suficiente citar el famoso «programa de Erlangen» de P. Klein (1872) que puso 
el concepto de grupos de transformación como la basc para clasificar los distintos 
tipos de geometrías. Tomando como el espacio linev] R”, llegaremos al «gran» 
y poco observable grupo S (R”). Pero en S (RT) está contenido el subgrupo de 
las transformaciones lineales invertibles (biyectivas) p¿! RR? -—>R*, que se 
encuentran en correspondencia univoca recíproca con la matriz no degenerada A 
de orden r» (véase el $ 3 del cap. 2). 

De este modo, se obtiene la inclusión de GL (n, R) en S (R*). 

El sentido de esta inclusión resultará más claro cuando se introduzca el 
concepto fundamental de isomoríizmo de los grupos. 


2. Sistema de gencradores (este punto, en una primera lectura, 
puede omitirse). 

Teniendo un subconjunto S del grupo G, probemos elegir un 
subgrupo AH <G, contenedor de S y tal, que para todo subgrupo 
KcGdesS <K se inferirá la inclusión /7 — K. Nu puede ser que 
existan dos subgrupos mínimos Hf, H* de género semejante: 


Socn, Ss cH4 > H ca cH=>P'=iH1T. 


Así que el subgrupo mínimo F7 debe coincidir con la intersección: 
de todos los subgrupos, contenedores de S, si es que esta intersec- 
ción resulta subgrupo en G. Mas tiene lugar el sencillo 

TRORUMA 1. La intersección N HT, de cualquier familia de subgrupos 


+ 
(4H, |1 € 1) del grupo G, es un subgrupo. 
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DEMOSTRACION. Sea e el clemento unidad del grupo G. Las pro- 
piedades e€ (Mii zx, yENH:=>zxy€ N Hi € MH; > € 
€ (MH, que caracterizan a todo subgrupo, son cumplidas en N Ay, 
por eso, se cumplen en cada uno de los subgrupos ¿f, por separado. PR 

Tomemos ahora en calidad de familia (A; | 1 € 7) los mismos 
subgrupos, que contienen al subconjunto dado S —G. Entonces, su 
intersección 

(S$= Nn A 
8CH 


en virtud del teorema 1 y de Jas observaciones anteriormente elec- 
tuadas, será precisamente un subgrupo minimo, contenedor de $. 
Llamamos al subgrupo (S) engendrado por el conjunto S en el gru- 
po G, y a $, conjunto de generadores del subgrupo ($). A primera 
vista, (S) no se formula eficazmente, porque os necesario revisar 
todos los subgrupos contenedores de S. Sin embargo, no hay necesidad 
de ello, como lo muestra la sencilla afirmación que se deduce del 
teorema . 

COROLARIO. El subgrupo (S) <G coincide con el conjunto T, 
compuesto del elemento unidad e y de todos los productos posibles 


tito -.. ta, n=, 2 di 
donde, ot;¡€ES,obient?*ES,1<iIS<n. 


Efectivamente, como ft, ...tnET, | ...taT—>« 
A A A E A E A A E 
E o A l < 7, entonces, el on T es subgrupo 


en G. Por otro lado, cada subgrupo H, contenedor de todos los 7,€ $, 
debe contener a todos los inversos z3* y, por lo tanto, a todos los 
productos del tipo tyt, ... t,. Poreso H >T, y 7 coincide con Ja 
intersección de todos esos subgrupos. 

Hay que hacer notar, que falta mucho para que todos los pro- 
ductos t,tz . . . tn sean distintos elementos del subgrupo ($), incluso 
si se conviene (Jo que es natural) en reemplazar a los pares que se 
encuentren de elementos recíprocamente inversos ad7*, arta, por 
el elemento unidad. En general, para | S | > 1, la cuestión de la 
igualdad de Jos productos !,t, ... t, es difícil y será brevemente 
tratada recién en el cap. 7 

Cada grupo G es engendrado por algún sistoma de generadores $: 
como $ se puede tomar, por ejemplo, a todo el grupo G. Por simpli- 
cidad, examinemos el grupo G, engendrado por el conjunto finito $ 
de sus elementos (tales grupos se llaman engendrados finitos). Elimi- 
nando de S los elementos «sobrantes», que se escriben en forma de 
producto de los que quedan (y sus inversos), llegamos al sistema 
ménimo de generadores +M dol grupo G. Esto significa, que (7) = G, 
pero (M') Y G, si el sistema M1” es obtenido de) 17 eliminando por 
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lo menos un elemento. Sea, digamos, ML = ([g,, . . -, 84). Entonces, 
en Jugar de (7 + (17) se escribe también G = (81, 80, ». +... £y)?. 
Cuando d = 1 se habla de grupo cíclico. 

3. Grupos cíclicos. Si ( es un grupo arbitrario y g su elemento, 
entonces, por definición, (g) es un subgrupo cíclico en G. 

En concordancia con el teorama 1 y con las propiedades de las 
potencias de Jos elementos en los monvides, es natural esperar que 
todo grupo cíclico (a) con el generador a, resulta un grupo abeliano 
del tipo (a) - [ar |n€ezZ), o (a) = [na |n EZ.) (esta escritura 
no significa que todos los elementos «* o na sean diferentes), de 
acuerdo a qué lipo de grupos examinemos, multiplicativo o aditivo. 
Así es, pero lay que convenir en la designación de (a“i)* = a”? 
y demostrar la afirmación siguiente. 

TEOREMa 2. Cualesquiera que fueran mM, NEZ, 

aa =— pe. (amy aaa grrr 


(correspondientemente, ma + na = (m + nj a, n (ma) = (nm) a). 
DEMOSTRACION. Para mn, nono negativos, véanse las relaciones 
(2), (2%) en el punto 4 del $ 1. Si m<0, 1 < 0, entonces m = 


=—m>0, Y =—no 0, y 
arar —= (a Pe lay” pa (any. pa ac(" ena = q". 
Para m' = —m >>0, n > 0, tenemos 
arar = (a Y" a (art... ari) (a... a)= 
m n” 


=ar-" (o (a)? si mó >n)=a"*, 


Análogamento se examina el caso cuando mm > 0, < 0. La igualdad 
(a”)” = a”” se deduce de lo anterior y es suficientomente evidente 
por definición de potencia. 

Un ejemplo sencillísimo de grupo cíclico es el grupo aditivo 


7 


de números enleros (2. 4-, 0), generado por Ja unidad ordinaria 4 
10 

y 4 [| genera en SL (2, 2) 
un subgrupo cíclico infinito. El conjunto £1, —1) es un grupo cíclico 
de orden 2 por multiplicación. 


o —1. Es fácil verificar, que la matriz 


Un ejemplo de grupo ciclico de orden nr se obtiene, si se examinan todas 
las rotaciones en un plano, alrededor de algún punto 0, de una figura n-angular 
regular P,, coincidente con el plano y con centro en el punto 0. Evidentemente, 
estas rotaciones generan yn gripo: como sus proluctos, cabe entender el cum pli- 
miento sucesivo de transfoi (maciones. Nuestro grupo C, contiene rotaciones 
Po: Pr +... Pp-1 en sentido opuesto a las agujas do un reloj, en ángulos iguales 

2 21 d A 
a0, —, ..., 1 —1) a Además, Qs, = q, y por reflexiones goomé- 
tricas “e ve, que ql = q-* y qP = q, (transformación unitaria). Así 
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pues, | C, | n y Cn = (q,). Observemos, que el grupo cíclico C, es un sub- 
rupo propio del grupo D, de todas las transformaciones de simetría de la 
figura n-angular Pn (o sea, coincidencia de P, consigo mismo). 


Sean, de nuevo, un grupo arbitrario G y algún elemento del 
mismo a. Hay dos posibilidades: 1) todas las potencias de a son 
distintas, o sea mxen => a” a”. En este caso, se dice que el 
elemento a € G tiene un orden infinito. 2) Se tienen coincidencias 
a” = a”, para m s% n, Si, por ejemplo, m > », entonces, a-” = e, 
o sea, existen potencias positivas del elemonto a € G, iguales al 
elemento unidad. Sea q el menor exponente positivo, para el cual 
ai = e. Entonces, se dice, que a es un elemento de orden finito q. 
En el grupo finito G (Card G < 00) todos los elementos, por supuesto, 
serán de orden finito. 


Advertencia. La palabra «orden» cn matemátivas, tiene significados múlti- 
ples. Autes hablamos de matrices cuadradas de urden n (matrices de dimen- 
siones n X nr), pero la matriz no degenerada A, considerada como elemento del 
grupo GL (n, R) tiene también un orden (posiblemonto infinito) en el sentido 
recién indicado. En cada caso, surgirá claramente del contexto a qué orden 
nos referimos. 


En el marco del ejemplo, dado arriba, de grupo cíclico de orden 
n, la siguiente afirmación es casi evidente. 

TEOREMA 3. £l orden decualquier elemento a € G (G es un grupo 
abstracto) es igual a Card (a). Si a es un elemento de orden finito q, 
entonces 


la) =lfe,a,... ati) ya =ec>k=d0bfg, 1€Z. 


DEMOSTRACION. lín el caso de un elemento de orden infinito, 
no hay nada que demostrar. Si a es de orden q, entonces, por defini- 
ción, todos los elementos e, a, a?, ..., a77! sou distintos. Cual- 
quiera otra potencia a* coincide con uno de estoz elementos, o sea 
la) = (fe, a, ..., ari En efecto, usándose el algoritmo de divi- 
sión en Z (punto 3 del $ 8 del cap. 1), escribimos cl exponente k 
de la forma 

k = lg +r, 0<r<q—Í, 


luego de lo cual, operando con potencias de acuerdo a las reglas 
expuestas en el teorema 2, obtenemos 


A = (a%) a um en” =0". 


En particular, ad =e>r=0=>k <= ly. 

La propiedad cíclica de un grupo, muy útit y cómnda, no siempre 
es dada apriori: a veces, hay gue demostrarla. ln calidad de ejem- 
plo, consideremos la siguiente 

PROPOSICION. Los elementos permutados a, b, del grupo arbitrario 
G, que tienen Órdenes s, t primos entre sf, generan en G un subgrupo cícli- 


9—0392 
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co de orden st 
la, b) = (ab). 


DEMOSTRACION. En efecto, D = (a) () (b) = e, por cuanto, para 
todo elemento d € D, que tenga algún orden q, por el teorema 3, 
tenemos 


d=d=b=>d'=(0 Y) =e, dl = (PY =e>q]15,q 1, 


y como s, £ son primos entre sí, se deduce que q = 1. Si, además, 
n = ] (ab) |, entonces (véase la relación (3) del $ 1), 


arb” = (aby =e => a =yPED men> a” =e,D" == e => 
>s|n, 1|n>m.«c.m. (s, 1) |n=>st |n, 


por cuanto, st = m.c.m. (s, £) m.c.d. (s, t). Pero (ab)* = (a*' (bt) == 
= e (teorema 2), así que n |st y, en consecuencia, n = st. Queda 
por observar, que 


(a, b)=(ab 10 <i<s—1, 0<]<t—1)=> Card (a,b) < st, 


y como, (ab) < (a, b) y Card (ab) = st, entonces, (a, b) = (ab). Ñ 

Aún volveremos a los grupos cíclicos, pero ahora examinemos 
más fundamentalmente un tipo especial de grupos de transforma- 
ciones, en los cuales se ilustran en forma muy evidente los conceptos 
introducidos. 

4. Grupos simétricos y alternados. Sea $2 un conjunto finito de n 
elementos. Puesto que la naturaleza de los elementos para nosotros 
no es esencial, es cómodo considerar que Q = (1,2, ..., nj). El 
grupo S (6) (véase el ejemplo 4, dado anteriormente), de todas las 
aplicaciones biunívocas (2 —Q se llama grupo simétrico de prado n 
(de otro modo: grupo simétrico en n símbolos, o en n puntos) y Tnuy 
frecuentemente es designado por medio de S,. 

Sus elementos, por lo común designados con letras griegas mi- 
núsculas, se llaman permutaciones. 


Observación. A veces, los elementos del grupo S, se denominan sustituciones, 
utilizando el término «perrmutación» como sinónimo de una disposición de los 
números 1, 2, ..., rn en cierto orden fijado. Como entre los ordenamientos 
de los números y los elementos del grupo S, existe una correspondencia biuní- 
voca, y la palabra spermutación» conscientemente se asocia más bien a una acción 
que a un ordenamiento fijo, entonces, las sustituciones quedan excluidas de 
nuestro uso. Por otra parte, posteriormente, por ejemplo, hablaremos sobre la 
gustitución de un número en un polinomio, pero esto sirve solamente de argu- 
mento complementario en favor del acuerdo terminológico indicado. 

' ón se nocesitan algunos argumentos más, se pueden hallar en la literatura 
científica, 


En forma desarrollada y explícita, la permutación xn: ¿=> x (i), 
i=1,2,..., n,se representa con el símbolo de dos filas 


as 
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que indica totalmente todas las imágenes 
12s..o RA 
A 
$1 lg +... ly 
donde ia =x (k), k=41,..., n, son los símbolos permutados 
1, 2,..., n. Como siempre, e es la permutación unidad (aunque 
es letra del alfabeto latino): e (i) = i, Vi. 
Las permutaciones g, 1€ S, se multiplican de acuerdo con la 
regla general de composición de aplicaciones (01) (¿) = «a (1 (i)). 
Por ejemplo, para la permutación 


1234 bd 
lazy 1): “E l4 3 24 


tenemos 
1234 
1234 Edo 1337 pa 
rm ( 34 ale 3214)7371]7 34M 43 al 
1432 


Al mismo tiempo 


Ab il 123 4 
.0=(, 3 2 1) 23 4 )=e 2 1 4) 
así que OT]éT0. 


A veces, junto con el grupo G escómodo examinar el llamado grupo opuesto. 
Si G es un grupo en relación a la operación binaria o: (f, g) — f o g, entonces, 
es también un grupo respecto a la operación «: E £) — g of. El grupo con ope- 
ración contraria se designa Gv?. Este hecho refleja la simetría de los axiomas 
de grupos, en los que se habla de invorsos bilaterales y de unidades bilaterales. 
El axioma de asociatividad también es simétrico. En particular, en el grupo: 
so. so establece la regla de multiplicación de dos permutaciones, en el sentido 


corriente de izquierda a derecha. Si hubjéramos escrito 10 o ¿? en lugar de ol es 
== Y (i), entonces, costo también hubiese sido habitual para nosotros. 


Hallemos el orden del grupo S,. Con la pormutación o, el sím- 
bolo 1 se puede llevar a otro cualquiera o (1), para lo que existen, 
exactamente, n posibilidades distintas. Pero, fijando a u (1), tenemos 
derecho de elegir en calidad de gu (2) solamente a uno de Jos n — 1 
símbolos restantes (en total, pares distintos de o (1), a (2), se tienen 
(n —0 + (n—0+... + (n—4) =nm (n — 4), en calidad de 
a (3), respectivamente n — 2 símbolos, etc. 11 total de Jas elecciones 
posibles a (1), 0 (2), ..., 6 (n), y, por consiguiente, de todas las 
permutaciones posibles, resulta r (n — 34)... 2-1 = nl! (factorial 
de n). De este modo, 


Card S, = 1%, | = (S,:e) = nl. 
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Descompunemos ahora las permutaciones de S, en productos 
de permutaciones más simples. La idea de la descomposición la 
explicamos esquemáticamente en el ejemplo de las permutaciones 
anteriormente mencionadas O, TES: 


La permutación O, brevemente se escribe en forma a = (1234) o, lo 
que es lo mismo, en forma a = (2341) = (3412) = (4123), y lleva 
el nombre de ciclo «de longitud 4, mientras Ja permutación t = (14) 
(23), es el prodnclo de dos ciclos independientes (no intersecados) 
(14) y (23) de longitud 2. Observemos, que 0? = (13) (24), dt = 
= (0 =e, 4 =e. 

raid al caso general, llamamos a dos puntos i, F € Q equiva- 
lentes respecto al subgrupo cíclico (1) < S,, o sencillamente n-equi- 
valentes, si =wW ($) =x3a(... ui) ...) para algún s € Z. Como 
S, es un grupo finito, entonces, cada uno de sus subgrupos también 
es finito. Por el teorema 3, en el caso en que Card (1) = q, se puede 
considerar que ÚÓ X< 5 < q. Estamos en presencia de relaciones refle- 
xivas, simétricas y transitivas (vénse el punto 2, del $ 6 del cap. 1), 
por cuanto ¿=N' (0)=e (0D, ¡=*()=>i=n*() y j= 
=uW (0), k=3at (1) >k =w*! (¿). En correspondencia con la 
propiedad goncral de relaciones de equivalencia, obtenemos la 
partición 


2=QU-... U Lp (1) 


del conjunto Q, en*clases %,, . . ., fp, disjuntas de dos en dos, 
a las que se acostumbra llamar también n-órbitas. Este nombre está 
plenamente justificado. Cada punto ¿€ Q Ypertenece exactamente 
a una Órbita, y si¿i€ Q,, entonces Q, está compuesto de imágenes 
del punto ¿con la operación de potencias del elemento x: é¿, xt (i), 
A (9 PA an! (2). Aquí, l, = | a] es la longitud de la rr-órbita 
de Q,. Evidentemente, tl, <q = Card (1) y séh (1) = í, además, 
1, es el menor número que posee esta propiedad. Haciendo 


o en ER)... an? () 
7, se (im (e)... an? (1) > (. (1)? (8)... aunar 0) 


llegamos, precisamente, a la permutación llamada ciclo de lon- 
gitud ln. 
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Es cuestión de gusto y comodidad, escribir (123... o 
(1, 2,3,..., 2), separando los símbolos con comas. El ciclo x, 
deja en su lugar a todos los puntos del conjunto £2x.Q,, y a (1) = 
= Ta (f) para cualquier punto ¿€ N,. Esta propiedad nos da pie 
para llamar a los xI,, ty, s3€t, ciclos independientes o disjuntos. 
Como xk (1) = i para ¿€ Q,, entonces, ni =e, 

Así que, con la partición (1) se asocia la descomposición de la 
permutación n en el producto 


Mi = TyMa -.. Tp, (2) 


donde todos los ciclos son permutados: nn = MM ..- Mp = 
=> Ti Tio . .. Vip- 

Se puede considerar, por ejemplo, que l, >l¿ >... > lm > 
> mr = ...=l>=l. 

Si el ciclo sm, = (i) tiene una longitud 1, entonces, opera como 
una permutación unitaria; es natural omitir tales ciclos en el pro- 
ducto (2): 

7N= Mig. «Mm l>i1, 1<k<m. (3) 


Por ejemplo, la permutación 


12345678 
a=(, E 5) ES: 
la escribimos de forma 
1 == (12345) (67) (8) = (12345) (67). (4) 


Alguna dificultad provoca el hecho de que (12345) (67) puede 
ser interpretada como una permutación de S, para cualquier n >7, 
sin embargo, cuando » está dado, no hay ninguna ambivalencia. 

Más exactamente, sea que junto con la descomposición (3), te- 
pemos otra descomposición n= %¡%z ... 4, en productos de 
ciclos independiente, además sea ¿ un símbolo que, cuando se efectúa 
la operación n, no queda en su Jugar. Entonces, 1, (i) + i, a, (1) + 
para uno (y sólo para uno) de los ciclos 1t,, . . ., Mn y para uno de 
los 4,, . . ., Ar. Tenemos 


ak (i) >. nu (i) =07 (1), k=0, 1,2, +... 


Pero un ciclo se determina univocamente por la operación de su 
potencia sobre cualquier símbolo, que no se conserve en su lugar. 
En consecuencia, 1, = A, Más adelante se aplica inducción sobre 
moot. 

Asi, hemos demostradu el 

TEOREMA 4. Cada permutación n += e en ÑS,, es un producto de ciclos 
independientes de longitud > 2. Esta descomposición en un producto 
está definida unfrocamente, exactamente hasta el orden de recorrido 
de los ciclos. 
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bw, La escritura compacta (3) de la permutación sn, a la que se hace 
mención en el teorema 4, es cómoda por muchas razones. En parti- 
cular, permite, encontrar fácilmente el orden de una permutación. 

COROLARIO 1. El orden de la permutación rx € S, (= al orden del 
subgrupo cíclico (n)) es igual al mínimo común múltiplo de las longi- 
tudes de los ciclos Independientes, que entran en la descomposición 1. 

DEMOSTRACION. Ántes ya se observó que los ciclos independientes 
en la descomposición 1 = stjitg . - . Tm son permutables, o, como 
también se dice, conmutan. Por eso, de acuerdo a la relación (4) 
del $ 1, 

T=38"““...n, s=0,1,2... 

Como los ciclos t,, .. ., Stm Son independientes (operan en distintos 
conjuntos Q,, ..., (Qm), entonces, nó =e<=> ni =e, para k = 
== 1, ..., m. Luego, g es un múltiplo común de los ciclos xa, los 
que, como vimos, coinciden con sus dimensiones l/,. Si q es el menor 
número natural, para cl cual 12 =e, entonces, q = Card (11) y 
q = m.c.m. (l,, .. ., ¿m) es un número entero, definido en el punto 
2, delz 8 del cap. 1. Véase también la frase al final del punto 3.8] 


Por ejemplo, inmodiatamente podemos decir que, el orden de las permuta- 
ciones del tipo (4) os igual a 10. ¿Y cuál es el máximo orden do los alementos 
de Sy? Eligiendo las particiones del número 3 en sumandos positivos, dispueatos 
en orden no decreciente, llegamos a la conclusión, que los órdenes «de los elermon- 
tos een $, son dados por los númeras enteros 2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 12, 15. 
En calidad de elemonto de máximo orden 15 so puede tomar, por ejemplo, la 
permutación = (12345) (078). 


DEFINICION El ciclo de longitud 2 se llama ftrasposición. 

Cualquier trasposición tiene la forma t = (ij) y deja en su lugar 
a todos Jos simbolos, distintos de ¿, f. Del teorema 4 se deduce el 

COROLARIO 2. Cada permutación 1 € SÍ, es producto de trasposiciones. 

En efecto, en virtud del teorema 4, es suficiente escribir en forma 
de productos de trasposiciones, cada uno de los ciclos. Pero esto 
se puede hacer, por ejemplo, así: 


(12...1—1D=(1D(11—40.. (13) (12). P 


La afirmación del corolario 2 se puede expresar de otro modo, 
utilizando el concepto de sistemas generadores de grupos (véase el 
puuto 2) 


Sn = (12) ..., (Un), (23) ..., (2n), »..., (Mn — 18). 
Por supuesto, este sistoma de generadores no es mínimo. Por ejemplo 
S. = ((12), (13), (3 = ((12), (13). 


En consecuencia, no se puede hablar de ninguna unicidad de escritura 
de una permutación por medio de trasposiciones: las trasposiciones, 
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hablando en general, no conmutan, y su número no es invariante 
de la permutación. Por ejemplo, en $, tenemos 


(123) = (13) (12) = (23) (13) = (13) (24) (12) (14). 


Por otra parte, la multiplicidad de la descomposición se aprecia 
de Ja igualdad otr? = 9 para cualesquiera trasposiciones O y ?T. 
No obstante, un invariante de descomposición de permutaciones 
por medio de trasposición, pese a todo, existe. A fin de poder des- 
cubrirlo, en la medida de lo posible, de un modo natural, conside- 
remos la operación S, sobre las funciones. 

DEPINICION. Sean, NES, y Íf(X,, ..., Xn), funciones de cuales- 
quiera rn argumentos. Suponemos 

( 2 Y) (X1, . . .y An) E Í (Xx -«0» e... Xa-=%n)- (5) 
Se dice, que la función g = no fse obtiene por operación de xn sobre f. 

Por ejemplo, si a = (123) y f(X,, Xy, X¿) = X, + 243 + 
+ 3Xj, entonces, (mo f) (Az, Xq, Ag) = Xy + 2X + 245. 

En correspondencia con el $ 1 del cap. 3, la función f se llama 
antisimétrica, si tof= —f, para cualquier trasposición tE Sa, 
o sea, 

y Xp . . «9 Xa, ..)==—f(... Xy o... .p A 

LEMA. Sean a, $ dos permutaciones cualesquiera de Sa. Entonces 

(af) of =w0 (ue f). 

DEMOSTRACION. En correspondencia con la rolación definitoria (5) 

tenemos 


((a8) 2 1) (X,, . . 2.) Xa) > Í (Lag wm. e...» XAtagr” tiny) == 


E f(Xga, Gr. -» > TO (n) =f (Ata to» 0 a Xota“tn) == 
= (Bo (Xartrr + .» Xan) = (00 (Boff) (Az, -. «o An). 
TEOREMA 5. Sea n una permutación de S,, 


TM = T¿Ta +. - Th (6) 
alguna descomposición de nx en un producto de trasposiciones. Entonces, 
el número 

lg = (y, (7) 


denominado paridad de xr (o de otro modo: signatura o signo de x) 
queda totalmente determinado por la permutación nr y nu depende del 
modo de descomposición (5), o sea, la paridad del número entero k, para 
la permutación dada x, es siempre la misma. Además, 
las = £als (8) 
para todos los a, P € S». 
DEMOSTRACION. Tomamos una función antisimétrica arbitraria 
f, de n argumentos X,, ..., Xn. Por el lema, la operación de x 
sobre f se reduce a una sucesiva aplicación de trasposiciones Th», 
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Th-1> » - -» Tip O sea, a k repetidas multiplicaciones de f por -—1: 


nofmlt, ... Tr) o l(tr0f) > 
= (mo (A = a, 


Como el primer miembro de esta relación depende de +, pero no de 
ninguna de sus descomposiciones, entonces, y la aplicación €: 1 —» 
En, dada por la igualdad (7), debe determinarse totalmente por la 
permutación au con la condición, claro, de que f no sea una función 
idénticamente nula. Pero sabemos, que existen funciones antisimé- 
tricas distintas de cero; por ejemplo, el determinante de Vander- 
monde A, (X,, ..., An) de orden n. 

La aplicación a una función f, de las permutaciones af de acuerdo 
a la regla expuesta en el lema, da 


tap] = (aB)of =a0U0 (Pof) =0u0 (egf) = Ep (ua 0 f) = 
== Es (84) = (€atp) Í, 


de donde se obtiene la relación (8). P 

DEFINICION. La permutación sr € S, se llama par, si ta = 1, e 
impar, si et, = —1. 

Do la definición se deduce, que todas las trasposiciones son per- 
mutaciones impares. 

COROLARIO 1. Todas las permutaciones pares de potencia n forman 
el subgrupo A, <S, de orden nl/2 (se llama grupo alternado de 
potencia n). 

DEMOSTRACION. De acuerdo con (8), typ = 1, si ta = Es = 1, 
Y €r-1, == lx, por cuanto €, = 1. Como A, es un subconjunto en $,,, 
entonces, todos los axiomas de grupo se cumplen. 

Escribamos S, en forma de unión S, = A, U A,, donde A, 
es el conjunto de todas las permutaciones impares de potencia rn. 
La aplicación de S en sí misma, definida por la regla 


Pra: 7 —(12) x, 


es biyectiva. Es inyectiva: (12) a = (12) Pf > xa = fi; a continua- 
ción, empleando el teorema 3 del $ 5 del cap. 1, se puede sencilla- 
mente notar, que (p(2)? es una aplicación idéntica. Como tqya = 


luneta = —Esn, , entonces, P12) Ar = An PasyAn == Án- Quiere 
decir, que el número de permutaciones pares en S,, coincide con 


el número de permutaciones impares, de donde | A, | = 715, 


=>. A 
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COROLARIO 2. Sea la permutación 1 E Sy, descompuesta en un pro- 
ducto de ciclos independientes de longitudes l,, lo, ..., Ln. Entonces 


m 
> (4-10 
27 (— 19 : 

Efectivamente, según el teorema ) tenemos Ex = la, -.. »m = 
= Ex... lu. Además, En, = (yan? por cuanto rx se escribe 
en forma de producto de l, — 1 trasposiciones (véase la demostra- 
ción del corolario 2 del teorema 4). Definitivamente, 

mv 
Y 1-1) 
l1—1 li 71 k=1 
81 = (1497... (1) =(—i) . Y 


Para finalizar, a fin de descansar de cosas serias, examinewmos el conocido 
juego de «quince», Quince fichas enadradas. planas, de igual medida, nuracradas, 
se distribuyen cn un tablero ensadrado, dividido en 16 canipos de iguales dimea- 


Fig. 12 


siones que las fichas. Queda libre un campo, utilizando el cual, se pueden mover 
las fichas en forma horizontal o vertical (sin sacarlas del tablero). Se requiere, 
a partir de una distribución inicial, arbitraria, duda de las fichas (véase la 
fíg. 12, a; en la posición inicial, se puede considerar campo Mbre al ángulo infe- 
rior derecho), pasar a una distribución correcta (véase la fig. 12, 6). ¿Cuándo 
es posible dar este paso? La teoría elemenlal de los grupos «mató» a este juego 
en su pleno e: «de salón». Con las figuras a) y hb) se usocia la permutación 
n € S,s. No es difícil convencerse (de cualquier modo, se recomienda convencerse) 
de que la distribución correcta es alcanzable si, y sólo si, Ja paridud e de la per- 
mutación sr es igual a 1, o sea, si x € Ayg. 


EJERCICIOS 


í. Mostrar, que si M = ($) es un monoide, engendrado por el conjunto S 
y cada elemento s€ $ es invertible eun M, entonces, M es uu grupo. 

2. Grupo, es un monoide G con elemento neutro, en el cua) las ecuaciones 
del tipo az = ), ye = b tienen solución única para cualquier a, b € G. Demos- 
trar esta afirmación. 

3. Mostrar, que el conjunto A, (R) de las llamadas transformaciones ajines 
Poy ze» az + b(a, DER; a 40) de la recta real R, forma un grupo con 
ley de multiplicación Pa. Ped = Pacad+h: En el grupo A, (R) está contenido 
e] subgrupo de los «desplazamientos puros» : —» x -- b 
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4. Yl grupo SL (2, Z) contiene los elementos A = j¡L2 3, Bn 
= 1.9 1 | de órdenes 4 y 3, respectivamente. Mostrar, que (4B) es un 
subgrupo cíclico infinito en SL (2, 7). De este modo, el producto de dos elemen- 
tos de orden [finito en el grupo G, no son necesariamente elementos de un grupo 
finito. ¿Y cómo es la cosa en un grupo abeliauo? 

$. Demostrar, que el grupo G de orden par | G|] == 2n nece3ariamente con- 
tiene un elemento g > e do orden 2. (Indicación. Considerar la partición de 
G en pares g, 8”). 

6. Demostrar, que S, == ((12,), (13), ..., (fn)). 

7. Demostrar, que Sy, = ((12), (123, ..., n)). 

8. Demostrar, que el grupo alternado A», n > 3, es engendrado por ciclos 
de longitud 3, además, efectivamente, 


Án =n (1239), (124), o...) (12n) de 
9, Hallar el signo de la permutación 


4 2 3 200 n—1 n 
nm (, n=—fi n—2 ... 2 17” 


10. SeaQ = (1, 2, ..., n), Q X Q un cuadrado cartesiano. Llamaremos 
al par (1. )€ Q X Q, inversión en relación a la permutación O € Sa (brevemente: 
T-nversión), si 1< ¿, pero 0 (¿)> 0 (j). Hacemos 


¿ a (1) —a (i) 
ms 1. RA 
iGicicn 


Como (a ()) — O (1). (4 — ¿) es un número racional distinto de cero, siendo nega- 
tivo exactamente cuando (t, j) os g-inversión, y como O: Y — Q es una aplica- 
ción hbiyectiva, entonces, sen O = (—1), donde k es el número general de las 
d-inversiones. Si T = (if) es una trasposició», entonces, sgn T= —1. Como 
es fácil ver, 


AA AAN ATA 
TI A AS E A 


NX...6()...0(1)...)? 
así que la g-inversión (1, j) deja de ser inversión en relación a la permutación 
to, donde T= (9 (0H a (1d) es una trasposición. Mostrar, que se encuentran k 
trosposiciones T,, . . .. Ti. para las cuules TpTh1 - -. 7,9 = e, cs una permuta- 
ción unitaria. Por consiguiente, O == T, ..., Tp. Ta, y sgno = (—1) = eo 
“0n dos designaciones, con igueles atributos, de una misma invariante de permu- 
tación; sgn (del latín signum: signo). Hemos obtenido otra forma cómoda para 
determinar cl signo de una permutación. Digamos, en relación a la permuta- 
<ión (4) que el conjunto de inversiones se compone de cinco pares (1, 5), (2,5), 
(3.9). (4,5), (6,7), así que sin x = —1. Prácticamente, la cuestión se reduce 
a calcular, en la fila inferior de la permutación sx, la cantidad de números f, 
mayores qué (. pero que se encuentran antes de ¿, para i¿=4, 2, ..., a —1. 

11. Demostrar, que cl subconjunto uo vacio Y del grupo (multiplicativo) 
finito G, es un subgrupo, si ff es cerrado con relación a la multiplicación. Signi- 


fica, en el caso dado, que la exigencia de que en 4 oxistan el elemento unidad 
«e, y el inverso “A para cada h € HT, resulta superflua. 
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12. ¿Qué sistema de generadores se puede proponer para el grupo multi- 
plícativo ((j+, -) de los números racionales positivos? (Indicación. Utilizar el 
teorema fundamontal de la aritmética, del $ 3 del cap. 1). ¿Existe ono en ((Q,, -) 
un sistema de generadores finito? 

13. Demostrar, que la k-ésima potencia n* del ciclo x = (12 ... n) € $, 
es el producto d = m.c.d. (n, k) de los ciclos independientes, cada uno de los 
cuales tiene una longitud q = m.c.m. (a, d) = níd. 

14, Sean A, B € M, (R) y (48)? = E, para ulgún uúmero entero m. 
¿Es cierto, que (B4)" == E? 


$ 3. MORFISMOS DE LOS GRUPOS ae 


1. Isomorfismos. Como ya se indicara antes, tres rotaciones (qp. 
1» Pz, en sentido contrario a las agujas del reloj, en los ángulos de 
0%, 120%, 2407, trasladan el triángulo equilátero P, sobre sí mismo. 


Fig. 13 


Pero se tienen todavía tres transformaciones axiales de simetria (de 
reflejo) Yi Ve Yy con los ejes de simetría 1— —41”, 2 —2, 
3— —3', indicados en la fig. 13. Todas las seis transformaciones 
de simetría corresponden a las permutaciones en el conjunto de los 


wértices del triángulo. Obtenemos 


Po “ €, P (123), QP (132) 
Y — (23), ya — (13), Ya — (12). 


Como no hay otras permutaciones de potencia 3, entonces, se puede 
afirmar, que el grupo D, de todas las transformaciones de simetría 
del triángulo equilátero, manifiesta una gran similitud con el grupo 
simétrico Sy. 

En este mismo sentido, son cercanos entre sí los grupos cíclicos 
Cn (véase el ejemplo en el punto 3del$ 2) y ((12.... rn) <Sp. 
Estos hechos, así como Jas meditaciones generales sobre grupos, 
no pueden no conducir a una pregunta natural, acerca de las propie- 
dades más esenciales de los grupos. Á primera vista, una información 
completa está contenida en la tabla de multiplicación del grupo G, 
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Mamada tabla de Cayley 
| £1 61 + 8n 


Ex Elli 1 *** £iln 
En S8a£1 Bala ***' Esén 
An Enfrt £n52 £nóén 


DO) do. o. .. o... 0... .02.2.0.e. . +. ..eoo7s6 


Realmente, muchas rogularidades de los grupos pueden ser per- 
cibidas al examinarse la tabla de Cayloy, o, lo que es lo mismo, Ja 
matriz 17 = (mm; (de dimensiones 1 X n, si n = (G:e)) con ele- 
mentos M¡¿; = 248; € E. Sabemos, por ejemplo, que en cada fila y en 
cada columna de la matriz VW, cunlquior elemento del grupo G se 
encuentra exactamente una vez (véase más abajo, la demostración 
del teorema 3). El grupo G es abeliano si, y sólo si, la matriz M 
es simétrica, o sea, si m¿y = my. Esta lista de propiedades se podría 
continuar, pero, sin embargo, comparar dos tablas pará grupos 
G, G” de igual orden, es relativamente difícil, porque la forma de 
la matriz 17 depende de la numeración (ubicación) de los elementos 
del grupo, y ya en el caso de grupos infinitos, la situación se complica 
aún más. 

El modo más correcto y más radical de abordar el problema de 
la diferenciación (o, par el contrario, de la identidad) de los grupos 
G y G, lo propone el concepto de isornorfismo. 

DEFINICION. Dos grupos G y G”, con oporacionos «+ y o se llaman 
isomorfos, si existe la aplicación f: G >" tal, que: 

(i) fla x b) =f (a) o [(b), para todos los a, bEG, 

(11) f es biyectiva. 

El lecho de isomorfismo de grupos, frecuentemente se designa 
con el símbolo G = G”. 

Mencionemos las propiedades más sencillas del isomorfismo. 

1) La unidad pasa a unidad. Efectivamente, si e es unidad en el 
grupo G, entonces, ¿xa =ax*e = a, en consecuencia f (e) » f (u) = 
= f (a) of (e) = f (a), de donde se deduce, que f (e) = e”, unidad 
del grupo G”. En esto razonamiento fueron utilizados, aunque parcial- 
mente, ambas propiedades de f. Para la (i) esto es evidente, y la 
propiedad (ii) garantiza la sobreyectividad de f, así que, con los 
elementos de f (g), se completa todo el grupo G”. 

2) (ar?) = j (a)?. Efectivamente, de acuerdo a 41), f(a)o 
of(u7d) — f(ax ar) =f (e) =e”, que cs unidad en G”, de donde 
Fla)! =f (a) 2e = f (a) o (f (a) o f (a“!) = 

= (f (a) 0 / (4) of (a7?) =e of (a?) =/ (a). [Ph 
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3) La aplicación inversa ft: GF —G (existente en virtud de la 
propiedad (ii), también es isomorfismo. 

En razón del corolario del teorema 2,$ 5,cap. 1, hay que conven- 
cerse solamente de la legitimidad de la propiedad (i) para f7?. Sean, 
a', b' EG'. Entonces, en vista de Ja biyectividad de f, teucmos 
a' =f(a), bd” =f(b) para algunos a, bE€ G. Por cuanto f es ¡iso- 
moría, a ob' =f(a)of (b) =f (a « b). De aquí, tenemos, a. b = 
= fl (a' o d'), y como, asu vez, a = f7! (a), b = f"* (b"), entonces, 
pa ob) 4 (0%) «$ (05). 

Una sencilla comprobación muestra, que la relación —, establecida por 
nosotros entre log grupos Da y Sy, es realinente un isomorfismo. 

En calidad de aplicación isomoría f, del grupo imultiplicativo (R,, - 
de todos los números reales positivos sobre el grupa aditivo (R, --) de todos 
los números reales, puede servir f = ln. La conocida propindad del logaritmo 


Iníab = In a + ln b, precisamente modela la reo (i) en da definición 
de fsomorfismo. Como inversa f, sirve lu aplicación 3: >» e*. 


Demostremos ahora dos teoremas generales, que ilustran sobre el 
papel! del isomorfismo en la teoría de los grupos. 

TEOREMA 1.Todos los grupos cíclicos de un mismo orden (incluso, 
infinito) son isomorfos entre sí. 

DEMOSTRACION. Efectivamente, si (g) es un grupo cíclico infi- 
nito, entoncos, todas las potencias g” del generador g son distintas, 
y obtenemos el isomorfísmo f: (g) —(%, +), haciendo g” =>» 
=> [f (g) =n. Ja biyectividad de f es evidente, y la propiedad 
FEE) =7F (87) +7 (g”), se deduce del teorema 2 del $ 2. 

Sean ahora, G= (fe, g, .... 81) y CU =(e, gl .-., (89) 
dos grupos cíclicos de orden q (no distinguimos las operaciones en 
G y G”). Definimos la aplicación biyectiva 


f: gg Y, *=0,4, .... q —l. 


Haciendo, n + m=lkq+r,0<r<q—1, para cualesquiera nr, 
m=0,1,..., q — 1 y razonando como al demostrar el teorema 3 
del $ 2, tendremos 


pg) =] (8) = (EY = (8 = (87 (817 =1 (801 (). MP 


TEOREMA 2 (de Cayley). Cualquier grupo finito de orden n, es iso. 
morfo a cierto subgrupo del grupo simétrico S,. 

DEMOSTRACION. Sea (G nuestro grupo, n = |G |. Se puede consi- 
derar, que S, es cl grupo de todas las aplicaciones biyectivas del 
conjunto G sobre sí mismo, debido a que la naturaleza de los ele- 
mentos, permutados con los elementos de S,, no os esencial. 

Para cualquior elemento a € Gexaminamos la aplicación Ly: € => 
—> G, definida por la fórmula 


Lo (g) = ag. 
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Sie = Er, 89, - - -» En, son todos los elementos del grupo G. enton- 
CeS, A, UEg, » . «, 4gn, serán los mismos elementos, pero dispuestos 
en algún otro orden (irecordemos la tabla de Cayley!). Esto es com- 
prensible, por cuanto 

ag, = ag, => a? (ag;) = a”? (agy) > (ata) gí = (ata) gy >81= Ej. 
Esto significa, que £, es una aplicación (permutación) biyectiva,. 
cuya inversa será £;* = Lo 4. La aplicación unidad es, hatural- 
mente, £,. 

Utilizando de nuevo la asociatividad de la multiplicación en G, 
o ee Las (8) = (ab) g = a (bg) = Lo (Log), o sea, Lap = 
— Egr y. 

Así, el conjunto £,, Lg,, - - -» Eg, genera un subgrupo, digamos 
H, en el grupo S (G) de todas las aplicaciones biyectivas del con- 
junto G sobre sí mismo, o sea, en S,. CUenemos la inclusión Y CS, 
y tenemos la relación L: a > Ly € HH, que posee, por lo dicho antes, 
todas las propiedades de isomorfismo. 

El teorema de Cayley, no obstante a su sencillez, tiene gran 
importancia en Ja teoría de grupos. Fl destaca un cierto objeto 
universal (la familia fS, |]n =41, 2, .. .) de grupos simétricos), 
que es contenedor de todos los grupos finitos en general, considerados 
con exactitud hasta el isomorfismo. La frase « con exactitud hasta 
el isomorfismo » no sálo refleja la esencia de la teoría de grupos, 
que pretende reunir en una clase a todos los grupos isomorfos, sino 
y de las matemáticas en su conjunto, las que, sin tales generaliza- 
ciones, carecerían de sentido. 

Haciendo G” = G en la definición de isomorfismo, obtenemos la 
aplicación isomoría q: G—> G del grupo G sobre sí mismo. Ella se 
llama automorfismo del grupo G. Por ejemplo, la aplicación unitaria 
€c: € — E (más adelante indicada por medio del 1), es un automor- 
fismo, pero, como regla, G posee también automorfismo no trivial, 
La propiedad 3) de las aplicaciones automorfas muestra, que la apli- 
cación inversa en relación a un automorfimso, también será un auto- 
morfismo. Si, luego, q, Y son automorfismos del zrupo G, entonces, 
(p op) (ab) = q (y (ab) = q (y (a) y (0)) = (q ep) (a) x (0 o y) (b) 
para cualesquiera a, > € G. Por consiguionte, el conjunto Aut (G) de 
todos los automorfismos del grupo G fenera el grupo—subgrupo del 
grupo S (G) de todas las aplicaciones biyectivas G —= G. 

2, Homomorfismos. En el grupo de automorfismos Aut (() 
del grupo G hay un subgrupo especial. El se designa con el simbolo 
Inn (G) y se llama grupo de automorfismos internos. Sus elementos 
son aplicaciones 


T.:g > aga”. 


Un pequeño ejercicio muestra que 7, efectivamente cumple todas 
las propiedades, que se requieren de los automerfismos, además 
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ll? = Ia Zo =1 es el automorfismo unidad, 


Tool, =Jow (porque (Z¿o To) (g) = La Uy) (8) = 
= JJ, (bgb”*) = abgbrta”! = abg (ab)”* = Ia, (E)e 


La última relación muestra, que la aplicación 
f: G — Inn (G) 


del grupo G” sobre el grupo Inn (G), de sus automorfismos internos, 
determinada por la fórmula f (a) = f,, a € G, posee la propiedad (i) 
de la aplicación isomoría: f(a)of(b) = f (ab). Sin embargo, Ja 
propiedad (ii), en este caso, no se cumple necesariamente. Si, por 
ejemplo, G es un grupo abeliano, entonces, «ga”* = g para todas 
las a, g EG, así que £¿ = 7,, y todo el grupo Inn (G) está compuesto 
de un solo elemento unidad /,. Esta circunstancia hace natural la 
siguiente general 

DEFINICION, La aplicación f: G >G'” del grupo (G, ») en (G', o), 
se llama homomorfismo si 


flaeb) =f(a) 0] (b), Va, bEG 


(en otras palabras, en la definición de isomorfismo se suprime la 
propiedad (ii)). 
Se llama núcleo del homomorfismo f el conjunto 


Kerf = [g EG |f (2) =e', unidad del grupo G'). 


La aplicación homomoría de un grupo sobre sí mismo, también 
se llama endomorfismo. 

En esta definición, de f no sólo no se exige biyectividad, sino 
que tampoco se requiere sobreyectividad (o sea, ser aplicación « so- 
bre »), lo que por otra parte, no es muy esencial, puesto que siempre 
se puede uno limitar al examen de la imagen Im —=G”, que es, 
evidentemente, subgrupo en G”. La principal distinción del homo- 
morfismo de f con respecto al isomorfismo, se reduce a la existencia 
de un núcleo no trivial Ker f, que es, por así decirlo, la medida 
de la no inyectividad de f. Pero si, Ker f = (fe), entonces f: G > 
> Im f, es isomorfismo. 

Notemos, que 


f(a) =e, f(b) =e >f(ar b)=](a)0/(b) =e oe =e' 


fla?) =f (a)? == (e)! =e”. 


Por eso, el núcleo Ker f es subgrupo en G. Sea JJ] = Kerf cG. 
Entonces (ahora omitimos los signos «* y o): 


f(ehg”) =/J(8 (M4) (e) =71 (0) ef (8)? =e*, 
Vh € H, g EG, 
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o sea, ghg”* € IT y, por consiguiente, g//g”*H. Reemplazando aquí 
g por g71, obtenemos gig <= H, de donde H <gHg”. Así que, 


gHgt =H, We €G. 


Los subgrupos que tienen estas propiedades se llaman normales (tam- 
bién los Jlaman subgrupos invariantes, o divisores normales). Así, 
temos demostrado el 

TEOREMA 3. Los núcleos de los homomorfismos siempre son subgrupos 


normales. Y 

La importancia de este hecho la evaluaremos en la medida nece- 
saria considerablemente más barde. lor ahora apuntemos, que no 
todo subgrupo es normal en G. 1%or ejemplo, en $, el subgrupo cí- 
clico ((123)) == Ay, es normal, pero ((12)? = (e, (12)) no lo es tal 
(no se recomienda Mlamar a ((12)) «subgrupo no normal»). 

3. Vocabulario. Ejemplos. Cabe anolar, que los términos «apli- 
cación sobreyectiva» (aplicación e«sobre»), inyectiva (aplicación de 
inclusión), biyectiva (aplicación biunívoca), empleados para las 
aplicaciones de cualesquiera conjuntos (sin operaciones), en el caso 
de los grupos (y en el caso de otros sistemas ulgebraicos) son roem- 
plazados por los términos correspondientes de epimorfismo (homo- 
morfismo «sobre»), moromorfismo (homomorfismo con núcleo uni- 
tario), isomorfismo (homomorfismo biunívoco, epimorfismo y mono- 
morfismo conjuntamente). Existe la tendencia a reemplazar homo- 
morfismo por el término morfismo. Es úlil tener on vista este voca- 
bulario al leer literatura matemática, pero al principio, quienes Jo 
«dleseen pueden arreglarselas con dos términos: isomorfismo y homo- 
morfismo con el agregado de las partículas «sobre» y «en». 


Como complernento de Jo considerado arriba, damos algunos ojemplos 
más de morfismos de grupos: 

1) El grupo aditivo de los números enteros Z:, homomórficamente se repre- 
senta sobre el grupo cíclico finito (g) de orden q, si hacemos f: n r> g” (véase 
el toorema 2 del $ 2). En coste caso, evidenteinonte, Kor / [lq] 1 € 7). Efecti- 
en bl Pub gue (1) < Ker f. La inclusión inversa se deduce del teore- 
ma 3 del $ 2. 

2) La aplicación f: R — 7 =SO (2) del grupo aditivo de los números reales 
sobre el grupo 7 de rotaciones del plano con un punto fijo 0, dada por Ja fórmula 
f (MM) = 0, (1) es rotación on sentido contrario a las agujas del reloj, en el 
ángulo 2%), cs honmonmoría. Como Dz o Y, = Dryu, y el giro en un ángulo 
múltiplo de 2 7, coincide con el giro unitario (on un ángulo nulo), entonces, 
Ker/-= (2nn| n€ 7). Se dice también, que f es un homomorfismo de ' en 
la circunferencia S' de radio unitario, por cuanto se tiene correspondencia biuni- 
voca entre Dd, y el punto en S* con coordenadas polares (1, 2714), OZ A < 1. 

3) El grupo linea] completo GL (n) du las matrices reales A ((o sea, de las 
matrices con cocficientes en R) con determinantes det A distintos de cero, homu- 
mórficamente se representa sobre el grupo multiplicativo R*. de los números 
reales distintos de cero, si se hace f = det. La condición de homomorfismo 
(AB) = 1 (4)f (8) es sólo otra [formulación distinta del teorema 5 del $ 2 
del cap. 3. Por definición, SL (n) = Kerf. 
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4) Consideremos cl grupo cíclico Cy = (-1) = (1, —1) de orden 2. 
Si so quiere, se puede dar en forma abstracta como una tabla de Cavley 


La aplicación S, — Cy con ayuda de nuestra conocida Junción € == sgn : Tr» Ex 
(el signo de la permutación 1) es un homomorfismo del grupo simétrico $, 
sobro C:¿. Además, de acuerdo a la definición de grupo alternado, Koer e = A,. 
9) Un grupo infinito puede ser isomorfo de su verdadero (propio) subgrupo. 
Efectivamente, el grupo aditivo (Z, +-) contieno al subgrupo propio nZ = 
= (nh |] € 3), dondo n > 1 es un número natural dado. Es fácil vorificar 
que la aplicación gn : 2 > n2, está determinada por la relación g, (%) == nk 
es un isomoriismo. l)e paso notemos, quo Z y n7., son grupos cíclicos infinitos, 
on los cuales de generador sirven 1 « —1 y no —n, respectivamente; por eso, 
£n y la aplicación k »> —nk agotan todos los isomorjismos de Z => ní. 

6) El grupo Aut (G) e incluso un elomento no unitario p € Aut (G) aislado, 
pueden servir de fuente de importantos informaciones sobre el grupo G. Ho aquí 
un ejemplo claro de esto tipo. Sea G un grupo finito, en el cual opora un auto- 
morfismo de orden 2 (q* = 1), sin puntos fijos: 


a *e=zq(e) +. 


Presu pongamos, que q (a) a! = q (b) b-12 para algunos a, b€ G. Entonces, 
luego de multiplicar a osta igualdad a la izquierda por q (b)—! y u la derecha 
por a, obtenemos Q (b)"! y (a) = bYe. o sea q (b-la) = ba, dae donde dla = 
== eyb= «. Así, q (a) a hace el recorrido, junto con e, do todos los elementos 
del grupo G, o, loyueos equivalente, cualquier olemento g € G se escrihe de la 
lormu g = q (a) a”*, Pero on tal caso. q (1) = P (p (1)) q (a7*) = q (a) y (a71)= 
= ap (a)! = (o (a) a7)-* = ga, De suerte que q coincide con la aplicución 
g— g'. Sabiendo esto, oblenomos ab -= q (art) q ve — (q (aho = 
= (adóo"t)-! == ba, o ses, y el grupo G resulta ser abeliano! Además, (G : e) 
es un DÚmero impar, porque € se compone de e y de pares de eleientos no inler- 
secados 8 E = Q l£;). 

7) En cuanto se puedo modificar una operación sobro um grupo, no caui- 
biando, en el sentido del isomorfizmo, el propio grupo, lo muestra el siguiente 
ejemplo (véase también el ejercicio 3 del $ 1). Scan, € un grupo arhitrario, 
t un olermmento snya dado, cualquicra. Introducimos en el conjunto E una nueva 
oppractión: 

(8, 4) > Za h = glh. 
Inmediatamente comprucha, que (8, + £3) * Za = Er * (La * £ad, O sea, que la 
operación » es asociativa. Además, g»+ tl =tl+g E y es (tigalal) = 
= (ertigaltad) a g = ti, yesto significa, quo (G, «) es un grupo con elemento 
unidad e» = ¿=, Do elemonto inverso a gonfG, +), sirvo g =-1=ig-1t-1, La 
aplicación 7: g—gt-1, ostablece el isomorfismo de los grupos(0, -) y (G. e), 
o sea, f (E = [ (8) «7 (). 


Todos los ejemplos indicados sirven, enbre otras cosas, para ilus- 
trar una regla común: cl estudío de los morfismos del grupo G da 
una considerable información sobre el mismo grupo G. 

4. Clases adjuntas respecto « un subgrupo. De la definición de 
homomorfismo f: G > G” y de los ejemplos considerados se va, que 
10—0392 
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todos los elementos del conjunto 
aKerfes fab|bEKcrf), a EG, 


tienen aplicación en un mismo elemento / (a) del grupo G”: f (ab) = 
=f (a) (6) --/ (ae =f (a). Por el contrario, si f (g) =f (a), 
entonces, f(a”'g) =f (a?) f (8) = (a) (8) =e, de donde 
alg =b€ Kerfy g =ab € Kerf. Este hecho, muestra la convenien- 
cia de descomponer al G en subconjuntos del tipo a Ker f. Estudie- 
mos esta subdivisión en el caso general, independientemente de los 
homomorfismos. 

DEFINICION. Sea ¿7 un subgrupo del grupo G. Clase adjunta a 
la izquierda en el grupo G del subgrupo 1 (brevemente, G del E 
se llama el conjunto ¿7 de elementos del tipo gh, donde g es un ele- 
mento dado de G, y A recorre todos los elementos del subgrupo H. 
1:51 elemento g se denomina representante de la clase adjunta gH. 

Análogamente se definen las clases Jfg adjuntas a la derecha. 
A vecos, las clases adjuntas a la izquierda en nuestro sentido, Jas 
llaman a Ja derecha, y a las adjuntas a la derecha, a la izquierda. 
Lo importante 6s atenorse a una terminología dada. Si H = Ker f 
es el núcleo de uu homomorfimo, enlonces, gHf = Hg, en vista 
de la normalidad de ¿/f en G (véase el punto 2). Hagamos notar, que 
una de las clases adjuntas, resulta ser el propio subgrupo H = He = 
= e€H, Ninguna otra elase adjunta es subgrupo. Efectivamente, si 
£H 0s un subgrupo, entonces, e € glf, de donde e = gh, g = hr”? 
y ell =h"U4 = H. 

TEOREMA 4. Dos clases adjuntas a la izquierda en G del H, o coin- 
ciden, o no tienen ningún elemento conuin, La descomposición de 
en clases adjuntas a la izquiedra de IT, define en G la relación de equi- 
valencia. 

DEMOSTRACION. Sea que las clases g,¡ff y g,HT tienen un elemento 
común a = 1h, = gah,. Entonces gy = gh h3*, y cualquier ele- 
mento gh de la clase g¿Hf lieno la forma gjhiiz'h = gh", donile 

" —=Rih2'h EN. Quiere decir, que 2,4 —g,F[. Análogamente se 
demuestra, que todo clemento de la clase g,HT, está contenido en 
Eg, Y, por consiguiente, 2H == g,Jf. 

Como todo elemento, dado de antemano. g € G, ostá contenido 
en gdl. entonces, el razonamiento ofecluado demuestra, que G se 
presenta en forma de unión de las clases adjuntas a Ja izquierda dis- 
juntas respecto al subgrupo /f; 


G=U gu. 


De acuerdo al principio general, expuesto en el $ 6 del cap. 1, esta 
descomposición induce en G la relación de equivalencia, la que se 
define de mado evidente: 


a =be>atbe JH. 
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Si se desea, de la reflexividad, simetría y transitividad de esta rela- 
ción, se puede uno convencer inmediatamente: a — «, por cuanto 
adta=e€ H;, a= bea b=h<=>bia =h!*EH=>b asa - 
=b b=ece=s>=bra=h,, codb=hy >cde = colbh, =hah, € 
EH => 4 c. 

Una afirmación análoga tiene lugar para las clases adjuntas a la 
derecha. 

La descomposición en clases adjuntas surge de un modo natural 
en los grupos de permutaciones. Sea, por ejemplo, G = S,, un grupo 
simétrico, operando en el conjunto Q = (1, 2, ..., n). Si se exa- 
mina la agrupación de ¿7 elementos x € S,, tales que x (n) = n, 
entonces, como es fácil convencerse, ' es un subgrupo en $,, que 
se puede identificar con S,.,. Sean, ty = €, 1, = (in), trasposiciones, 
que transforman aneni¿(i=41,2,..., n —1), Es claro, que 


n-1 
Sa = U TAS 1: 
kR=0 


Examinemos la descomposición Sy en clases adjuntas a la izquier- 
da y derecha, del subgrupo ((12)) = Sy: 


Sy = (e, (12) U ((13), (123)) U ((23), (132)); 
Sy = fe, (12) U (13), (132)) U ((23), (123)). 


Vemos, que el conjunto de Jas clases adjuntas a la izquierda 
ES¿, no coincide con el conjunto de das clase adjuntas a la derecha 
S2£”. No obstante, entre los conjuntos [g11) y (Hy') siempro se 
tiene una correspondencia biyectiva, por la cual 


x == gh € gl «—— 2372 =hig1 E Hgo. 


Efectivamente, si, por ejemplo, Ajg¡' =hag3*, entonces, gy = 
= gh, y El = ga1T. En particular, si fe, x=, y, 2, ...) es un 
conjunto de representantes de clases simétricas a la izquierda (corres- 
pondientemente, a la derecha), entonces, fe, x7*, y”, 271, ...) es 
el conjunto de representantes de clases adjuntas a la derecha (correspon- 
dientemente, a la izquierda). Las potenciasde estos conjuntos, coinciden. 


Al conjunto de todas las clases adjuntas a la izquierda en G 
de H, acordamos designarlo con el símbolo G/H (o (G/H),, si surge 
la necesidad de examinar a un mismo tiempo el conjunto (G/H), 
de clases adjuntas a la derecha en G de A). Para la potencia Card 
G/H de este conjunto, se usa el nombre de «índice de subgrupo H en G» 
y se introduce la designación especial (G: H), que concuerda muy 
bien con la designación (G : e) de orden | G | del grupo G (el número 
de clases adjuntas del grupo unidad). Como la aplicación H — gH 
es biunívoca (recuerde la demostración del teorema de Cayley y la 
aplicación] L¿), entonces, Card gH = (H : e). De este modo, tiene 
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lugar $1 fácilmente memorizable fórmula 
e) = (G: TD) WU :e), 


de lu cual se deduce 01 clásico 

TEOREMA 5 (de Lagrange). El orden de un grupo finito es divisible 
por el orden de cada uno de sus subgrupos. 

COROLARIO. El orden de cualquier elemento es un divisor del orden 
del grupo. Un grupo de orden primo p, es siempre cíclico y, con exacti- 
tud hasta el isomorfismo, único. 

Ifectivamente, cl orden de cualquier elemento g € G coincide 
con el orden del subgrupo cíclico engendrado por él (g) (teorema 3 


del $ 2). Sí, Juego, |G | = p es un número primo, y /7 un grupo 
no unitario, entonces, la divisibilidad de p por | A | significa, que 
4 | =p, de donde, 4H =G. Por consiguiente G coincide con el 


subgrupo cíclico, engendrado por cualquier elemento g 3£ e. Todos 
los grupos cíclicos del orden dado, son isomorfos (teorema 1). Esto 


da derecho a habla de la unicidad. | 

En relación cor 0] teorema de Lagrange, surge la tentación de 
buscar, para cada nivisor de m de orden nr del grupo G, un subgrupo 
de orden m en G.dPero para esto, en general, no hay fundamento. 
Quienes lo desoon pueden comprobar, que en ol grupo alterno A,, 
de orden 12, no h,ay subgrupos de orden 6. 

Pero en algunos grupos la «invocación del teorema de Lagrange» 
es correcta. Por ejemplo, tiene lugar el 

TEOREMA 6. Todo subgrupo de un grupo cíclico, es a su vez un grupo 
cíclico. Los subgrupos del grupo cíclico infinito (2, +) se agotan con 
los grupos (infinitos) (má., +), mE N, y los subgrupos del grupo cíclico 
de orden q, se hallan en correspondencia biunivoca con los divisores 
(positivos) dl del número q. 

DEMOSTRACION. Para «diferenciar, examinaremos ol grupo cíclico 
Á = (a) en escritura aditiva. Cada uno de sus elementos, por consi- 
guiente, tienc la forma ka, donde k€Z ok=0, 1, .q—Í, 
si Á es un frupo finito de orden q (véase el teorema 3 del $ 2). Sea 
B, ada matriz no nula en A. Si ka € 13 para algún k <0, ontonces, 
también —lea € HB. Entre todos los elementos ka € B con k positivo, 
eligimos el elemento ma, donde m es el menor. 

Escribiendo cualquior k*>0 en forma de k =lm+r,0<"r< 
< m, vemos, que de ka E /3 sigue ra =— da 1 (ma) E B, o sea, r =0. 
Quiere decir, HP = (ma), es un grupo cíclico. 

Todos los grupos cíclicos infinitos son isomorfos (teorema 4). 
Tomemos en calidad de modelo al grupo aditivo (2, +). En ol caso 
dado, sirven de generadores 4 o -—1, así que, por lo demostrado, 
cualquier subgrupo en (Z, +) es definido por el número natural 
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m y tiene la forma 
má = (m+«1) = [0, Em, +2m, .. .). 


Evidentemente, todos estos subgrupos son infinitos. 

Sean ahora, (a) = (0, a, ..., (g — 1) a), qa = 6. Sabemos, que 
Be (0, ma, 2ma, ...), donde mMmEN, además suEB, SEN => 
=> s = mt. Se afirma, que m divide a y. Efectivamente sea q = 
=dm+r,0<r <m. Entonces 


0 = qa = d (ma) + ra, 


de donde, ra = — (ma) € B. El ser m un mínimo, conJleva ar =0 
y tenemos q = dm. De esle modo, 


B =(0, ma, 2ma, ..., (d — 1) ma) = mÁ 


es un subgrupo en 4 de orden d. Cuando /n hace el recorrido por 
todos los divisores posilivos del número q, lo mismo hace d, y obte- 
nemos exactamente sólo un subgrupo por cada orden d, divisor de q. ] 
COROLARIO En el grupo cíclico (a) de orden q, el subgrupo de orden 
d | q coincide con el conjunto de los elementos b E (a) tales, que db = 0. 
DEMOSTRACION. Si dm = q, entonces, b€ B = mA y db = 0. Por 
el contrario, sean, b = la € (a) y db = 0. De la condición dla = O, 
sigue, que dl = qk = dmk, de donde, l = mk y b =- la = k (ma) € 
€ má. 
5. Monomorfismo S,—> GL (n). Recordemos, que se llama mono- 
morfismo de los grupos G >G”", a la inclusión isomorfa de G en G”. 
TEOREMA 7. Existe un monomorfismo f: S, =GL (n) tal, que la 
matriz f (1), nES,, tiene determinante |f (nm) | = tx. 
DEMOSTRACION. Á cualquier matriz (a¿,) de dimensiones n X n, 
la escribimos en forma de unión de columnas: (a) = (4D, 48d, ... 
..., AC). Sean, en particular, 


1 0 0 

0 e 0 
Em = ¿ES=| "|, y El 

0 0 1 


columnas de la matriz unidad E. Definimos la aplicación f: Sy —» 
>GL (nr), haciendo 


mo f (1) = (ED, ED), ..., EGO), (1) 
De este modo, f (1) es una n X r-matriz, en la que en cada una 
de sus filas y en cada una de sus columnas, hay exactamente una 


vnidad y los demás lugares están ocupados por ceros. Ks fácil com- 
prender, que f (1) € GL (n). 


150 ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS [CAP. 4 


Sean oO, 1 dos pormutaciones arbitrarias, 1 = 0t el producto 
de las mismas. Por definición, en la ¿-ésima fila de la matriz f (0) = 
= (41) y en la f-ésima columna de la matriz f (tr) = (by), los ele- 
mentos distintos de cero serán, respectivamente, Gigi) = 1 y 
Bu, y = 1. Por eso, para la matriz f (0) f (1) = (ci), la condición 
cy 0, es equivalente a 07 (i) = 7 (j), o sea a ¿= 01 ()) = 
= x ()), y esto, precisamente, significa, que f (0) f (1) = f (ot). En 
consecuencia, f es un homomorfismo. 

La propiedad Ker f = e es evidente, por cuanto, inmediatamente 
de (1) se ve, que f (1) = E > a = e. Por consiguiente, f es un mo- 
nomorfismo. 

Finalmente, sabemos que el determinante es función antisimé- 
trica de sus columnas. Por eso, |f (10) | =g (EW, ..., E) es 
función antisimétrica de los argumentos EW, ,.., E”, De (1), 
las definiciones de las operaciones S, sobre g (véase (5) del $ 2) 
y de la demostración del teorema 5 del $ 2, percibimos, que 


ta lf(1)|=8.:2 (EN, ..., EV) = (108 (EN, ..., EM) = 
= g (EGM, ..,, ES) = | EM, ,,., EU | = 
= det E =1. Así que, Jf (1) | = e. 


Las matrices del Lipo f (1), 1 € S,, se llaman matrices de permuta- 
ciones. Una limitación del monomorfismo f sobre A,, es el mono- 
morfismo en S£ (n, R). La composición fo £ de las aplicaciones £: 
G —>»S, (teorema 2) y f: Sa =GL£ (n), lleva al monomorfismo G — 
—GL (n) de cualquier grupo finito G. En el caso de Sa, la aplica- 
ción f tiene el siguiente aspecto: 


100 010 001 
e>lo10l, (12 =l1 0 ol, (13) > o1a| 
001 004 100 

100 004 010 

cm |003|. 029—|100|. 3004) 
010 010 100 


Con ayuda del teorema 7, se demuestra fácilmente el llamado 
teorema sobre el desarrollo completo de un determinante. 
TEOREMA 8. El determinante 
41 € --+- Gn 
det 4=[*2 %3 --- Gn 
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se puede escribir en forma de una suma algebraica de ni productos 
(denominados términos del determinante): 


Y 
det A= Pe lalrtí), 1x2), 2 +: Amo, a (2) 
MES” 
DEMOSTRACION. Designamos por medio de | A4),..., A0-D, 


E, AGD, ..., A | al determinante, que se ubtliene de | A | 
cambiando la columna A(% con el número j, por la columna £W 
de la matriz unidad. La fórmula para desarrollar un determinante 
por los elementos de su f-ésima columna muestra, que para el com- 
plemento algebraico A ¡, del elemento a; del determinante | 4 | = 
=| 40, ..., A” |, se tiene, en forma de determinante de orden 
n, la expresión: 


Aj¡=JJA0, ..., AGD, EO, AÍYD, ..., AM, 

de donde, por la misma fórmula, se obtiene, 

det A=)) asj¡A;) —= » a JAD, ...p 4d, EW, adn, ...y Am! 
1 í 


Si aplicamos esto al principio para ¿ = 1, y luego (a cada uno de los n 
gumandos) para j = 2, etc., entonces, para det A tendremos expre- 
siones contenedoras, respectivamente, de rn, n?, y, finalmente, 
n” determinantes 


det A= 2 a ES, A, ..., AM] = 
1 
=D 0,1 0.21 E%, ED, AO, ..., AM] 
+ ta 


i (4 
1. lg 


y ai - 
... = 2 a, 101, As 4, n E », En. dis AS 
tt, ta, tn 


Aquí, ly da, - - », in, recorren cualquier surtido de los números 
1, 2,..., n, (incluso con repeticiones). Utilizando todas las n” 
aplicaciones distintas 1: (1, 2, ..., rn) >(1,2, ..., n) (véase el 
ejemplo 1) del punto 2 del $ 1), donde xn (1) =i,, ..., x (n) = in, 
escribimos de nuevo la expresión para det A de la forma 


1 2 
det A=2 Ex. aw. + Ca ECO, ESO, A 


(la suma comprende todos los 11). Queda por indicar que, six (() = 
= x (j) para dos cualesquiera índices ¿ y j distintos, entonces, en 
el determinante ¡ EY ,.,.., ECU») | dos columnas coinciden y, 
en consecuencia, es nulo. Por consiguiente, el determinante 
| EGM, ..., EM | sólo es distinto de cero, cuaado la aplica- 
ción n es biunívoca, o sea, cuando es permutación. Pero en ese caso, 
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por el teorema 7, tenemos [| ECÚD, .,.,, ECM] = | f (au) | = 
= £x. [H 


Observación. lor supuesto, al teorema 8 no es dificil demostrarlo por induc- 
ción directamente sobre », sin ninguna mención de los grupos, aunque los signos 
€, deJante de los términos del determinante lienen, en último análisis, una 
naturaleza teórica de grupo. El teorema 7, presonta un intorés independiente. 

Prostemos atención al hocho de que el teorema 8 se puede poner en la baso 
de la teoría de determinantes (lo quo frecuentemente se hace). Precisamente, 
dando c] determinante del A por me«div de la fórmula (2), nosotros hubiésemos 
obtenido todas sus propiedades, incluyendo Ja fórmula de desarrollo del det A 
por los elementos de la primera (o de la j-$sima) columna, que fue para nosotros, 
en el cap. 3, el punto do partida. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que, con exactitud hasta cl isomorfismo, existe solamente 
un número finito p (n) de grupos del orden dado n. (Fndicación. Valorar cn su 


(123) 


Fig, 14 


parte superior el número de distintas tallas de Cayley de ordon r. Los mon 
A n 
mientos formales con el uso del teorema 2, Jimitan a p (rn) al múmoro ( a ) 


do distintos suliconjuntos de n elementos, on S,. Efectivamente, p (n) es signifi- 
cativamente menor, pero una ovaluación buena, cercana a da exacta, hasta ahora 
no ha sido ballada). E 

2. Utilizando el ejercicio 7 del $ 2, mostrar, que cada grupo finito puedo 
ser incluido (o sea, para é] existe monomorfismo) en un grupo finito con dos 
generadores. E 

3. Demostrar, que en cualquier grupo, un pida de índice 2, es nece- 
seriamente normal. (Indicación. Descomponer G por H, al principio en clases 
adjuntas a la izquierda, y Juego adjuntas a la derecha, con los mismos represon- 
tantes). 

e Con ayuda dol ejercicio 3 pruebw> de demostrar, que, con exactitud hasta 
el isomorfismo, S¿ es el único grupo no abelinno de orden 6. 

5. Trato de convencorse do que en el diagrama (fig. 14), se hallan represen- 
tados todos los subgrupos del grupo alternado 4,. Con el simbolo V, se designa 
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el llamado grupo cuaternario (uv grupo de Klein) V', = (e. (12) (34). (13) (24), 
(14 (23)), y junto a los otros vértices del diagrama se hay colocado los genara- 
dores de Jos subgrupos ciclicos. 

8. Mostrar, que todos los grupos de orden 4 son abelianos y que con exactitud 
hasta el jsomurfismo se completan con grupos de permutaciones U — ((1234)), 
Y,¿ a con grupos de matrices: 


ña 1 0 VO Pe 0 0 —1 O ” o 
A A O A ER 


| 1.0 1.0 10 A 


Escribir en forma explicita Jos isumorfismos Y —=>¿L,, 1, -> E, (Pndicación, 
Si 73 = e para cualquior elemento x € G. entonces, abab — e=> ab brtarl = 
= b (671) (a Y a -- bera =- bn.) 


$ 4, ANILLOS Y CAMPOS 


1. Definición y propiedades generales de los anillos. Las estruc- 
turas algebraicas (¿, +), (2, -) ya aparecieron en calidad de pri- 
meros ejemplos de monoides, además consideramos a (i, 9) más 
tarde como un grupo abeliano «aulitivo (prácticamente cíclico). En 
la vida diaria, sin embargo, estas estructuras casi siempre se unen 
y se obtiene lo que en malemálicas se denomina anillo. Un elemento 
importante de la aritmética elemental se encierra en la ley distri- 
butiva (o combinatoria) (a +4- b)c = ac 4- bc, que paroce trivial 
sólo debido a la costumbre adquirida. intentando, por ejemplo, 
unir las estructuras algebraicas (¿, +), (2, 0), donde nom = 
= R + m+ nm, nosotros ya no obsorvaremos un acuerdo tan evi- 
dente entre dos operaciones binarias. Antes de pasar a futuros ejem- 
plos, demos una definición exacta de anillo. 

DEFINICION, Sea un conjunto no vacío, en el cual son «dadas 
dos operaciones (binarias algebraicas), + (suma) y » (multiplica- 
ción), que cumplen las siguientos condiciones: 

(K1) (K, +) es un grupo abeliano; 

(K2) (K, -) es un semigrupa; 

(K3) las operaciones de suma y de multiplicación están vinculao- 
das por medio de leyes distributivas (en otras palabras: la multíi- 
plicación es distributiva respecto a la suma): 

(a+ beo=ac+bde, cla + b) =ca -+ cb 
para todos los a, b, c € K. 

Entonces, (K, +, +) se llama anillo. 

La estructura (X., +) se llama grupo aditivo del anillo, y (K, -), 
su semigrupo multiplicativo. 

Si (K, +) es un monoide, entonces, se dice que (A, -—, -) es un 
anillo con unidad. 

Al elemento unitario de un anillo, se adopta designarlo con la 
unidad corriente 1. La existencia del 1 frecuentemente se inserta 
en la definición de anillo, pero nosotros no haremos e€so. 
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En las aplicaciones y en la teoría general de los anillos (y esa 
teoría, además, muy desarrollada, existe) se consideran sistemas 
afgebraicos en los cuales, el axioma (K2), o se omite del todo, v bien 
se reemplaza por otro, en dependencia del problema concreto. En 
tales casos se habla de anillos no asociativos. Por ahora, tendremos 
sólo anillos comunes («usociativos). Esto significa, que podemos ba- 
sarnos en el teorema 1 del $ 1 y no preovcuparnos de la colocación 
de paréntesis en el producto ajaz ... a, de cualquier número k 
«de elementos de un anillo. 

El subconjunto £ del anillo K se llama subanillo, si 


TTYEL>z—yELyxiy€EL, 


O sea, si L es subgrmmpo de un grupo aditivo y subsemigrupo del 
semigrupo mulliplicativo del anillo. 

J¿s claro, que la intersección de cualquier familia de subanillos 
en A, es un subanillo (el mismo razonumiento que en el caso de los 
grupos) y, por lo visto, tiene sentido hablar de un subanillo (7) — K, 
engendrado por el subconjunto PP < K. Por definición, (7) es la 
intersección de todos aquellos subanillos en K, que contienen a 7. 
Si desde el principio 7 fue subanillo, entonces, (7) = T. 

Un anillo se llama cornmutativo, si xy = yx, para todos los zx, y € 
E K (la diferencia de los grupos, a los anillos conmutativos nu se 
adopta llamarlos abelianos]!). 

El concepto de anillo, en la forma como fue introducido por 
nosotros, resulta muy amplio. Más aun, la clase de anillos conmuta- 
tivos, que a primera vista parece bastante especial, fuo objeto de un 
acentuado estudio en el transcurso de muchas décadas, y en nuestro 
tiempo la teoría de los anillos conmutativos se entrelaza con la 
geometría algebraica, una hermosa disciplina matemática que tiene 
fronteras con el álgebra, la geometría y la topología. 


EJEMPLOS. 1) (Z, -+, -) os el anillo de los números enteros, con las operaciones 
ordinarias de suma y de multiplicación. El conjunto mZ de log númoros e:nte- 
ros, divisibles por m, será subanillo en Z (sin unidad, cuando m > 1). Análoga- 
mente, (y y R son ariillos con unidad, además, las inclusiones naturales Z — Q Fed 
CR definen una cadena de subanillos del anillo R. 

2) Las propiedades de las operaciones de suma y de multiplicación en M, (R) 
introducidas y exaustivamente estudiadas en el cap. 2, permiten afirmar, «que 
M, (R) es un anillo con unidad 1 = E. Se llama anillo matricial completo sobre 
R, y también anillo de las matrices cuadradas de orden n (o d. dimensiones n X n) 
sobre R. Este os uno de los ejemplos más importantes de anillos. Así como para 
n > 1 las matrices, como regla, nv son permutables, ontonces, Mn (R) es un 
anillo no conmuntativo. El contieno en calidad de subanillos, a los anillos, 
Ma (Q) y Ma (2) de las matrices cuadradas del mismo orden, sobre () y sobro Z, 


respectivamente. En general, Mn (R) está saturado de.subanillos de,todo género. 
De tiempo en tiempo, algunos de ellos van a aparecer de un modo natural. 
Noteios también, qye 30 puede considerar el anillo de las matrices cuadradas 
Mn (XK) sobre el anillo conmutativo arbitrario X, pos cuanto en caso do suma 
y de multiplicación de dos matrices 4, B € My (X), de nuévo se obtendrá una 
matriz con los coeficientes de K, y las leyes distributivas en M, (X) resultan 
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«consecuencias de las loyes análogas en K. Todo esto se leduce directamente 
de las reglas formales de operaciones con matrices, resumidas al final de los 
puntos 4 y 3 del $ 3 del cap. 2 

3) Juntamente con el anillo de las matrices, on distintas partes de las mate- 
máticas es ampliamente usado también el anillo de las funciones. Efectivamonto, 
sean, X un conjunto arbitrario, K un anillo arbitrario. Soa, luego, KY% = 
= (X > K) el conjunto de todas las funciones (o, lo que es lo mismo, de las 
aplicaciones) f: X =—- XK, examinado junto con dos operaciones binarias, la 
suma corriente f + g y el producto corriente fg, definidas del siguiente modo: 


U+O0()=7/()0 g 12), 

(0H =/1M082() 
(9 y O son las operaciones de suma y de multiplicación on X). Esto, evidon- 
temente, no es aquella composición (superposición) de funciones, que nos llevó, 
en el caso de las aplicaciones lineales, al anillo Af,. Más bien, nosotros aquí 
aceptamos el punto de vista, adoptado on el análisis matemático, cuando, por 
ejemplo, con X =R, K =R, el producto de las funciones tg y sen será tg x 

X sen: zx >» tg r-sen z, y no tg o son: z »-» tg (sen z). 

Sin trabajo se comprueba, que K% satisface a todos los axiomas de anillo. 
Así, en vista de la propiedad distributiva de Jas operaciones en X, tenemos 


fs mota=/M006s(M0h() 


para tres funciones cualesquiera /, g, RE K*, y cualquier x € X, y esto, por 
definición de operaciones corrientes, da (f + g)A = f/h 4- gh. La veracidad 
de la segunda ley distributiva se establece análogamente. Si 0, 1, son los elomen- 
(08 coro y unidad en X, entonces 

0Ox:21i57>0, ly :zr>1 


son las funciones constantes, que juegan el rol de cero y de unidad en X%, En el 
caso de la conmutatividad de K, el anillo de las funciones K* Lambién es con- 
mutativo. 

El anillo K* contiene diversos subanillos, definidos por las propiedades 
especiales de las funciones. Sean, por ejemplo, X = (0, 1] un intervalo cerrado 
en R y K =R. Entonces, el anillo R(%: 11 do Lodas las funciones reales definí- 
das en[0, 1), contiene en calidad do subanillo al anillo RL“» 11 de todas las fun- 


ciones acotadas, al anillo RÍO» 1] de todas las funciones continuas, al anillo 


RO de todas las funciones diferonciables continuas, etc., por cuanto, todas 
las propiedades indicadas se conservan con la suma (resta) y multiplicación 
de las funciones. 

A cada número a€ R le responde una función constante 4 y: x—» a, y la 
aplicación de inclusión a+» a y permite considerar a R como un subanillo en 
R*. En resumen, casi a cada una de las clases naturales de funciones, le corres- 
ponde su subanillo en RY. 

4) En cualquier grupo abeliano uditivo (A, +), con la relación zy = 0 
para Dee los z, y € A; se establece la estructura de un anillo con multiplica- 
ción nula. 


Muchas propiedades de los anillos son reformulaciones de las 
propiedades correspondientes de los grupos, y, en general, de los 
conjuntos con una operación asociativa. Por ejemplo, aa” = q"*”, 
(a)? = a”" para todos los enteros no negativos m, n y todos los 
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a € K (comparar con la relación (2) dol $ 1). Otras propiedades, más 
ospccíficas de los anillos, y que se deducen directamente de los axio- 
mas del anillo, conforman, en esencia, Jas propiedades do Z. AÁpun- 
temos algunas de ellas. En primer lugar, 


a:0=04 =0 para todas las uE XK. (1) 


Mfectivamente, a+0=a=>a(a +0) = aa > at a-0 = 
=d=>pa- 4-0=02%4+0>a0=0 (análogamente, 0-a = 0). 

Ahora, supongamos por un momento, que O = 41, obtenemos 
a =a-1 = a:0 =0 para todas las a € K, o sea, K está compuesto 
solamente de ceros. Por consiguiente, en el anillo no trivial K, 
siempre 0 + 1. Luego 


(—a)-b = a (—b) = — (ad), (2) 


por cuanto, por ejempio, de (1) y de] axioma de propiedad distribu- 
tiva, sigue 


0 = «0 = a (b —- b) = ab + u (—b) => a (—b) = — (ab) (3) 


Como -- (—a) = a, entonces, de (2) obtenemos la igualdad 
(—a) (—b) = ab (por ejemplo, (—1) (--1) = 1), —a = (-4)-a. 

El axioma de distributividad brinda, como su consecuente, la 
ley general de la distributividad 


(a+... +4,) bh. +0) = 2 2 aby, (4) 


do lo que no es difícil convencerse razonando por inducción, al 
principio sobre » (para m = 4), y luego sobre m. Utilizando ahora 
(1), (2) y (3), obtenomos 


n (ab) = (na) b == a (nb) 


para todas Jas nEZL ya, dE K. 
Finalmente, indiquemos Ja fórmula binomial (binomio de Newton) 


n 
(0409 = Y] (5) aten, (5) 
ia:0 
cierta para todas Jus a«, b, E K, pero sólo en el anillo conmutativo XK. 
Cuando se dernuestra (5) es necesario, basándose en (4), operar del 
mismo modo que en el $7 del cap. 1, donde se examina el caso parti- 
cular K = £. 

2. Congruencia. Anillo de las clases de restos. De acuerdo con 
el teorema 6 del $ 2, los subgrupos no nulos del grupo (2, +) se 
completan con los grupos m2, dande m recorre el conjunto N 
de los números naturales. Pero el conjunto mZ, evidentemente, 
es cerrado no sólo en relación a la operación de suma, sino que tam- 
bién en relación a Ja operación de multiplicación, cumpliendo con 
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los tres axiomas del anillo. De este modo, es correcta la siguiente 
afirmación. Cada subanilla no nulo del anillo Z, tiene la forma 
mE donde me€Ñ. 

Probemos ahora, utilizando el subanillo m ¿ <£, de construir 
un anillo no nulo, compuesto de un número finito de elementos. 
Con este fin introducimos la 

DEFINICION. Jos números enteros n, n' se llaman congruentes 
respecto al mód nr (con palabras: al módulo m), si al ser divididos 
por m, dan el mismo resto. Esto se escribe n=» (m) o n=n' 
(mód mm), y el número m se llama módulo de congruencia. 

Se obtiene una partición de Z en clases de números, congruentes 
entre sí respecto al mód m, denominadas clases de restos o residiales 
respecto al mód m. Cada clase de restos tiene la forma 


[Tim =r + m2 =[(r + mk1|k€7), 
asi (que 


Z =(O)m Ufl)m U - - - Ulm — 1)m. (8) 


Observamos, que las clases de restos, son clases adjuntas del 
grupo aditivo Z en el subgrupo m2Z, y la partición (6) corresponde 
4 la descomposición del teorema 4 del $ 2. Por definición, n= 
= "mn (m) <=> n—un' es divisible por m. La comudidad de la escritura 
n=0"m (m) para la relación de divisibilidad m | (n - 72) consisto 
en que, con estas congruencias se slo operar oxactamento igual 
que con las igualdades comunos. Y > precisamente, si k == k' (m) 
y 1==1I' (m), entonces, k — (== Kk + l (m) y kk =s 10 (m). 

En particular, k =k' (m) > ks = k's (mn), para cualquier sE Z. 

De este modo, con cada dos clases (k),, y Dn, independiente- 
mente de la elección en ellos de sus represeyitantes k, l, se pueden 
comparar las clases que resultan ser sus sumas, diferencias, o produc- 
tos, o sea, en el conjunto Zm = ¿/m2 de clases do restos respecto 
al módulo m, en forma unívoca se inducen las operaciones O y O: 


LPjr O llm == + Dm, (7) 
Um O(D0m = (kl m. 


Como la definición de estas vpernciones se reduce a las operaciones 
<orrespondientes sobro los números de las clases de rostos, o sea, 
sohre los elementos de ¿, ontonces, (mí, O, o) también será 
un anillo conmutativo con unidad (1), = 4 -- mé. El se Mama 
anillo de las clases residuales rospecto a] módulo m. Cunndo uno 


está habituado (y el módulo es dado), ol índice m se omite y se escribo 
k en lugar de (k),,, así que 
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La etapa superior de adaptación de Zn, que a primera vista parece 
sacrílega, pero que ropresenta evidentes ventajas técnicas, se reduce 
a que se renuncia a los trazos y círculos, y se opera con algún conjunto 
dado de representantes respecto al módulo m, más frecuentemente 
con el conjunto (f0, 1, 2, ..., m — 1) (se llama sistema reducido de 
restos respecto an] nódulo m). Digamos, en correspondencia con esta 
convención, —k =m—k, 2 (m — 1) = -—2 = m —2d. 

Y bien, los anillos finitos existen. Traemos tres sencillísimos 
ejemplos, mostrando por separado las tablas de suma y de multipli- 
cación: 


+ loas lo + |012 po12 
SEE e olo12 ol|ooo 
11140 14]|04 %s5 4 12.0 1loat 2 
2 2.041 0.24 
+ |01258 + (0123 
0 01 2 3 o|0000 
ES 111230 í 0023 
as 2 23014 2 0202 
3l|30a4m2 310.324 


I5l anillo de Jos restos Zp desde hace mucho tiempo ¡llamó la 
atención de los Leóricos numeralistas, y en el álgebra sirvió de punto 
de partida para distintos tipos de generalizaciones. 

3. Homomorfismos e ideales de anillos. La aplicación f:n —> 
—> (2), posee, en virtud de (7), las siguientes propiedades: f (k + 1) = 
= (E) 1D, (kb) =/(k) O [ (1). Esto nos da fundamento para 
hablar del homomorfismo de los anillos £ y Z,,, de acuerdo con 
ln definición general. 

DEFINICION Sean los anillos (X, +, +) y (K”, O, O). La 
aplicación f: K — K' se llama homomorfa, si conserva todas las opera- 
cíONes, O Sta, si 


f (a + b) =$ (a) O 1 (0), 
1 (ad) = 1 (2) O) f (5). 
Además, por supuesto, f(0) =0' y f (na) = nf (a), n € Z. 
Se llama núcleo del homomorfismo f, al conjunto 
Kerf =(4 € K | f (a) = 0%). 


Es claro, que Ker f es un subanillo en /(. Pero de ningún modo es 
éste un subanillo arbitrario. Efectivamente, si £L == Kerf —K, 
entonces, £..x <= L (por cuanto f (lx) =/ (DO f (7) =0 0 f (2) = 
= Q', para todos los ¿€ L) y x-L< L para todas las z € K. Por 
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consiguiente, LK <L y KL <L. El subanillo £, que tiene estas 
propiedades, se llama ideal (bilateral) del anillo K. Así, los núcleos 
de los homomorfismos siempre son ideales. 

Al igual que en el caso de los grupos (véase el vocabulario en el 
punto 3 del ¿ 3), el homomorfismo f: K — K', se llama monomor- 
fismo, si Kerf = 0; epimorfismo, si la imagen coincide con K': 


Imf=f(K) =(EK' Ja =/ (0), = K, 


e isomorfismo, si la aplicación f es monomoría y epimor(a. El hecho 
de isomorfismo de anillos, brevemente se escribe en forina K x K'. 

La aplicación considerada arriba f: n —(n),, resulta, evidente- 
mente, un epimorfismo ¿ —%,, con núcleo Kccf= mé. Para 
la construcción de Z,, en forma implícita, precisamente se utiliza 
el hecho, de que mZ es el idenl del anillo ¿. Vemos, que en el ani- 
llo £ cada subanillo no nulo es ideal, lo que es una circunstancia 
casual que no tiene lugar, digamos, ya en el anillo matricial) M, (£): 


el conjunto 
(55) 0 $. 5€2) 


es un subanillo, pero no ideal, en 17, (2). 

El ejemplo de mZ sugiere el modo de construcción de ideales 
(posiblemente, no todos) en el anillo cormutativo arbitrario LX: 
si a es algún elemento de XK, entonces, el conjunto aX siempre es 
ideal en X. Efectivamente, 


ar + ay =020 (r + y), (az) y = a (ay). 


Se dice, que aK os el ideal principal, ongendrado por el clemento 
a E A. 

Si se toman anillos sólo con unidad, enlonces, ideales serán los 
subgrupos del grupo uditivo del anillo, que sujre multiplicación a la 
derecha y « la tzquierda por los elementos del anillo, y en la definición 
de homomorfismo f: K — K', es conveniente introducir la condición 
f (1) — 1”. Cuando existe epimorfismo esta condición, por supuesto, 
so cumple automáticamente. 

Los anillos isomorfos son idénticos por sus propiedades algebrai- 
cas, y solamente esas propiedades de los anillos representan un autén- 
tico interés matemático, que se conservan con aplicaciaonos isomorfas. 
Precisamente este hecho se Lluvo en cuenta, cuando el anillo Z, se 
pensó bien como conjunto de las clases de restos respecto al módulo 
m, bien como conjunto de los representantes «de estas clases, elegidos 
de un modo arbitrario. 

4, Conceptos de grupo cociente y de anillo cociente * . Los sub- 
grupos normales de los grupos y los ideales de anillos tienen un 


*) En la Jiteratura especializada on idioma espuñol, se usa también el 
concepto de grupo factor (respectivamente, anillo factor). (Nota del T.) 
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origen común, ellos son núcleos de homomorfismos. Esta circunstan- 
cia halla su expresión en la comunidad de la construcción de forma- 
ciones cocientes, en lo quo nos proponemos brevemente detenernos. 
Los detalles ulteriores serán discutidos en la segunda parte del libro. 

Comencemos con los grupos. La relnción de equivalencia — on 
el grupo G, definida por la descomposición de G en clases adjuntas 
respecto al subgrupo normal HZ, ticno una propiedad admirable. 
Precisamente, si a, b, son elementos arbitrarios del grupo G, y a — €, 
b — d, entonces, por definición (véase la demostración del teorema 4 
del $ 3), tenemos ade == h, € H, b7*d = h, € HB, de donde 


(ab)%d = bularted = db" (arlc) d = b”h,b (bid) = hih, € H 


y, por consiguiente, ab = cd. Aquí se usó la propiedad de normali- 
dad de ¿f en G: bUiñjd =h, ETT. Así, 


art b= d=>ab - cd. 


De hecho, esto significa, que la oporación de multiplicación en el 
grupo G induce la operación de multiplicación por el conjunto co- 
ciente G/ — (véase el punto 3 del $ 6 del cap. 1), al cual convenimos 
en desievarlo con el simbolo G/H. 

Tione sentido hablar sobre la composición (sobre la multiplica- 
ción) de los subcoujuntos arbitrarios A, BB, del grupo G, entendiendo 
por AR al conjunto de todos los productos «ab con a€ A, bEB. 
La asociatividad en (7 trae consigo la relación 


(413) C =((ab) c) =(a (bc)) = A (BC), 


y el subconjunto 1 —G es subgrupo en G, exactamente entonces, 
cuando 4? = H, Hr! =fh7* |h € H) CH. 

Desde este punito de vista, la clase adjunta alí es igual al pro- 
ducto del conjunto unielemental fa) por el subgrupo ¿7. El producto 
de las clases adjuntas afI, dbH, es el conjunto «H-bH, el cual, ha- 
blando en general, no necesariamente tiene que volver a ser clase 
adjunta respecto a /f. La descomposición S, en £í =fe, (12), 
examinada on el punto 4 del $ S, muestra, por ejemplo, que 

1 (13) H = (13) H UY (23) IZ. 


Una situación totalmente diferente so Liene, cuando Zf es un subgrupo 
norma] del grupo G. Como g17 = Hg para todos los g € G, entonces, 
aH-bH = «a UTb) H = a (6H) H = abi? = adi, 
al mismo tiempo, el razonamiento efectuado arriba muestra, que la 
clase adjunta a«bff no depende de los representantes e, b de las cla- 

ses adjuntas alí, MH, Las propiedades 
aH-bH = abil, 
H.eaH = aH-I1 = «BH, 
a“HeaH = aH.a“Ul =eH = MH 
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muestran, que es legítimo el 

TEOREMA 1. Si H es un subgrupo normal en G, entonces, la opera- 
ción de multiplicación aH-bH = abH, dota al conjunto cociente G/H 
la estructura de un grupo, llamado grupo cociente de G respecto a H. 
La clase adjunta H sirve de elemento unidad en GO, y a *M = (aHy”, 
es el elemento inverso de alí. 

En el caso de un grupo (G finito, el orden del grupo cociente 
G/H se determina por la fórmula 


|G/H| =-- m7 =(G: E), 


que no causa asombro, luego PA e lo dicho y del teorema de La- 
grange (punto 4 del $ 3). 

En el caso de grupos abelianos escritos adilivamente, la opera- 
ción binaria en G/H se introduce por medio de la relación 


(a+ H)+(b+ H) = (a+ b) +H. 
Correspondientemente, a G/H frecuentemente lo llaman grupo G 
respecto al módulo Ef, y en su aplicación al par G =%, H = mZ 
se utiliza también la expresión «grupo Z respecto al módulo m». 

Pasando a la construcción del anillo cociente K/L del anillo K 
por el ideal L, partiremos de que, la «base» del anillo está consti- 
tuida por un grupo abeliano aditivo. Por esto, como elementos de K/L 
corresponde tomar las clases adjuntas a + L (llamadas clases de 
restos respecto al módulo del ideal L), la suma de las cuales se efectúa 
por la regla corriente: 

apa o (8) 


2) = ——(] 
En calidad de producto de estas mismas a tomamos 
a+ LO (b+ £) =ab + L. (9) 
Es importante estar convencido, de que este producto está deter- 
minado correctamente, o ses, no depende de la elección de los repre- 


sentantes de las respectivas clases. Sean, a =a+x,b1 =b- y, 
donde x, yE £L. Entonces, 


ab" =ab + ay + xb' =ab+_z, 


donde z = ay + xb' € E, por cuanto £ es un ideal bilateral. Por 
esto, ab” se encuentra en mna clase adjunta con el elemento ab, 
y esto significa, que el producto (9) está correctamente determinado. 
Para abreviar, hacemos “ = a+ L, así que 

barto. aan 
En particular, 0 =L y 1 =1+2 (si la unidad 1 se halla en K). 
Aún hay que convencerse de que para el conjunto K = K/L =(á |a € 
€ K), considerado con las oporaciones $, O, se cumplen todos los 
114-0392 
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axiomás del auillo, pero esto es suficientemente evidente, por cuanto, 
las operaciones sobre las clases de restos en X se reducen a opera- 
ciones sobre los elementos de K. Digamos, la distributividad se 
comprueba así: 


(19HO0c=(a+D)O c=(a+b)0=ac + bc= 
=acH9h=a0 cod. 
Todo esto muestra, que la aplicación 
T:iar> a 


es un epimorfizmo de los anillos K — XK”, con núcleo Kern = L. 
Del ejemplo particular del anillo cociente Z, =%Z/mZ, y del 
epimoriismo ': —Zm, llegamos a situaciones anilogas en anillos 
arbibrarios. 

Queda por observar, aunque esto supera los límites de nuestro 
fin inmediato (explicación de la construcción de Z,, desde el punto 
de vista del ilgobra en general), que todas las imágenes homomorfas 
del anillo X se agotan, en esencia, con anillos cocientes XK respecto 
a sus correspondientes ideales. Efectivamente, si f: K XK" es 
un homomorfismo y f (K), una imagen de K en relación con f, enton- 
ces, considerando f (X) < K” en lugar de K”, llegamos al epimor- 
fismo. A fin de no complicar las designaciones, consideramos desde 
el principio a f como un epiformismo, o sea, hacemos f (K) = K”. 
De acuerdo con el principio general, expuesto en el punto 3, $ 6 
del cap. 4, / define la relación de equivalencia de O, sobre A; en el 
caso dado, O, viene expresado por la partición de K en las clases 
adjuntas a -|- Ker f = Ca. La aplicación f estableco la corresponden- 
cia biyectiva /' entre los elementos a' € K* y las clases Ca, y, pre- 
cisamente, PF (C,) = 4, si al =f (a). En este caso 


FC. + Ca =f (Caro) = fla + db) =f (a) + f (b) = 
e f (C,) + f (Co), 

F (Ca*Co) =f (Cao) =F (ab) =f(a0-f (0) =f (C.)-f (Co), 
así que la aplicación biyectiva ff es un isomorfismo (para simpli- 
ficar, las operaciones de suma y de multiplicación en K, en el aniilo 
de Jas clases do restos K/Ker f y en K”, se designan de la misma 
manera: +y-). 

En realidad, hemos demostrado el 

TEOREMA 2  (leorema principal sobro homomorfismos de ant- 
llos). Cualquier ideal L del anillo K determina (con ayuda de las 
fórmulas (81, (9)) la estructura del anillo en el conjunto cociente KIL, 
además, K'L es imagen homomorja del anillo K con núcleo L. Por 
el contrario, cada imagen homomorfa K* =$f(K)% del anillo K, es 
isomorfa al anillo cociente K/Ker /. 
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Observación. El sogundo muensbro de la fórmula (0), hablaudoy en general, 
no coincide con el producto de las clases de restos a - f. yt  /. cn el sentido 
teórico de los conjuntos. Por ejomplo, para K =— 7. TL — 8%. el numero entero 
24 € 16 -+ 32 no está contenido on (4 -+ 8Z)%, por cuunto (4 |- Ss) (4 -- 82) = 
= 16u. 


5. Tipos de anillos. Campo. En los bien conocidas por noso- 
tros anillos numéricos ¿, (AQ y R de ab = 0 se deduce, que bien 
a=00b=0. Pero el anillo do las matrices cuadradas M, ya ne 
tiene estas propiedades. Utilizando la matriz £,, (véase la demostra- 
ción del teorema 3, $ 3 del cap. 2), llegamos a las igualdades E¡¡Ex, = 
= (0 para! j + k, aunque, por supuesto, E,,3£ 0 y E,, +0. Obser- 
vemos, que E, Ey, == E;, += 0. Se podía haber atribuido este fenó- 
méno, tan poco común para la aritmética elemental, a la «nticonmua- 
tatividad del anillo 1%,, pero no es así. Como vimo* en el punto 2, 
en el anillo conmutativo Z, se cumple la iguuldad 202 = 0, en 
contra de da notoria verdad «dos por dos son ecnalro», 


Ho aquí dos ejemplos más. 


EJEMPLO 1. Los pares de números (a, bY (a, be", Ac: Paco suma y mul- 
tiplicación definidas por las fórmul.:s 


(A,, db) + (82. dy) = (a, + a. d, + dal. 

(41, 01) » (€z, bz1 = (ajaz, bjba), 
forman, evidentemente, un anillo conmutativo con unidad (1, 1), en el que 
de nuevo nos encontramos con el Mismo fenómeno: (1, 0) 10, tr= (0, 0) =0. 

EJEMPLO 2. En e] amllo KE do las funciones toales (vésse el ejemplo 3 

en el punto 1), las funciones f: z >| 1] — 7 y g: x1>]|+¡— e son tales, 
quo f (7) =0 para 2 <Ó0 y £ (2) = 0 para z >0, y por eso, el producto co- 
rriente de los mismos fg, será una función nula, aunque ¡== 0 y g +0, 


DEFINICION. Si ab =0 para € 0 y ¿bk0 en el andlo K, 
entonces, a se llama divisor a la izquierda de cero, y > divisor a la 
derecha de cero (en el aniJlo conmulativo X sólo se habla de divisores 
do cero). El propio cero en el anillo XK <40( cs un divisor de core 
trivia]. Si no hay otros divisores de cero fexcepto 0), entonces, 
K se llama anillo sin divisores de cero. El anillo conmutativo con 
unidad 130 y sin divisor de cero, se denomina anillo integro 
tanillo de integridad o dominio de integridad. 

TEOREMA 3. El anillo conmutativo no trivial K con unidad, 
es íntegro si, y sólo si, en él se cumple la regla de simplificación: 


ab=a, arxU=>b=c 


para todas las a, Ll, c € K. 

En efecto, si en K tiene lugar la regla de simplificación, entonces, 
de ab =0 = a-0 sigue, que bien a == 0, o bien a se O pora b =0, 
Por el contrario, si A cs un dominio de integridad, entonces, ab = 
=aua,a*0>alb—e=0=>b--e=0>b-=c. 


119 
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En el auidlo A con unidad, es natural considerar el conjunto 
de los elementos invortibles: ol elemento a se llama recíproco (o divi- 
sor de la unidad), si existe el elemento a”*, para el cual aa”* = 1 = 
= aa. Más exactamente, se tendría que hablar de elementos ¿nver- 
tibles a la derecha o a la izquierda (ab = 1 o ba = 1), pero en los 
anillos conmutativos y también en los anillos sin divisores de ceros, 
estos conceptos coinciden. Efectivamente, de ab = 1, se deduce 
aba = a, de donde e (ba — 1) = (0. Como a 0, entonces, ba — 1 = 
= ), o ses, ba = 1. 

Sabemos, por ejemplo, que en el anillo M, los elementos invertibles 
son, exactamente, las matrices con determinante distinto de cero. El 
elemento recíproco a no puede ser divisor de cero: ab =0=-a7? (ab) = 
=0= (arta) =0=>1-b=0=>)b =0 (análogamente, ba = ( > 
=> b=0). Por eso no asombra que tenga lugar el 

TEOREMA 3 Tudos los elementos invertibles del anillo K con uni- 
dad, componen el grupo U (K) respecto a la multiplicación. 

De hecho, como el conjunto U (XK) contione la unidad, y la aso- 
ciatividad de la multiplicación en X se cumple, entonces, a nosotros 
nos resta sólo convencernos de que el conjunto (7 (K) es cerrado, 
o sea, comprobae que el producto ab de cualesquiera dos elementos 
a y bde U (K) de nuevo pertenecerá a [" (K). Pero, esto es evidente, 
por cuanto (ali -- brlart (ab.bria"! —= a (bb7*%) art = a-1.a? = 
= aq? = 41), y, en consecuencia, ab es invertible. 

No es difícil ver, que U (Z) (+1) es un grupo cíclico de 
orden 2. 

Hemos obtemdo una claso de anillos muy interesante, los llama- 
dos anillos con divisor, o cuerpos, reemplazando en la definición 
de anillo al axioma (K2) por la condición, notablemente más fuerte, 
(X2): en relación a la operación de multiplicación el conjunto 
K* = Ko (0) es un grupo. El anillo con división, por lo visto, 
no contiene divisores de cero y, en él, cada elemento no nulo es 
invertible. Las operaciones de suma y de multiplicación se vuelven 
casi totalmente simétricas en el anillo conmutativo con división, 
al que se llama campo. Dues bien, damos otra vez una 

DEFINICION El campo P, es un anillo conmutativo que posee 
unidad 1 40, en el cual cada elemento a 0 es invertible. El grupo 
P* = U (Py) se lama grupo multiplicativo del campo. 

El campo se presenta como un híbrido de dos grupos abelianos, 
uno «ditivo y el otro multiplicativo, unidos por la ley distributiva 
(ahora ya una sola, en vista de la conmutatividad). El producto 
ab”! se escribe comúnmente en forma de fracción (o de relación, 


A 2 . , . 
de cociente) 5 , la cual, a fin de economizar espacio en el papel, se 


designa con la barra transversal a/b. Por consiguiente la fracción 
alb, que tiene sentido sólo cuando b 40, cs la única solución de la 
ecuación bx -= «. Las operaciones con fracciones se someten a algunas 
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reglas 
F=>+=ad=te, db, d 0, 
Les os bo, d*0, 
te, b=0, (10) 
+ i=h> b, dH0, 
E or 


Estas son reglas «escolares» ordinarias, pero no hay que recordarlas, 
sino que deducirlas de los axiomas de campo, la que, por otra parte, 
no presenta ninguna dificultad. He aquí el razonamiento suficiente 
para obtener la segunda de las reglas (10). Sean, x = a:b o y = cld, 
soluciones de las ecuaciones ba = a y dy = c. De estas ecuaciones 
se deduce: dbz =da, bdy = be => bd (2 + y) = da + bet = 
=2 + y = (da + be)/bd, única solución de la ecuación bd = 
= da + be. 

Se llama subcampo F del campo P, al subanillo en P que es tam- 
bién un campo. Por ejemplo, el campo de los números racionales Q, 
es un subcampo del campo de los números realos ¡2 

En el caso en que F —P también se dice, que el campo P es 
ampliación de su subcampo £. De la definición de subcampo se 
deduce, que el cero y la unidad del campo / también estarán conte 
nidos en F y que van a servir para F de cero y de unidad. Si se toma 
en P la intersección F, de todos los subcampos, contenedores de 
F y de cierto elemento a € P, no perteneciente a F, entonces, F, 
será el campo mínimo contenedor del conjunto (F, ay (el misme 
razonamiento que para los grupos en el punto 2 del $ 2). Se dice, 
que la ampliación F, del campo /" se obtuvo por udjunción del ele- 
mento a al campo F, y este hecho se refleja en Ja escritura /, = 
= F (a). Análogamente, se puede hablar del subrampo F, = 
= PF (a,, .. ., 4n) del campo P, obtenido al adjuntar a PF n elemen- 
toS Mr, . +» ., An del campo P, 


Una pequeña prueba muestre, que Q, (Y 2) coincide cun el conjunto do 
log números a+») y 2, a, bc (2, por cuanto (YD =2 y 1(04+4b ViD= 
(a/a? —253)) —(b/(a—2b9)) Y/2 para a+ hy 2 0.Lo mismo se reflere a 
Q(V3Q (V 5), eto. 

Los campos P y P” se llaman isomorfos, si son isomorfos como 


anillos. Por definición, f (0) =0 y F (1) = 1”, para enalquier aplica- 
ción isomoría f. No tiene sentido hablar de homomorfismo de los 
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CAMPOS, POLque Ker ¡=U=>f (4) =0,00>]f(1) =f (at) = 
=f (8) (05 0-7(a) =0>f (0) = f(1:b) = f (1f (b) = 
—=0-f (0) -0, Vo > Kerf = P. Por el contrario, los aulomorfis- 
mos, O sea, la» aplicaciones isomorfas del campo P sobre sí mismo, 
están vinculadas con las propiedades más profundas de los campos 
y son un pudecoso instrumento para el estudio de estas propiedades, 
en el marco de la llamada teoría de Galois. 

El concepto de ampliación de los campos, concuerda plenamente 
con la eterna tendencia de la humanidad, de incrementar la reserva 
de números utilizados. El proceso suficientemente lento, el que 
condiciona lmentose representa por medio del diagrama: [uno) an 
nuw=>(uno más uno es dos) an, >Nann>(N.Dun—oy uu 
In >R an IiZ nn» y que continúa hasta nuestros 
días, llevó « una extraordinaria ramificación de la red de campos, 
muy lejos de los numéricos de costumbre. No todas las etapas de este 
proceso fueron puramente algebraicas. Digamos, el paso de los núme- 
ros racionales « los reales, se basa en los conceptos de continuidad 
y totalidad (existencia de límites y sucesiones de Cauchy), y hasta 
ahora se estudia en los cursos de análisis matemático. Al mismo 
tiempo, una construcción totalmente análoga de los campos de los 
números p-uulilivos, a los cuales aquí no tocamos, y del moderno aná- 
lisis p-aditivo, desarrollado sobre la base de estos números, son 
dignas obras de lres ramas, la teoría de los números, el álgebra y 
el análisis 

6. Característica de un campo. En el punto 2 fue construido cl 
anillo finito de clases de restos Z,, con los elementos 


0, 1 3, ...s m-— 1 
y cou las operaciones k+T=k+1, k-1=kl de suma y de multi- 
plicación (renunciamos a los signos Y y O ), Si m=st, s>1, 


¿> 1, entonces, s-£==m--0, o sea, s y E son divisores de cero en Ze 

Sea ahora in = p, un número primo. Se afirma, que Z, es un 
campo (de y elementos). Para p = 2, 3, esto se ve rectamente 
de las tablas «le multiplicación, escritas en el punto 2. En el caso 
general es suficiente cstablecer la existencia, para cada s€ Zf5, 
del elemento inverso s' (los números enteros s y s' no deben, eviden- 
temente, «dividirse por p). 

Considerentos Jos elementos 


s, 2s, ..., (p—1Í)s. (11) 
Son fodos distintas de cero, porque s = U (mód p) > ks e 0 (mód p), 
parak=1,2,..., p —1. Aquí se usa el hecho de que p es primo. 


Por esta misma razón, los elementos do (11) son todos distintos: 
de ks =)/, 4k<27?, se deduciría que (1 —%kis =0, lo que no es 
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cierto. Así, la sucesión de los elementos de (111 coincide con la suce- 
sión de los, permutados de algún modo, elemento» 


Le Do p—1. 
En particular, se hallará uns”, 1 <s' <p — 1, para el cual ss == 1. 


Pero esto y sígnifica, que s"-s = 1, o sea, s” es ol elemento inverso 
de s. Hemos demostrado el 

TEOREMA 5. El anillo de clases de restos Zm es un campo st, y sólo 
si, m = p es un número primo. | 

COROLARIO (pequeño teorema de Fermat). Para cualquier número 
entero m, no divisible por el número primo p, tiene lugar la congruencia 


mP-1 = 1 (mód p). 


DEMOSTRACION. Jl grupo multiplicativo Z¿; tiene un orden 
p --1 Por el teorema de Lagrange (véase $ 3), p -1 se divide 
por el orden de cualquier elemento de Z7. De este modo, 1 = (m)P-*= 
=m"”-".0 sea, mM -1=0 

No es difícil demostrar el pequeño teorema de Format en forma 
inmediata, con ayuda de la teoría de las congruencias, muJtiplicando 
todos los elementos de la sucesión (11). 

Los campos Zy, Za, Ls, . . .. tan poco parecidos a los campos, 
conocidos por nosotros, (2, A (|"2), R, ocuparon, en la jerarquía 
algebraica de los campos, un puesto plenamente equiparable, por 
su significación, con el lugar que desde hace muclio tiempo fue 
asignado a Q. La cuostión aquí es ésta. Sen P un campo. Como 
ya hicimos notar, la intersección (f) P, de cualquier familia de 


t 
subcampos ([P;¡|:¿€ 7), será subcampo en P. 

DEFINICION. Un campo, que no tiene ningún subcampo propio, 
se llama primo. 

TEOREMA 6. En cada campo P se contiene un, y sólo un, campo 
primo Py. Este campo primo es isomorfo, bien a “2 o bien a Zp, para 
algán p. 

DEMOSTRACION. Suponiendo la existencia de dos subcampos pri- 
mos distintos P", P” <P, necesariamente llegaremos a la conclu- 
sión de que la intersección de los mismos P" f) P” (evidentemente, 
no vacía, por cuanto O y 1 están contenidos tanto en 2”, como en P”), 
será un campo, distinto de ?” y P”. Esto, sin embargo, no es posible, 
en virtud de que son primos. Por consiguiente, el subcampo primo 
P, <P, es único. 

En P,, juntamente con el elemento unidad 1, están contenidos 
todos sus múltiplos n-1=1+...+ 1. De las propiedades gene- 
rales de las operaciones de suma y de multiplicación de los elementos 
en Jos anillos (véase el final del punto 1) se deduce, que 


si4+ti=1( +84, (84) (6-4) = (5t)-1. 5, 1€Z. (12) 
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Por eso, lu aplicación f del anillo Z. en P, definida por la regla 
f (n) = n1, es un homomrfismo cuyo núcleo, siendo ideal en £, 
tiene la forma Ker f = m2. Sim = 0, entonces, f es un isomorfismo, 
y las fracciones (s-1)'(t-1), que tienen sentido en P (por cuanto 
P es un campo), forman el campo P,, isomorfo a (2, que será un 
subcampo primo en P. 

Y si m>- 0, entonces, evidentemente, la aplicación f* definida 
por la regla 


E k = (kim — f (4), 


será una inclusión isomoría Zm — P. Por el teorema 5, esto sólo 
es posible cuando m = p es un número primo. Por consiguiente, 
f* (Z,) es un subcampo primo en P. 

DEFINICION. Se dice, que el campo P tiene característica cero, 
si su subcampo primo P, es isomorío a (A; P es un campo primo 
(o finito) de característica p, si P, = Z,. Se escribe char P =0 
o char P == p > 0, respectivamente. 

En lugar de Z,, para designar al campo «abstracto» de p elemen- 
tos, se usa habitualmente F,, o GF (p) (Galois Field: campo de Ga- 
lois). Hay que tener en cuenta, que existe un campo finito GF (q) 
con q = p*” elementos, donde p es primo y nr cualquier número entero 
positivo. A esta interesante cuestión regresaremos en el cap. 9, 
pero ahora nos limitamos sólo a un ejemplo de un campo de cuatro 
elementos f0, 1, a, $): 


+ 0108 
| 0 01d a .B$ 0 
CFE (1080 a 
a ap O 4 B 
B Ba 1 0 1 


Qué son a y B por el momento no nos interesa. Se recomienda 
verificar el cumplimiento de la ley distributiva. 

A veces, a la característica nula la llaman infinita, en correspon- 
dencia con su interpretación como orden «del elemento 1 en el grupo 
aditivo del campo 2, Análogamente, la característica finita p 
es el orden común de cualquier elemento no nulo en el grupo aditivo: 


pr=x3...+2a=p(l:2) =1lx3 +... + %x= 
=(1+. +1)7= (p:1)7 =0. 


7. Observación sobre sistemas lineales. Ha llegado la hora de 
dar una ojeada mental a la teoría de los sistemas de ecuaciones linea- 
les, expuesta en los capítulos anteriores, y a la, derivada de ella, 
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teoría de determinantes. Como coeficientes en las ecuaciones lineales 
y como elementos de matrices, teníamos números, racionales o reales, 
pero lo específico de estos números no se utilizó de ningún modo. 
No hay ningún obstáculo para tomar ahora, en lugar «le los números, 
a los elementos del campo dado P. Al mismo tiempo, Jos resultados 
también deberán de formularse en términos del campo P: los compo- 
nentes de la solución del sistema lineal y los valores de la función 
det pertenecerán a P. 1l método de Gauss para resolver sistema de 
ecuaciones lineales, la teoría de determinantes, la regla de Cramer, 
siguen siendo legítimos (sin cambios fundamentales) para el campo 
arbitrario P. 


EJEMPLO 1. Sea dado un sistema homogéneo de ecuaciones linesles AX = 0» 
con la matriz cuadrada 


1.02 3 4 
—10 13 1445 

A= 
a 
12 13-345 


y con la columna de incógnitas X == [z,, zz, 29, 2,3. Cálculos directos muestran, 
que det A = 23.11*, Por consiguientte, con a¿,, z, € P, donde P es un campo 
cualquiera de característica cero, o de característica p y= 2, 11 (on este caso 
los números enteros 1, 2, 3, 4, —10, . 15 se reemplazan por las correspon- 
dientes clases de restos), 'el sistema es determinado y tiene solamente una solu- 
ción trivial X = 0. 

Si char P = 2 (digamos, P = Zy), entonces, de la congruencia 


141 2 34 101.0 


—10 13 1445] [o 101 a 
12 —9 14 45 o104 1 me 
12 13—815 0.414.014 


llegamos a la conclusión, de que el rango del sistema a igual a dos, y el sistema 
admite dos soluciones independientes X, = [1, 0, 1, 0), Xy = O, 411. 


Para evitar confusiones se tendría que haber escrito X, = (1, 0, 1, úl, X, = 


= [Ú, 1, 0, 1), pero nos consideramos lo suficientemente Preparaldos como 
para omprender la escritura simplificada. 
Si char P = t1, entonces, de la congruencia 


1.2 34 1234 
—10 13 14 15 a 123 
12 —9 14 15 1 2 3 4 


12 13 —815 123 4 
se deduce, que el sistema tiene tres soluciones independientes 


X,=[9, 1, 0, 0), X, =1[8, 0, 1, 0], Xy =17, 0, 0, 1]. 
Como vemos, la respuesta depende esencialmente del campo consi- 
derado P, pero el análisis del sistema en nada se diferencia del 
corriente. Por consiguiente, vna de las ventajas del paso de R y Q 
a un campo arbitrario, se reduce a la eliminación dei doblaje de 


(mód 114) 
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los razonamicntos análogos. Pero, además, se tienen causas de 
Más peso. 

Hablando sobre un grupo lineal completo, hasta el momento lo 
consideramos como el grupo de todas las matrices no degeneradas, 
con coeficientes de QA o de R. El conjunto de las matrices cuadradas 
de dimensiones rn X r con coeficientes en un campo arbitrario P, 
compone el anillo de matrices M,, (P), y el subconjunto de todas las 
matrices no degeneradas ÁA € M, (P) (de matrices con det A =* 0) 
lleva al concepto de grupo lineal completo GL (n, P) sobre el cam- 
po P. Varianido el campo P, por ejemplo, haciendo P «<= F,, se 
puede, de un modo natural, obtener una serie de grupos importantes 
ivénse el cap 7). 


Los campos del tipo R, Q, Q (Y"2) y otros, se llaman habitual- 
mente campos numéricos. El campo Fp es un ejemplo de campo no 
numérico: no sería correcto llamar a sus elementos números por el 
sólo hecho de que ellos frecuentemente se identifican con los elemen- 
tos del conjunto (0, 1, ..., p — 1). 


En el $ 2 del cap 1 se planteó el problema (con el número 3) de la utiliza- 
ción de los campos finitos cn la teoría de la codificación. Formularemos ahora 
un pequeño ejemplo sobre este tema. 

-FÉMPLO 2 Para la Lransmisión de la consigna MIRU MIR*) en princi- 
pio es sulicienta la repetición de cnatro informaciones elementales, M = (0, 0), 
T = (1, 0), R = (0, 1), Y = (t, 1), interpretadas como vectores-filas del espa- 
cio lineal bidimensional F* sobre el campo F, 2x Z, = (0, 1) de dos elementos. 
Pero, durante el tiempo de trasmisión, en el canal de comunicación aparecen 
perturbacionos (cambios dol símbolo O por ol 1, o dol t por el cero), como resul- 
tado de las cuales, en la recepción al final del canal puede llegar, por ejemplo, 
la información RIMU RIM. De acuerdo al teorema fundamental de Shennon, 
a cuenta del aumento de la longitud de las informaciones elementales (o sea, 
a cuenta de la velocidad de trasmisión), la acción de las perturbaciones es elimi- 
nable. Sea, digamos, que de las condiciones de trasmisión es sabido, que en 
cada información olemental de longitud cinco, no se produce más de una tergí- 
versación. Tomamos entonces en el espacio S = FS, el subcoajunto Sa = 
= (M=(0. 0, 1,1, 0), I= (1,0, 0, 41, 1), R= (0, 1, 1, 0, 14), Y = (f, 
1, 0, 0, 0)) de los llamados vectores de códigos. Do la tabla 


Vertores de códigos | vOliu 10011 v11o01 | 11000 


Vectores, ochtraidus de los vectores | (00010 
de códigos, como resultado de | 00100 
tergiversaciones 00111 

01110 
10110 


00011 00101 01000 
10001 01001 10000 
10010 01100 11100 
10114 01111 11001 
11101 


se vc, quu Jos conjuntus de vectores Llergiversados de distintas columnas, no se 
mtersecan, y, por consiguiente, es poyible una decodificación correcta, o sea, 
el restablocimicuto de una comunicación veraz. 


*) En ruso,¡ Paz al mundo! 
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Homos obtenido el cod So, que corrige un error. Pasando al espacio FP de 
dimensión n suficientemonte grande, so puede construir un código análogo, capaz 
de transmitir sín errores todo el alfabeto, o sea, cualquior toxto. A fin de que 
la decodificación no se transforme en una selección larga y muy lenta, hay que 
eligir a Sy de ua modo especial. Para esto existe una serie de procedimientos, 
entre ellos y puramente algebraicos, hasados en ol uso de los campos finitos Fg» 


EJERCICIOS 


í. Desarrollando la Idea del ejemplo 2) del $ 1, inostrar, que cl conjunto 
P (9) con las operaciones 


A+B=(AUBN(ANB) AB=A NB; A.BER, 


a pe anillo con unidad, y todos los elementos de su grupo aditivo son de or- 
en 2. 
2. Establecer la conmutatividad de un anillo arbitrario, on el cual, cada 
pio z satisíace a la ecuación x2= r. ¿Es cierto esto para la condición 
us y 

3. ¿Son isomorfos los campos (Q (Y 2), y (y 53? 
, 2 ¿Forman un ideal los olementos no invertihlos de los anillos: 1) Z,, 
) 31 
5. Mostrar, que la imagen opimórfica del anillo conmutativo, os un anillo 
conmultativo. 

6. Si K es un anillo con unidad y L un ideal, entonces. el anillo cociente 
K/L también tiene unidad. 

7. Cualquier anillo entero finito K, es un campo. 

8. Sean, p un número primo, y K un aníllo conmutativo con unidad, tal 
que, pr = 0 para todos los z € K. Mostrar que, entonces 


cy =P 4 ya”, mo 
(índicación. Utilizar la inducción sobre m, y la circunstaucia do que el coefi- 
ciente binomial P , OK: <p, es divisible por p). 
9. Demostrar, que el anillo X, compuesto do cinco elementos, o os isomorío 
a Za O bien es anillo con multiplicación nula. 
10. “El ¡conjunto de las matrices triangulares superiores T= 
ac 
=4llo 


la, vez), forma un subanillo en *4M,¿(:). Convoncerse de osto 
y hacer una descrip-ión de los ideales del anillo 7. 


11. El elemento z 0 del anillo X se llama nólpotente, sí <P = 0, para 
algún nr € N. Mostrar, que: 

(1) la nilpotencia del elemento x= conlleva a la invertibilidad del clemento 
1— zx en cualquier anillo con unidad; 

(ii) el anillo 3, = Z/m2 contiene elementos vilpotentes, exactaruente 
entonces, cuando m €3 divisible por ol cuadrado do un numero natural >f, 

12. Demostrar, que en el anillo conmutativo XK, con unidad y con poten- 
cia infinita] K |, no puede haber un número finito rn - 


2 1 de elementos no inver- 
tibles == 0. (Indicación. Usar el razonamiento por el contrario. Sea N == 
(a, . . ., 4n), el conjunto de todos los elementos no invertiblos :- O del anillo 
K. La aplicación Py: a, -» za,, es una biyocción do N — N para cualquier 
ZEKN (NU (0 h. El núcleo Ker p de la aplicación p : x >», es infinito.) 
13. Sean, un anillo asociativo arbitrario XK, con unidad 1, y a, 5, elementos 
del mismo. Mostrar, que 


(1 —abhemd=c(1 — ab) > (1 — bajd=1=d(1— ba), 
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donde, d = 1 + bea, o sea, la invertíbilidad de 1 — a ie K, lleva a la invertibí- 
lidad 1 — ba. ¿A qué cs igual el elemento 1 + ad 


14. Mostrar, que las matrices les , con a, b€ Zz, forman un campo 


an elementos, y que el grupo multiplicativo de este campo, es cíclico, de 
orden 8. 
15. ¿Es capaz o no el código Sy (del ejemplo 2, al final del parágrajo) de 
corregir dos errores? 


Capítulo 5 
NUMEROS COMPLEJOS Y POLINOMIOS 


En este capítulo serán considerados sistemas algebraicos total- 
mente concretos, parcialmente conocidos de las matemáticas escola- 
res, pero que merecen ser objeto de una atención un poco más deta- 
llada. El punto de vista elaborado en el capítulo anterior, nos per- 
mite dirigir una mirada fresca al tradicional «campo de actividad» 
del álgebra de los siglos pasados. Al mismo tiempo, en el ejemplo 
de los polinomios, se harán más comprensibles y tangibles tales 
problemas, como la ampliación de los anillos y la univocidad de la 
descomposición en multiplicadores primos, en los anillos integros 
(dominios de integridad). 


$ 1. CAMPO DE LOS NÚMEROS COMPLEJOS 


Una obstinación, digna de la mejor imitación, en la historia de 
las matemáticas, se observa en la larga lucha entre los defensores 
y enemigos de los números «imaginarios», como fuente de los cuales 
sirve la ecuación algebraica 


+41 0. (1) 


Se puede ocupar una posición simplista, limitándose a la escritura 


formal de las soluciones de la ecuación (1), en forma de + Y —1. Pero 
esto no era difícil hacerlo en tiempos más lojanos; sólo quedaba darle 
sentido a la escritura indicada. Resolveremos este problema a distin- 
tos niveles. Al principio, introducimos algunas reflexiones eurísticas. 

1. Construcción auxiliar. Deseamos ampliar el campo de los 
números reales R de tal modo, que, en el nuevo campo, la ecuación 
(1) tenga solución. Un modelo de esta ampliación puede ser el con- 
junto P de todas las matrices cuadradas 


b 
y [ear, (ñ). (2) 


Se ia P es un campo (comparar con el ejercicio 14 del 
4, cap. 
Efectivamente, en P están contenidos el cero O y la unidad £ 
del anillo M, (R). 
Luego, de Jas relaciones 


ab 
—b a 


cd 
—(dc 


a+c b+d 
—(b+d) a+e 
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ab —a —b 
-| ba >|, —all' 6 
ab cd ac—bd ad + be 
—ba A a Mr 


se deduce que P es cerrado con respecto a las operaciones de suma 
y multiplicación. La asociatividad de estas operaciones, es conse- 
cuencía de sus asociatividades en M,. Lo mismo se refiere a las leyes 
de distributividad. De este modo, P es un subanillo en M,. Queda 
por demostrar la existencia en P de una matriz inversa a cualquier 


ab 
matriz (2), con determinante — A a = 424 hb! 320 (la conmuta- 


tividad de P se desprende de la fórmula (3)). Directamente, de la 
fórmula para los coeficientes de la matriz inversa (véase el teore- 
ma 1,$ 3 del cap. 2), o por medio de la resolución del sistema 
lineal 


azr—lby=í, 

bx + ay = 0, 
que surge de la condición 

ab ty 10 
—b a blo xl 
hallamos, que 
Pe E 
a E , donde o > d= a (4) 


Utilizando la regla (5) del $ 3, cap. 2, de multiplicación de malri- 
ces por números, cualquier elemento del campo P lo anotamos en 
la forma 


TS, ser J=| 2? 5 
A a +6, donde a, bER, -| 40 (5) 
El campo P contiene el subcampo (aE|aEer) =R, y la relación 


+ E=0 


muestra, que e] elemento Y € P «con exactitud hasta el isomorfismo» 
es solución de Ja cenación (1). Aquí no se puede hablar de ninguna 
mística acerca del selernmento imaginario J». 

Sin embargo, se llama campo de los números complejos, no el 
campo P, sino un cierto objeto isomorfo del mismo, cuyos elementos 
se representan como puntos de un plano. El deseo de tener una reali- 
zación geométrica del campo P no es casual, si se recuerda, que el 
campo R para nosotros es inseparable de la «recta real»,¡con un punto 
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dado, representante del cero, y una escala determinada, que define 
la situación del número 4. 

2. Plano complejo. Y bien, queremos construir un campo C 
cuyos elementos sean puntos del plano R?, siendo que la suma y mul- 
tiplicación de los puntos, sometiéndose a todas las reglas de opera- 
ciones en un campo, resuelvan nuestro problema. Elegimos en el 
plano cartesiano, un sistema de coordenadas cartesianas, con eje 
de abscisas x y con eje de ordenadas y. Escribimos (a, b) para indicar 
el punto con abscisa a y ordenada b. Para los puntos ía, b) y (c, d), 
definimos la suma y el producto por las reglas 


(a, b) + (o, d) = (a+ <, bd), (6) 
la, DY (c, d) = lac — bd, ad -- het 


(el uso de los mismos signos -|-, +, que en el carupo R, no debe de 
llovar a confusión). Una comprobación directa, pero bastante fati- 
gosa, nos convencería de que las operaciones así defmidas dotan al 
conjunto de pares (de puntos en el plano) para la construcción de un 
campo con las propiedades necesarias. No hay necesidad, por suerte, 
de esta comprobación. La comparación 


a b 
—b a 


(a, b) > 


de los puntos del plano € con los elementos del campo 2, ante- 
riormente construido, y una ligera mirada a las fórmulas (3) y (6), 
nos convencen de que estamos en presencia de un isomorfismo y que, 
por consecuencia, el conjunto C es un campo. Este es el que se llama 
habitualmente campo de los números complejos. Teniendo en cuenta 
Ja realización geométrica de este campo, € también se denomina 
plano complejo. 

El eje de abscisas elegido por nosotros, o sea. e] conjunto de 
puntos (a, 0), no se diferencia en nada, por sus propiedades, de la 
recta real, y suponemos (a, 0) = a. El cero (0, 0) y la unidad (1, 0) 
del campo se hacen, con esto, números reales corrientes. Para el 
punto (0, 1) en el eje de ordenadaz se introduce por tradición la 
designación ¿ «unidad imaginaria», que es la raiz de la ecuación (1): 
2 = (0, 1) (0, 1) = (1, 0) = —1. El número complejo arbitra- 
rio z = (7, y), se escribe ahora en la forma acostumbrada 

2=I+lYy , yER, (7) 
sumamente cercana a la forma (5) de los elementos del campo P. 
Notemos, que Q <R <C. Por eso, L es un campo con caraclerís- 
tica nula (véase punto 6, $ 4, cap. 4). 

3. Interpretación geométrica de las operaciones con números 
complejos. El eje de abscisas del plano complejo, se llama habitual- 
mente eje real; el eje de ordenadas, eje imaginario, y los números 
iy, ubicados sobre el mismo. números puramente imaginarios, anque 
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la palabra «rmaginario» perdió su sentido inicial. Correspondiente- 
mente en la escritura (7), x es la parte real, e iy la parte imaginaria 
del número complejo z. Examinemos la imagen, que confronta a cada 
número complejo z = x + ly, con su complejo conjugado 3 = z — iy 
(operación de conjugación compleja). Geométricamente, ello se reduce 
al reflejo del plano complejo con relación al eje real (véase fig. 15). 
Es sumamente notable, la legitimidad del 


TEOREMA t. La aplicación z —» z es un automorfismo de orden 2 
del campo C, que deja en su lugar a todos los números reales, La suma 


Fig. 15 


y el producto de números complejos conjugados dan como resultado 
números reales, 


DEMOSTRACION. La afirmación =x,x€R, es evidente de 
la dofinición de número complejo conjugado. En particular, 0 =0 
y 1=1. Es igualmente evidente la afirmación sobre el orden: 
(21 = z. Nos quedan por comprobar las relaciones 

2 +22=2 +22, 212=21 > 22, (8) 


pero ellas se deducen directamente de las fórmulas (6), que sólo 
debon ser escritas de nuevo, en la forma 


(+ Y) + (a+ Ya) = (814 2) +19 + ya) (9) 
(71 + ty) + (22 + Eya) = (112 — YY) + i (TY + Z2Y1)- 


Un caso particular de las fórmulas (9), es la afirmación sobre la 
suma y ol producto del número z = z + ly, y su complejo conjugado 


22+2=2',2=xX>+ y. 


Observación. El automorfismo z -—>z se distingue de muchos otros automor- 
fismos del campo C en que, él es el único continuo (que traslada los puntos 
cercanos al plano € a sus proximidades). No haremos más precisa ni demostra- 
remos esta afirmación. 


Se llama módulo (o valor absoluto) de un número complejo z = 
= + ly, el número real no negativo |2 | = Vaz=VéA + y 
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La posición del punto z en el plano, como es sabido, queda totalmente 
delerminada prefijando sus coordenadas polares: la distancia r = 
= |z | desde el origen de Jas coordeuadas hasta z, y el ángulo q 
entre el sentido positivo del eje de abscisas y el sentido del origen 
de las coordenadas a z (fig. 15). El ángulo y se llama argumento del 
número z, y se designa con el símbolo are 3 = q = arclg y/a. Por 


Fig. 16 


definición, el arg z puede tener cualquier valor positivo o negativo, 
pero con r dado, los ángulos que se diferencian en múltiplos enteros 
de 2x1, corresponden a un mismo número. No está definido el argu- 
mento para cl número 0, con módulo |0 | = 0. Las relaciones de 
«mayor» o «menor» carecen de sentido cuando se refieren a números 
complejos, o sea, a estos no se los puede unir con el signo de desigual- 
dad: a diferencía de Jos númernas reales, el argumento de los cuales 
adopta sólo dos valores principales, O (números positivos) y n (núme- 
ros negativos), los números complejos no están ordenndlos. 

Las coordenadas polares r y q determinan 4 ze y por las conocidas 
fórmulas 


x=r«c0sqp y ='"rsemnq 2=r(cos q + ¿sen qu). (10) 


Esta es, la llamada forma trigonométrica del número z. 

La operación de adición de los números complejos z, z' se expresa 
sencillamente en coordenadas cartesianas, precisamente, por la regla 
del paralelogramo, o, lo que ex equivalente, por la regla de adición 
de segmentos orientados (vectores), gue parten dol origen de las 
coordenadas y que corresponden a los números z y z” (fig. 16). De 
este mismo dibujo, comparando los lados del triángulo con vértices 
en los puntos 0, z y 2 + 2” (c identificando los valores absolutos 
con las longitudes geométricas correspondientes), obtenemos Ja 
importante desigualdad 


+27 1<]214+ 17 1. (11) 
120392 
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Observemos, que la desigualdad (11), que podría haber sido escrita 
en la forma más general 
jzl—121<|2x7 ]<1214 1% ) 

es tolalmente análoga a la correspondiente desigualdad para los 
números reales. 

La operación de multiplicación de números complejos, es cómodo 
expresarla en coordenadas polares. 

TEOREMA 2 El módulo del producto de los números complejos 
2, z, es igual al producto de sus módulos, y el argumento, es igual a la 
y 


Fig. 17 


suma de los argumentos de los factores 
zz | =|zf-]zZ |, argzz =argz- argz'. (12) 


Análogamente, |z:s" | = |2|/1% |, arg 2/2” = arg z —argz'. 
DEMOSTR:ACION Efectivamente, sea la forma trigonométrica 


1 


z= ricos q + ¿sen q), 2 =r5' (cos y” + ¿sen q”). 
Por multiplicación directa, o por la fórmula (9), obtenemos 


22 = rr' [(cos q cos q” — sen q sen y”) + 
+ ¿(cos q sen q” + sen p cos y”), 


y esta relación, con ayuda de conocidas fórmulas, conduce a la forma 
trigonométrica de) número 33”: 


222 = |2|»]z |-1cos (q + q”) + ¿sen (9 + 9”). 

Si, luego, 2" = z/z", entonces, z = 2'z". Por eso, utilizando las 
ya demostradas fórmulas (12) para el producto 2'2”, obtenemos de 
eJlas las fórmulas para la fracción 2/z'. 

En particular, z7* = | 2 |]? los (- q1 + ¿sen (—«)l. Para obte- 
ner 27* en cl plano complejo (fig. 17), hay que, por lo tanto, aplicar 
a z una inversión respecto a Ja circunferencia con radio unitario 
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y centro en O (esto da el punto 2”), y, luego, el reflejo con respecto 
al eje real (o el automorfismo z' -» 3'). 

De hecho, las afirmaciones sobre el módulo del producto y el módulo de la 
adición se deducen fácilmente, sin recurrir a la intuición gcometrica, del teo- 
rema 1. En efecto, en primer lugar, 

22" =23232 =23 32 =22-27 =|2/2]2']2, 


de donde |zz'|=|z|-|2'|. Luego, observando, que |2| =Y7IF+r3> Y 71mw 
= |x|, obtenemos 


+2 12= (142) (142) =14 4 (0424 202= 
= 144224 |21.%142]2] 4 |212=(14 ]2/)*, 


De los resultados obtenidos, podemos sacar cierto principio 
general: la forma corriente (7) de Jos números complejos, se ha adap- 
tado para la expresión de sus propiedades aditivas, y la forma trigo- 
nométrica (10), para la expresión de sus propiedades multiplicativas. 
La inobservancia de este principio lleva a fórmulas extremadamente 
difíciles, que obscurecen la esencia de la cosa. 

4. Elevación a potencias y extracción dc raíces. De la fórmula 
(12) para la multiplicación de números complejos, dados en forma 
trigonométrica, se deduce la llamada fórmula de .Moivre 


[r (cos 9 + ¿sen q)]” = 7" (cos nq + ¿sen np), (13) 


legítima para todos los r€Z (en otra escritura: |2? | =|/2z |", 
arg 2” = n-arg 2). El caso particular de la fórmula (13) para r = 1, 
la fórmula binomial (1) del $ 7 del cap. 4, y las relaciones 


l= +, P=—, B=4, Pal] 
hacen posible obtener la expresión de los senos y cosenos del ángulo 
múltiplo: 
y (7 
cosnp= 2, (—1) ok ) cosa-ak p-sen** q, 
a (14) 
sen np = 2 (—1) aa) cos”-1-ak p.sen+1 y, 
ha 


En honor a la verdad, cabe anotar, que el caso particular de la fór- 
mula (14) para n = 2 fue utilizado antes por nosotros, en el curso 
de la demostración del teorema 2. 


Observación. Sea e” = lim ( t+ =y . En el análisis se demuestra, por 


Nn > 009 
medio del desarrollo de las funciones de la variable compleja en series exponen- 
ciales, la fórmula de Euler 
Y = cos y + | sen p. (15) 


120 
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de 13 cual se desprenden todos los resultados obtenidos por nosotros. Queda 
sólo por observar, que 


SP AO ron (¿iy — an. 
La forma trigonométrica del número complejo z, se reduce a la escritura 
2=|z|-e%. 

Luego, quisiéramos aprender a extraer raíces de cualquier grado 
de los números complejos, y la principal pregunta que aquí surge 
es: ¿siempre es posible hacerlo? Resulta que siempre, y la fórmula 
de Moivre da, en esencia, la solución total «de esta cuestión. Seanos 
dado el número complejo 2=yY (cos $ + 1 sen q), y queremos hallar 
un número z' -= 51” (eos q” + ¿sen q") tal, que (2)? = z. Expre- 
sando (2)" por Ja fórmula de Moivse, y comparando luego en ambos 
miembros de ln igualdad (29 = z los módulos y los argumentos, 
hallamos que (1 —r y que ny” = q + 2nk (el sumando 21k 
es el pago por la delerminación incompleta de) argumento). Así, 


e _ n= no p+2nk 
par, q EA 


(por Y r se sobreenLiende el valor aritmético de la raíz de n-ésimo 


grado de un número real positivo). La raíz Y/ 2, por lo visto, existe, 
pero está diterminada no unívocamente. Parak =0, 41, ...,n —4 
se obtendrán » valores distintos de z”, además, ellos agotan todas 
las raíces, por cuanto. dek =ng+5"r,0<Xr=<XÁan— A, se despren- 
de que 


Hemos demostrado el 

TEOREMA 3 La extracción de la raíz de n-ésimo grado del número 
complejo z — | 2 | (cos p + ¿son p) siempre cs posible. Todos los 
n valores de la raíz de n-ésimo grado de z, se hallan dispuestos en los 
vértices del n-ágono regular, e en la circunferencia con centro 


en el origen y de radio "/Tzl [z] 
077 su. Y Jzl (cos Am + ¡sen TH) ; (16) 


k=0,1,...,.». —1. 
COROLARluv Las raíces de n-ésimo grado de 1, se expresan por 
medio de la fórmula 


Y =e, =cos E 4150n x=, k=0, 1, ... ni. (17) 


Ellas se hallan dispuestas en los vértices del n-ágono regular, inscripto 
en la circunferencia con centro en el origen y de radio 1. | 

De (16) y (17) se aprecia inmediatamente, que 7/3 tendrá cero, 
una o dos rafces reales, y 2/4, una o dos. 
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La raíz de n-ésimo grado de 1 se llama primitiva (o prototipo), 
si es que ella no es raíz de 4 un grado menor. Vales serán, por ejemplo 


2d, 21 
e = €, = Cos 7 +!sen 1 Y Ens 
Cualquier otra raíz e, es potencia de una primitiva 
En = et, 


lo que, nuevamente, puede ser apreciado en la fórmula de Moivre. 
Más aún, €1€; = €a+ y si se toma k + 1 por el módulo r. En parti- 
cular, ex! = Ena, Ep = 1. Siendo experimentados en la teoría de 
grupos, observamos, de este modo, que las raices de grado n-ésimo 
de 1, forman el grupo cíclico (e) de orden n. 

Con esto mismo, se obtuvo otra realización más del grupo cíclico 
de orden ». Por el teorema 6 del $ 3 del cap. 4, todos sus subgrupos 
se encuentran en relación recíprocamenle unívoca con el divisor 
positivo d del número r. Para cada d/n en (e) se tiene exactamente 


n 

un subgrupo (e%) de orden d. La raíz €,, será primiliva si, y sólo si, 
(Em) =(8), o sea, si Card le”) = n, y esto sólo es pusible si m y n 
son primos entre sf. Por ejemplo, para n = 12, las raíces primitivas 
serán e, el, el, el, En caso de un primo nr = p, todas las raíces 
de la unidad, distintas de 1, son primitivas. Desde el punto de vista 
algebraico, sin contar la representación geométrica, todas las raíces 
primitivas del grado nr dado, son equivalentes. 

Volviendo a la cuestión de la extracción de la raíz de grado n 
de un número complejo arbitrario 2 +0, observemos, que si 2' 


es alguna raíz dada (digamos, 2' =y |z| (cos E -j ¿son 3), 
entonces, las restantes raíces tienen la forma Z'€,, k -: 0, t,..., 
..- n—á. Esta afirmación se halla en correspondencia con la 
fórmula (16). 

5. Teorema de unicidad. La ventaja del campo (. con respecto 
al R podremos evaluarla posteriormente en su totalidad, pero el 
sólo hecho de que C contiene a todas las raíces de 1, justifica el 
clevado interés hacia los números complejos. Surge la pregunta natu- 
ral, de cúal es la amplitud de la familia de campos, que poseen pro- 
piedades análogas. Resulta, que es legítimo el teorema siguiente de 
unicidad del campo de los números complejos. 

TEOREMA 4. Sean, K, un campo isomorjo a R (en particular, 
K =R). y P la ampliación, obtenida de K por la adjunción de la 
raíz de la ecuación x* + 1 =0. Entonces, P es isomorfo a C. 

DEMOSTRACION. Por la definición dada en el punto 3 del $ 4 
del cap. 4, P = K (7) es el subcampo mívimo de cierto campo PF, 
que contiene a K y j. Como el campo F está dado, podemos consi- 
derar los elementos del tipo a 4- jb, con a, bE K, donde el producto 
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y la adición se comprenden en el sentido de las operaciones definidas 
en F. A los distintos pares, a, b€ K, les corresponden distintos 
elementos a +- jh, por cuanto, en caso contracio, se encontraría 
un elemento nulo a” 4- jb", con a” +00b' %0.Sib' = 0, entonces 
evidentemente, «' =() Y si Y +0, entonces, obtenemos j = 
= —alb' € K, lo que es absurdo: K =XR, y en R la ecuación 

223 + 1 =0 es irresoluble; por lo tanto, ¿€ K. Utilizando sola- 
mente la igualdad f? = —1 y operando en el campo F, obtenemos 
las fórmulas 


(a, + j0,) + (a, + 30?) = (a, + ay) +] (b, + by), 
(a, -+ 0) -(a, + 30%) = (aa, — bib) + j (aby + agb). (18) 
Además, 
(a | Joy * =p + On a+ bx0. 


Esto muestra, que el conjunto fa + jb | a, bE K), contenido en P, 
es cerrado con respecto a todas las operaciones en F y, por consi- 
guiente, forinn un campo. En virtud de que P es mínimo, tiene lugar 
la igualdad 

P =fa + jbja, b€ K). 


Luego, las fórmulas (18) coinciden con exactitud con las fórmulas (9). 
Sif: K =R es el isomorfismo dado, entonces, la aplicación 


1: a+ jb—(f (a), f (0), 


que confronta a los elementos del campo P los puntos del plano com- 
plejo C con las coordenadas f (a), f (b), será, por lo expresado antes, 


un isomorfismo de los campos P y C. ]A 

Un campo P, contenido en M,, fue examinado en el puato 1. Pero, 
tales campos, por supuesto, existen cuautos se quiera (en el pará- 
grafo siguiente se aportará otra construcción más). Según lo demos- 
trado, todos ellos son isomorfos. Observemos, que en la formulación 


YA 


de) teorema 4 hubiese correspondido escribir x?* + 4 = 0, donde 
1, 0, son los elementos unidad y nulo del campo X. Digamos, en el 


campo P <= M“M,, tenemos J? + Í = 0, donde 1 = E y Ó es la matriz 
nula. 

En el campo €, además de Q y R, están contenidos muchos otros 
subcampos. Son particularmente interesantes las ampliaciones del 
campo Q, que se obtienen al adjuntar un elemento cualquiera de €, 
no contenido on la, 


EJEMPLO 1. (campo cuadrático). Sea d un número entoro distinto de cero, 
que puede ser negativo, y tal que, P¿4 Q. El campo LR (Y >C se llama 
cuadráslco real para d > 0, y campo cuadrático imaginario para d < 0. Se hizo 


mención del campo Q (Y 2) on el $ 4 del cap. 4. Un razonamiento que Jileral- 
mente repite el proceso de demostración del teorema 4, si se sustituye f por 
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Vd, y la relación ¡3 = —4 por (Y d)! = d, demuestra que, 
Q(Vd)=(2+b Y d)la, bE22). 
En particular, las fórmulas (18) se reesriben en la forima 
(+5, Vd) +(0,40, Vd =(0, +0 )4(b1 +0) Vd. 


el E ES (19) 
(a, +0, V d) (a, +0, Y d)= (0,0, + b1b3d) +(a1b,+4201) Vd. 
Luego, 
E —b Z 
(0d tr YA 


para a + b Y ds*0 (o soa, cuaudo a y b no son a un mismo tiempo iguales 
a cer). 
Utilizando (19), es fácil comprobar que la aplicación 


f:a+LY dao Vd 
es un automorfismo del campo QA (Y d) (análogo de conjugación compleja), 
Se llama norma del número a = a + b Y d, el número 


Ñ (a) = a? — doi me af (a). 


Evidentemente, N (a) =0<>«a = 0, Luego, como f es un automoríismo, 
entonces, 


N (ap) = af (aB) = apf (a) $ (6) = af (a) -P/ (8) = N (a) -N (B). 


En particular, N (a)*N (a!) = N (aa-1) == N (1) = 1. Por cso, la norma 
poses A a esenciales (de cuudrutura) del módulo en el campo €. 

EJEMPLO 2. (campo numérico constructivo). En el plano cartesiano R? consi- 
derarmos dados los puntos (0, 0) y (1, 0). Las construcciones subsiguientes se 
efectúsn solamente con la ayuda de una regla y un compás. Jinbicando construido 
dos puntos P y Q, naturalmente, podemos considerar comou construido el seg- 
mento PQ que los une. Si se tienen el punto P y ol segmento r, también se puede 
construir la circunferencia de radio r con contro en el puntu P. Las intersec- 
cionos de par en par de roctas (segmentos) ya trazadas y de circunforencias, 
son constructivas en el mismo sentido. 

El número complejo a + tb € € se denomina constructivo, si, cop ayuda 
de una sucesión finita de construcciones (permisibles) cumo las indicadas más 
arriba podemos construir, partiendo de (0,0) y (1, 0), el punto P = (a, bd). 
No es difícil observar, que la constructividad de a ./- ¿ib es oquivalente a la 
constructividad de | a| y 1 5 |. El conjunto de los puntos del plano, construidos 
con ayuda de compás y regla y, on consecuencia, el conjunto to todos los núme- 
ros complejos coustructivos, los indicamos con el símbolo (5, 


TEOREMA 65. El conjunto US es un subecampo del campo €. 

DEMOSTRACION. De la dofinición de constructividad de los 
números se deduce inmediatamente el carácter cerrado «e CS con 
respecto a las operaciones de suma y de paso de z = a J- ¿idECS 
a —2= —a — ib. 

Trazando en los ejes de las coordenadas los segmentos de las 
líneas constructivas 1, a, f, (fig. 18) y considerando los triángulos 
semejantes dibujados en los esquemas (constructivos) más abajo 
(son posibles pequeñas modificaciones), nos convencomos de la 
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constructividad del producto y = af y del cociente Ó = af. Como 
las construcciones zzz = (a ib) (a + ib") = (aa* — db”) + 
+ ¿fabd' | ad y 127 =a (a? + b0*% + ib (a? + b2) se reducen, en 
último análisis, n la construcción de magnitodes del tipo de y y Ó, 
también queda establecida la constructividad del producto zz* y del 


Fig. 18 


cociente 1:z. Al mismo tiempo, queda demostrado el cierre del con- 
junto CS con respacto a todas las operaciones en el campo C. 

A cualquier subcampo P CS se lo suele llamar campo numérico 
constructivo. Se entiende, que Q < P y que P es un campo de caracte- 
rística nula. 


LJERCICIOS 


1, Hallar todos los números complejos z, de módulos iguales a 1. para los 
cuales 2? -- (1 — t)z tieno valores puramente imaginarios. Representar el 
correspondiente lugar geométrico de los puntos en el plano C. 

2. ¿Qué se puede decir del campo R (6), que fue obtenido de R por adjun- 
ción del número complejo 6, que satisface la igualdad 0% == —41? 

3. Sean, A. BE M, (R). Basándose en el teorema 1, demostrar que 
det (4 -!- iB) = det (4 — tB) (la raya significa conjugación). 

4. Sean, A, BE M, (R), 


A —B 
c=| A le Min (R). 


Anlicándole a la matriz real C transformaciones clementales de primer y £e- 
gundo tipo sobre el campo de los números complejos C, demostrar que 


det € = det (4 4 1BY. 


3. (G. l'olia y G. Segue). Usando los ejorcicios 3 y 4, dar una explicación 
del «extraña» becho siguiente. El sistema Jinesl cuadrado homogéneo 


di + +.» + din3n =0, 


dl, 329 + e... + dantn -— 0 
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con los coeficientes complejos 4, ¿ = ax, + iba, y das incógnilas 2, = 1, -7 iyp, 
tiene una solución no trivial (z,, .... 2,) con exactitud cuando det (d, ) = 
=4a+ib«=0 (véase las observaciones penerales sobre esta cuestión en el 
punto 1 del $ 4 del cap. 4). Esta condición lleva u las dos ceuaciones » = 0, 
b == 0, que vinculan. a 2? magnitudes reales az ,, da. Por Otra parte, el siste- 
ma («) puede ser presentado en forma de un sistema de 2n ecuaciones lineales 
homogéneas, con 2n incógnitas reales x;. y¡. Ahora, la condición de solución 
no trivial, se escribe en forma de ígualdad a cero de un determinante real de 
dimensiones 2n X 2n, lo que da sólo una ecuación entre ax ,, b,,. ¿Cómo con- 
ciliar entre sí estos dos resultados 


6. Teniendo en cuenta, que Jos automorfismos del campo cuadrático Q (y d) 


deben dejar en su lugar a los números racionales, hallar los automorfismos de 

este campo. (Respuesta. La aplicación unitaria y aby d>a—b Y d). 

7. ¿A qué es igual la suma de todas las raices de grado n >> 1. de 1? ¿Qué 

2 pu9do decir sobre la suma de las raíces primitivas de grado 12 y de grado 15 
e 

8. Hallar y representar e) núcleo geométrico y la imagen de la aplicación 

(R, +) > (0%, -),C*=C>5s (0), definida por la correspondencia l > 


mo ee! (véase la fórmula (15)). 


$ 2. ANILLO DE POLINOMIOS 


Juntamente coa los sisternas linenles, examinados por nosotros 
en los cap. 2 y 3, los polinomios componen una vieja y bien estudiada 
sección del álgebra tradicional. En el lenguaje de los polinomios se 
formulan o se resuelven los más diversos problemas de las matemá- 
ticas. Esto se debe a muchas causas, una de Jas cuales consiste en la 
propiedad de universalidad «del aníllo de los polinomios, en la que 
nos detendremos brevemente en los puntos 1 y 2. 

Sean K un anillo conmutativo (y, como de costumbre, asociativo) 
con la unidad 4, y A cierto subanillo del mismo, contenedor de 4. 
Si t€ K, entonces, el menor subanillo en X, contenedor de A y £, 
estará, evidentemente, compuesto de elementos del tipo 


a(t) = 4% + 4qt4+ 084 ...+a,l1", 
donde ,€A,n€Z, n>0. Lo designamos con el simbolo A lt] 
y lo llamamos anillo obtenido de A con la adjunción del elemento t, 
y a la expresión (*), la denominamos polinomio de t con coeficientes 
en A. Qué entender por suma y por producto de polinomios se ve de 
los sencillfsimos ejemplos: 


a (£) = b (£) >=. ¡Qe + ast + at?) + (b, + b,t + dat?) == 
= (8 -l- do) + (a + dy + (ar + bye, 


a (t)-b (t) = ayb + (agb, + aby) t + 
(40D, + a,b, + aoby) p + (a,b, + a90,) E + (ada) 18; 


Evidentemente, la reducción de términos semejantes, se basa en la 
permutabilidad de dos en dos de todos Jos elementos «y, by, €. 

Alora es el momento propicio para recordar que t es un elemento 
del anillo X tomado al azar, y, por eso, expresiones (+) exterior- 
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mente distintas, pueden coincidir de hecho. Si, digamos, A =Q, 
1= y 2, entonces * == 2 y ££ = 2t, son relaciones que de ningún 
modo se desprenden de las reglas formales. A fin de llegar al concepto 
habitual de polinomio, es necesario liberarse de todas las relaciones 
secundarias semejantes, para lo cual, ¿ dobe interpretarse como un 
símbolo arbitrario, no obligatoriamente contenido en AX. El está 
destinado a jugar un papel puramente auxiliar. Tienen un signifi- 
cado mucho mayor las reglas, de acuerdo « las cuales se forman 
los cocficientes de las expresiones a (t) + b (€), a (t) b (t). Teniendo 
en Cuenta estas observaciones previas, pasamos a la determinación 
exacta del objelo algebraico denominado polinomio, y de la reunión 
de tales objetos, llamada anillo de polinomios. 

1. Polinomios de una variable. Sea A, un anillo con unidad, 
conmutativo arbitrario. Construyamos un nuevo anillo B, cuyos 
elementos son sucesiones ordenadas infinitas 


j= Uo fs» Ía, .. -), f. € A, (1) 


tales, que lodas las f/,, excepto el número finito de las mismas, son 
iguales a cero. Delerminemos en el conjunto B las operaciones de 
suma y de multiplicación, haciendo 


Í+ 8 =lfos fir far -- ) + (Eo E1) Eg -- -) = 


= (fo + 801 Í1 + En fa + En -- ). 


f-g =h = (Ro, hy, Ra, -. ), 
donde 


ha Li f:8), h=0, 1, 2, UnA 


Está claro, que, como resultado de la suma y multiplicación, de 
nuevo se oblienen sucesiones de la forma (1), con un número finito 
de términos distintos de cero, o sea, elementos de B. La comproba- 
ción de todos los axiomas del anillo (véase el $ 4 del cap. 4) excepto, 
quizás, el axioma de asociatividad, es evidonte. Efectivamente, 
por cuanto la suma de dos elementos de /3 se reduce a la suma de 
un número finito de elementos del anillo A, (8, +) resulta un 
grupo conmutativo con elemento nulo (0, 0, 0, ...) y elemento 
—f/ = (for —fi —= fa ++. -), contrario ul arbitrario f= 
= (for fi» fa» - - -). Luego, la conmutatividad de la multiplicación, 
se desprende directamente de la simetría de la expresión de los ele- 
mentos ha por medio de f, y de gy. Esta misma expresión muestra, 
que en 5 se ha cumplido la ley distributiva (f + g) 4 =fh + gh. 
En lo que se refiere a la asociatividad de la operación do multiplica- 
ción, sean 


1 = do, io fa. 8= (Eos 81 831 * - .), h = (Mo, Ry Ry» 0) 
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tres elementos cualesquiera del conjunto 4. Entonces, tg = d = 
= (do, d,, da, .. ), donde d¡= e ÍA 1:=0, ¡Ml 2, ...p 
ipjal 
..., YyUg)h=dh=e=([80, €, €, +...) donde e,- 2 dih, = 
(+ 


= Y (Y) fe)th= > 1:8¡h,. El cálculo de f(gh) da el mismo 

I+h=s i4+Jml 1+Í4+4=3 
resultado. Así pues, B es un anillo conmutativn y asuciativo con unidad 
(1, 0, 0, ...). 

Las sucesiones (a, 0, 0, ...) se suman y se multiplican del 
mismo modo que los elementos del anillo A. Esto permite identificar 
tales sucesiones con los elementos correspondientes de A, ou sea, 
hacer a = (a, 0, 0, ...) para todas las a € A. De este modo, A se 
transforma en subanillo del anillo A. Designemos luego (0, 1, 0, 0,...) 
por X y llamemos a X variable (o incógnita) sobre A. Utilizando 
la operación de multiplicación, introducida en XP, hallamos que, 


X=(0,1,0,0,..., 
X* = (0, O, Ls CA A 


X"=(0,0,....0,1,0,...). 
Además, en virtud de (2) y debido a la inclusión A — PP, tenemos 
(0,0, ...,0,48,0,...) =4aX” = X”a. 


Así , si f, es el último término distinto de cero de la sucesión f = 
== (for fir»... fn, 0, 0, .. .), entonces, on las nuevas designaciones 


j = To, ...p hal 0, O, ... .) + f X” 
ce IAS CO O AN A e ST 
A E e PP E (3) 


Esta representación del elemento f es unívoca, por cuanto fu, ... 
- +.) Ín, en el segundo miembro de (3), son términos de la sucesión 
lfo: «+» far 0, .. .), que es igual a cero si, y sólo si, f,=... 


== 


” . 
DEFINICION. El anillo $f£, introducido más arriba, se designa 


por A [X] y se llama anillo de polinomios sobre A, de una variable X, 
y sus elementos se denominan polinomios. 

Desde luego, el atributo a la letra fiju X, del nombre de variable 
o de incógnita, no es un hallazgo terminológico muy feliz, pero 
arriagó, por cuanto no lleva confusión. 

Hemos introducido intencionalmente la letra mayúscula X, para 
diferenciar nuestro polinomio f = X, especialmenle separado, de la 
variable teórica-funcional x, que recorre cierto conjunto de valores 
(un acuerdo puramente temporal, que en el futuro no es obligatorio 
observar). Es más habitual la escritura del polinomio f en Ja forma 


Ff(X) = ayX” +- aX "ol + ..». + Uan 
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o sea, en el orden decreciente de las potencias de X. En adelante, lo 
escribiremos «lel modo que sea más cómodo. Los elementos f, (y los a) 
se MNaman cocficientes del polinomio f. El polinomio f es nulo, cuando 
todos sus coeficientes son iguales a cero. El coeficiente f, de X ele- 
vado a la potencia cero, lambién se llama término constante o término 
independiente. Si f, 3 0, entonces, 7, se llaman cocficiente superior, 
y n grado del polinomio, y se escribe n = deg f. Al polinomio nulo se 
lo adjudica el grado de —oo (—o0 + (- 00) = —00, —00 4- N == 
= —00, —o06 < n, para cada n € 1). Los polinomios de los grados 
1,2,3,..., se llaman, respectivamente, lineales, cuadrados, cuúbi- 
cos, etc. 

El elemento unitario 1 del anillo 4, desempeña el papel de unidad 
on el anillo A [X], y se considera polinomio de grado nulo. De la 
definición de las operaciones de adición y de multiplicación en 4 [X]) 
se deduce directamente que para dos polinomios cualesquiera 


f= fo «]- [ XA |: E o pe E g = £p | g¡X as ES + EmX"” (4) 


de los grados n y in respectivamente, tienen Ingar las desigualdades 


dog (/ + g) < máx (deg f, deg g), deg (/g) < dez f -+ degg. — (5) 
La segunda de las desiguaidades (5). en realidad se sustituye por la 


igualdad 
deg (f8) = deg ] + dez £ 


siempre, cuando el producto /,gm de los coeficientes superiores de 
los polinomios (4) es distinto de cero, por cuanto, 


12 — 080 + UL FÍBEDXA + ...+ (Hgm) AM". (0) 


Pero, esto significa, que es cierto el 

TEOREMA 4 Si A es un anillo integro, entonces, el anillo A [X) 
también es integro. 

El lugar que ocupa el anillo de polinomios dentro de los anillos 
conmutativos, en parte lo aclara el siguiente 

TROREMA ?. Sea, que el anillo conmutativo K, contiene A en 
calidad de subanillo. Para cada elemento t € K existe un homomorfismo 
único de lus anillos V,: A(X)— XK, tal que, 


ll,()=a, Ve€ A, M,(X) =L (7) 


DEMOSTRACION Supongamos primeramente, que tal homomor- 
fismo Il, existe. Como [I, (f1) = f, para cada coeficiente del poli- 
nomio f escrito en Ja forma ordinaria (3), y TM, (X*) = (UU, (Xp* = 
== EX (propicdud del homomorfismo y la condición (7)), entonces 

MON =MW ++... +/h4)= 


fo + 1,t E A fnt”, (8) 
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o sea, 11, (f) está delerminado unívocamonte y se expresa por la 
fórmula (8). A la inversa, dando la aplicación TH, por la fórmula (S), 
nosotros, evidentemente, cumpliremos la condición (7) y obtendre- 
mos el homomorfismo de las anillos. Esto está claro para la aplica- 
ción de grupos aditivos de «anillos, y, en lo quo respecto a la multi- 
plicación, el empleo de Il, al producto (6), y el uso posterior de la 
ley (general) de la distributividad, da 


1, ($8) =1080 + (fot + Íf1B0) + + (fn8m)1"*"= 
(DIEZ e) M1 10M. 


El resultado del empleo de la aplicación 11,, determmnida por la 
fórmula (8), al polinomio f = f(X), se llama sustitución de t en f 
en lugar de X, o (a duras penas), sencillamente valor de 7, para X = 
= t, de modo que ll, (f) — f (tp. Conocer Íl, (f), sisnifica saber 
calcular el valor de f cuando X == £, Los homomorfismos ll., x € A, 
Sirven de eslabón de enlace entre los puntos de vista funcional y alge- 
braico sobre el polivomio. Joc definición, el polinomio X —c = 
= (—ce, 4, 0, . . .) nunca cs igual a cero, pero, la función asociada 
a él >» zx —ce adopta el valor nulo para + = c. Otro ejemplo: el 
polinomio, distinto de cero, X?*4- X con coelicientes del campo 


F, (donde 1+ 1 =0), representa la función nula f F —fy, 
por cuanto 0? 4-0 =0 y 1? + 1 =0. 

El elemento t E K se llama algebraico sobre 4, si Mi, (f) = O para 
cierto [EA TX]. Y, si 11,: A[X] > X es una inclusión isomorta 
¿monomorfismo), entonces, ¿ es un elemento transcendente sobre A. 
En el caso en que A = (AQ y K = €, sencillamente se habla de núme- 
ros algebraicos y trascendentes. Ejemplos de números lrascendentes, 
son e y su, definidos en el análisis matemático. y ejemplo< de númoros 
algobraicos son -- V2 Y 3, +2. +Y 3. 

Para medir la desviación del anillo A [tl] — K, obtenido al prin- 
Cipio de este parágrafo, con respecto al anillo de polimomios A [1XI, 
introduzcamos en el núcleo considerado J, = Ker 11, del homomar- 
fismo IM, del teorema 2. De acuerdo con (7), TI, opera en forma se- 
mejante en A, por eso A (MJ, =0. A propósito, J, «= 0), «si t es 
un elemento trascendente sobre 4. Según el teorema sobre los homo- 
morfismos para Jos anillos (teorema 2, punto 4, $ 4 del cap. 4): 


Ad =A [XI ,. (9) 


El isomorfísmo (9), hablando propiamenle, sirve «de expresión 
de propiedad universal del anillo de polinomios A |X]. De una forma 
más completa, la universalidad del anillo de polinomios se aprecia 
de Ja siguiento afirmación, generalizadora del leorcma 2. 

TEOREMA 3. Sean A y K dos anillos conmutalivos arbitrarios, 
£, un elemento de K, y y: A —K, un homomorfismo. Entonces, existe. 
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además es única, una continuación de q hasta el homomorfismo y ;: 
A [X] — K del anillo de polinomios A [Xl en K, que traslada la va- 
riable X a t. 

La demosiroción es una modificación insignificante de la demos- 
tración del teorema 2 y se deja al lector en calidad de ejercicio. 

2. Polinomios de muchas variables. Si en la situación A < K, 
considerada al principio del parágrafo, so toman n elementos cuales- 
quiera fy, -. . ln € K y se considera en K las intersecciones de todos 
los subanillos, contenedores de A, ti, . . ., t,, entonces, obtendremos 
el anillo 1 l(,, ..., tal. La escritura formal de sus elementos nos 
sugiere, al igual que en el caso de n == 1, la necesidad de poner en 
uso el anillo de polinomios de n variables. Esto se hace muy senci- 
llamente. Recordemos, que la estructura del anillo B = A [X] 
incluía al anillo conmutativo arbitrario A con la unidad. Podemos 
ahora sustituir en nuestra estructura el anillo A por el B y construir 
el anillo € = f [Y], donde Y es una nueva variable independiente, 
que desempeña con relación a B, el mismo papel que X con relación 
a A. Los elementos de C se escriben unívocamente en la forma 
Y bjY3, by€B, además, B se identifica con un subanillo en C, 
precisamente, con el conjunto de clementos bY” = b-1. Como, 
a su vez, b,- N as,Xi es la escritura unívoca de los elementos 
5,€ B, entonces, cualquier elemento de C tiene la forma 


h  ! . 
AA AYs a;¡EA, 


con esto se sobreentiende (por el sentido de Ja construcción), que 
los a¿, están permulados con X e Y, y quo la variable X está permu- 
tada con Y. El anillo C se Jlama anillo de polinomios sobre A de dos 
variables independientes (de dos incógnitas) X e Y. 

Repitiendo un número suficiente do veces csta construcción, 
obtenemos el anillo A [X,. .... X,] de los polinomios sobre A de nr 
variables independientes (o incógnitas) X,, ..., Xn- 

El conjunto (in, . . ., in) EN” de » números enteros no negativos 
br a da (E = REY (0)) convenimos en designarlo abreviadamen- 
te con el símbolo (2). Entonces. cualquier elemento FEA [X,, ... 
co. Ma] se escribe en la forma 


f= 2 ayXW, a € A, (10) 
donde X= Ni... Xin es un monomio, así que f es una combi- 


nación lincal de monomios con coeficientes de A. En correspondencia 
con la definición de polinomios, todos los coeficientes a¿s en (10), 
a excepción de un número finito de ellos, son iguales a cero. La unici- 
dad de la escritura (10) se deduce inmediatamente de la siguiente 
afirmación. 
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El polinomio f es igual a cero sí. y sólo si, son nulos todos sus coefi- 
cientes Gi, . . . in. Para n = Í esto ya se hizo notar en el curso 
de la construcción del anillo A [X], y para » >> 1 Jo más fácil es 
utilizar la inducción en ». Precisamente, podemos escribir 

ri i a 
jf= ys Q4,. 4 A ... Xp a bi, Xn ? 


donde 
Bn An >: a4, 


bh... 
son polinomios del menor número de variables. La afirmación para 
n= 1 y la suposición de inducción demuestran, que 


f=0 <= bin = 0, Vi, = a¡ +... ina? +0, Y Us En). 


Ahora, es natural considerar dos polinomios f, € AÍ[X,,... 
vn. .y Xp] iguales, si coinciden sus coeficientes para los mismos 
monomios (de acuerdo a lo dicho más arriba (t,, ..., lp) + 
lia > A... Xin XA... Xin. Por grado del poll- 
nomio f con relación a X ,, se entiende el mayor número entero, desig- 
nado por dég, f, que se encuentra en calidad de exponente de X, en 
ayX0 con a? 340, Por ejemplo, el polinomio 4: X + XY? + 
4- X*Y? es de grado 2 con respecto a X y de grado 3 con respecto a Y . 
El número entero í, +... + in se llama potencia (total) del mono- 
mio Xi... Xin. El grado deg Í (o la potencia total) del polinomio f, 
será la ináxima de las potencias totales de sus monomios. Suponemos 
der Ó = —coo. No tiene sentido hablar del término del polinomio 
que tiene mayor grado, por cuanto, puede ser que haya varios de 
esos términos (monomios). 

Al anillo A [X,, ..., X,] se trasladan muchos de Jos resultados 
obtenidos por nosotros en el punto 1 para A [X]. Por ejemplo, basán- 
donos en el teorema 4 y utilizando la inducción en », inmediata- 
mente nos convencemos de que es correcto el 

TEOREMA 1. Si A es un anillo integro, entonces, el anillo 
AÍlXi, ..., X,) también es integro. En particular, el anillo de los 
polinomios de n variables sobre cualquier campo P, es de integridad. a 

Sea, luego, que A es un subanillo del anillo conmutativo K, 
Y li... tn, los elementos de K. Entonces, la correspondencia 


Te... ed Ap... XA flo, .. tn). 
VEA IX. .... X,), 
determina el homomorfismo A ÍX,, ..., X,] —>X (comparar con 


el teorema 2). Con esto se habla de sustitución de t,. ..., t, en f, 
o del valor de f para X, =¿L1, ..., Xp = fp. SiKerM,, ..., ¿  =0, 


entonces, f,, . . ., tn, se denominan elementos del anillo K algebraica- 
mente independientes sobre A. En el caso de elementos l,, ..., tn 


t 
». i r n-) 
... inmi A ... nn 1 
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algebraicamente dependientes, existirá un polinomio no nulo f € 
€EAÍX,, .... Xy], para el cual f(t,, ..., tn) =0. 

Finalmente, al Lleorema 3 le corresponde el análogo 

TLORENMA 5 (de universalidad del anillo de polinomios). Sean 
A y K, anillos conmutativos; l,, . . ., tn, elementos de K; y, p: A —K. 
un homomorfismo de los anillos. Entonces, existe una continuación y 
hasta el komomorfismo Gt, «1 AlXp .... Xan) — K, que, ade- 
más, es túnica y traslada X ¡ati iZ iZ n. 

MEMOSTRACION. — La misma se efectúa paralelamente a la construc- 
ción del propio anillo A IX,, ..., Xpl, o sea, por inducción. Basán- 
dosv on el teorema 3, es natural presuponer que disponemos del 
homomorfismo Ghia AX. .... Xpal XK, continuador 
de q y tal, que €, ..ma [AN =t,1 1<:¿X<Rmrm —1. Sustituyen- 
do en el teorema 20) anillo A por A [X¡, . . .. Xn-11, y el homomor- 
liso Y por 4... Ima. y aprovechando la circunstancia de que 
AIN... o NIAÍX, .-. Xp. 1) [X,], haltamos el homomor- 
fismo buscado Gr. im (Pa... ina dns que traslada Xp at. 
La unicidad de (, .. ¡n no necesita comprobación, por cuanto 
Pe. im queda lotalmente determinada por la operación on A 
y en los elementos Xy, ..., Xp, que engendran Á [X,, ..., Xnl.8] 

coronsntu A cualquier permutación n € S, que opere en el con- 
junto Í1, 2. .., nj. le responde el automorfismo, determinado unf- 


vocamente, Tu f— uf del anillo A[X,, ..., An], idéntico en A, 
y tal que, 


(ni) (A, . . .p Xn) = / (Xan E X n-1(n))- 


DiemasrRiciox  Tlagamos, en la formulación del teorema 3”, 
K = A [N,. -. .4 E e Y l, -= XAx-11)» . . .. ta = Kx-Un)» y ltome- 
mos en calidad de q la limitación de la aplicación idéntica e, en 4. 


Como resultado, se obtiene e] homomorfismo xr = Qt,, ... ta 
del anillo AIN, . ., X,) en sí mismo (o sea, un endomorfismo) 
y, como sal aria <d4, A =4 y ap = xp (la comprobación 
fue efectuada en el lema del $ 2 del cap. 4), entonces, xt es un auto- 
morfismo. 

Sirve de especificación útil del teorema 1”, el 

TEOREMA 4 Scan] y g, dos polinomios cualesquiera de n variables 
sobre el anillu integro A. Entonces, 


deg (ig) = deg f + deg g. 


DEMOSTRACIÓN  Denominemos polinomio homogéneo o forma de 
grado re, al polinomio (X,, ..., Xn), en el. que todos los térmi- 
nos tienen una misma potencia total m. Las formas de grados 1, 2, 
3, se llaman. respectivamente, formas lineales, cuadráticas y cúbicas. 
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Uniendo todos los inonomios de un mismo grado que forman parte 
de f (o, como también so dice, que se encuentran, con eneficientes no 
nutos), reprosentaremos univocamente el polinomio [+= * aX 
como la suma de varias formas f, de distintos gradas 


I=f+fr... +11 k=deg f. 


=8 +81). 8091 1 degg, 
entonces, evidentemenle, 


18 = f08o + tÍuf1 + 1180) + - +. + ¿$81 


(esto se parece a la relación (6), pero, f1, £, Licnen allí otro sentido), 
de donde, deg fg << k 4- 1. Por el teorema 1, de /, +0, es 
se desprende que f18, 350, o sea, deg (f) — den (Fig) —< k -1l= 
= deg Í + deg £. 

3. Algoritmo de división con resto. Los anillos de los polinomios 
de una y de un gran número do variables independientes Lienen no 
solamente propiedades generalos, cuidadosamonte destacadas por 
nosotros en el punto 2, sino que también diferencias esouciales. Des- 
cubrimos inmediatamente una de estas diferencias, si nos dirigimos 
a la descripción de los ideales del anillo de los polinamios. Vimos 
(punto 3 del $ 4 del cap. 4), que en el anillo Z cada ideal es princi- 
pal, o sea, se expresa como m2. La demostración de este lecho 
se basaba en la comparación de números por su magnitud, por medio 
dol meocanismo denominado algorilmo de división con resto, ya des- 
crito para Z en el punto 3 del $ 8 del cap. 1. Resulta, que un algo- 
ritmo totalmente análogo tiene lugar en el anillo A 1X] sobre el 
anillo íntegro A (para A — R esto prácticamente es sabido del curso 
de álgebra elemental: recuerde la operación de división en forma 
de ángulo ). 

TEOREMA 5. Sean A un anillo integro, y g un polinomio en Á [X] 
con coeficiente mayor, invertible en A. Entonces, a cada polinomio f € 
E A [X] se le confronta un, y sólo un, par de polinomios q, r € A (XI, 
para los cuales 


f=qg8 +r, deg r < log q. (11) 
DEMOSTRACION. —Scan 


f pe ajX” + a X=? +... + An, 
g = byXA” 4 - b Xm1 + ...o + ¿A 


donde ab. +0 y dy 11. Apliquemos la inducción en ». Si n =0 
y m = der g > deg f = 0, entonces, hacemos q =0, r=f, y si 
n= m=0, entonces, r =0 y q = apdo?. Supongamos, que el 
tcorema está demostrado para todos los polinomis de grado < n (n > 
> 0). Sin limitación de generalidad edite a 1 < A, porque, 
en el caso contrario, tomamos q =0 y r =f. Ya que cesto es así, 


13—0392 


Si ahora 
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entonces, 
f= ayb X=. g 4 f, 
donde degj < n. Por inducción podemos hallar q y r, para los cuales 
J=q8 + 5, además, degr<< mm. Haciendo 

q = ayb1X" "+ 9, 
llegamos al par de polinomios con las propiedades necesarias. 

Recurriendo a la propiedad de unicidad del cociente q y del 

resto r, suponemos, que 

q +r=]=qgg4"r. 
Entonces, ig” --q)g ="r—r'. Por ol teoroma 1 tenemos: deg 


(r—r'i) — des (q —q) -- deg g, lo que en nuestras condiciones 
sólo es posible cuando r” =r y ql = q (recordemos, que deg 0 = 
= —00 Y QUO —o0 -- Mm = —00), 


Finalmente, los razonamientos expuestos muestran, que los coefi- 
cientes del cociente q y del resto »r pertenecen a] mismo anillo íntegro 
A, osea, /, g € AÍXIl>q, re A [X!l. 

OBSENVAGION I5i proceso de la división euclidiana del polino- 
mio f por g se simplifica, si g es un polinomio unitario, o sea, si su 
coeficiente mayoc es igual a la unidad. La divisibilidad de f por el 
polinomio unitario y es equivalente a la igualdad a cero del resto r 
en Ja división euclidiana de f por g. 

corotario Todos los ideales del unillo de polinomios P [X] 
sobre el campo P, son principales. 

DEMOSTRACION. — Sea 7' un ideal no nulo cualquiera en P [X]. 
Elegimos el polinomio ¿ = t (X) de grado mínimo, contenido en 7. 
Si f es un polinomio cualquiera de F', entonces, Ja división con resto 
por t (P es un campo, por eso no hay necesidad de preocuparse de la 
inversibilidad del coeficiente mayor de £t(X) nos da la igualdad 
f= qt + r, degr<deg t. De la misma se deduce, que r€ 7, 
por cuanto f, t, gt, son clementos del ideul. En virtud de la elección 
de £, nos queda por concluir de que r = O. Por consiguiente, f (X) 
se divide por t(X) y  = (t) = tP [X], o sea, se compone de poli- 
nomios divisibles por t(X). ] 

En lo que se refiere a los anillos de polinomios de varias variables 
independientes, entonces, ya en R [X, Y] a ciencia cierta los ideales 
no se agotan con los principales. 


EJEMPLO, El conjunto 
T=AXf+Yglf, g¿€R IX, Y)), 
compuesto de polinomios h (X, Y) tales, que kh (0, 0) = 0, evidentemente, 
es ídeal en £. [X, Y]. Como 1 €R IX, Y], entonces, do T = +(X, Y)R [X, Y] 
se desprendoría la inclusión t (X, Y) € T. Por eso, £ (0, 0) = 0 y, por lo tanto, 


degt > 1. Aplicando ahora e] teorema 4 a lus igualdades 
X=tu, Y= ts, 
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hallaremos que deg  = deg v= 0. v sea, U, LER Cy = a lvX es mna contra- 
dicción, que muestra que el ideal 7 no es principal. 


51 corolario del teorema 5 es cómodo para una descripción clara 
del isomorfismo (9). En calidad de ejemplo demostremos la afirma- 
ción que, en esoncia, completa ul teorema 4 del $ 1. 

TEOREMA 6. El campo de los números complejos C es isomorjo 
al anillo cociente R IXI(X?* + 16.147. 

DEMOSTRACION — De acuerdo con (9) € = R (il — [X]J/J, donde 
J =(ffE€ER [X] 1/7 (0) = 0). Puesto que a + ib=>20 para (a, d) + 
> (0, 0), y como ¿4-14 =0>*+44€JY, enlonces, de Jos razo- 
namientos que denmestran el corolario del teorema 3, sin dificultad 
sc deduce, que Y = (X? + 1) R [A]. 

Las clases adjuntas (a — BX) + J; a, bCxR son los elementos 
del anillo cociente R [X1/£: la correspondencia a -+ ¿b= (a+bX) + 


+ J establece el isomorfismo entre € y RIXI'Y. M 


EJERCICIOS 
í. Los polinomios f(X) = X3 —- 3X4 7 X* — 4XA2— 3X — 1, g(X) = 


= XX? X +4, pueden ser considerados como pertenecientes al anillo Z [X] 
o, digamos, al anillo Z; [X), de acuerdo a como se interpraten sus cooficiontes. 
Utilizando el algoritmo de división con resto, mostrar, que eu el primer caso 
f(X) no se divide por g (X), y que en el segundo, se divide, ¿Sería posible 
realizar la variante opuesta? 

2. Demostrar, con ayuda del teorema 3, que, si F es un campo, ontonces, 
el grupo de todos los automorfismos del anillo F [X] es isomorfo al grupo de los 
transformaciones X»>aX + 0. dondo a, bEF y a se20. 

3. Mostrar que el polinomio [€ F (Xy. .... Xp] es una forma de grado 
m (véase la demostración del teorcmo 4), si, y sólo si, 7 (Ny, -.., E) = 
= Mf(X1, ..., Xp), donde t es una nueva variable. 

4. Mostrar, que el número de distintos polinomios de » variables indepen- 


dientes de potencia total m, es igual a [+ a an (Initicación. Estable- 
cida la relación 
m 
» (Rd E 
k m i 
h==0 


aplicar la inducción en m). 
5. Volviendo a las definiciones del punto 41, consideremos el conjunto 


A [(X)], de las así llamadas sertes exponenciales formales [ (NX) = y a¿Xt de 


i20 
variable (incógnita) X, o, sí so desea, de la sucesión (8o, 1, da, . . -) con 
cualquier númoro, posiblemente infinito, de coeficientes a; +0, teneciente 
al anillo conmutativo A. Las operaciones con las serjes exponenciales formales 
de A [1X]] se efectúan de acuerdo a las mismas reglas que las operaciones con 


polinomios: 
(Jeux) (QA) Y) (a +00 Xi, 
(aj X0) . (Noyx7) = Y cAxXtk, Ch — > ajb,. 


i+j=k 
13» 
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Mostrar, que el conjunto A PX Jl, consulorado junto con estas oporaciones, 
es un anillo asociativo y conmutativo con unidad 1:= (1, 0,0, ...). 

Somo en Ja serio exponencial f == Ya¡Xi se incloyen potencias Xi tan 

candes como se quieran de la varinble X, onlonces, on lugar de la potencia 
deg $, que sa tiene ahora sentido, es natural considuvar el orden wm (f) que es un 
número entero, igual al menor índice », para cl cual a,, € 0 (se supone también 
que w (U) = 00). 

Mostrar, que 
(0 od os min fo (Y), 0 (0). (id vu (2.0 (+ (g). 

SA es un anillo integro, entonces, ( (fg) == al (1) - o (8). En particular, junto 
con 4. el apillo 41 (ivi tumbién es Íntegro. 

Moxtrar también, que 4 [X) es un subanillo en A ([XJ). 

6. Los poliummios y las series exponenciáles se usan [recuentemento en 
calidad de funciones productoras de distintas magnitndos numéricas. El son- 
tido de la operación con ellas lo explicaremos cn dos ejemplos sencilins. 

am Estabocer la relación 

he 


2 E ) A E E 


partiendo de la formula binonital SN le) Xi =(l - Xx9Pen Z[X] y de la 


descomposición evrdente (Y q XPP (1 -- Xan — (£ -- X)m+n 
b) Hallar el número 2, de todas las disposiciones posibles del paréntesis 
en el productu de longitud + do los elementos de un conjunto con una operación 
binaria. Con este fm. vs cómodo introdnejr la función productora, o sea, la serie 
exponencial formal 
00d) 
nal 
cuyos primeros coeficientes fueron ya calentodos en el punto 3 del]g 1 del cap. 4. 
Do la evidente relación recurrente 


InX” =A | A9--2X3+ ...y 


9-1 
ln = >> hn. 

h=1 
so desprende, que ¿(XA + 1T(X) — X. Resolvienda esta ceunción cuadrada 
hallamos 
t—- Y 1—4X 

2 

(e) signo delante del riibcal está determinado por la condición 1, > 0). Poro, 
si la serie expouencial Y (NY €s tal, que 
ff =4 | 4X,r£ Y, entonces 


(X) == — 


h -1 


100=1+ 5 1 (-3] ax" 


hef  i=0 
(«desarrollo en lo serio de Taylors, que, qa ahora, se puede aceptar sin demostra- 
ción). En nuestro caso r = 2, 4 = —4, y una simple sustitución de la expre- 
sión fina 
1 (aa 


ln =— 
de n VLVn—1/J” 


Se propone Jlevar n cabo los cálculos intermedios. 
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7. El anillo AJ[X, YJI de las series cxponenciales formales de dos variables 
independientes (puro permutables entro si) Y, Y. está compuesto de lus expre- 
2innes > a¡¡X3Y 2. Comprobar. «ue 

30 ja nn , 
B 104) qe el LA, y]) e 14 HAII, 
donde B << A ([XN, € = A 11YJ] (repetición de la constriwerón del anillo de 
polinomiovz de muchos variables). ATostrar, que la integridad de A implica 
la integridad del anillo 4 (1X]). 
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i. Propiedades clementalos de divisibiliad. En distintos luga- 
res, comenzando desde ol capitulo 1, tocamos las cuestiones de divisi- 
bilidad en el anillo F de los números enteros, pero el llamado teo- 
sema fundamental de la aritmética nos quedaba, hasta ol momento, 
sin demostrar. Ahora ha dlegado el momento de no sólo llenar este 
bnueco, sino también de hacer extensivas Jas correspondientes afír- 
maciones a una clase más amplía de anillos. En primer lagar, nos 
interesa el anillo de polinomios P [X] sobre el campo P. 

Comencemos con el anillo integro arbitrario X. Los elementos 
invertibles en XK fueron denominados por nosotros divisores de Ja 
unidad. Frecuentemente, ellos lambién se denominan elementos 
regulares. Es completamente evidente, que el polinomio fE€ A 1X] 
es invertible (regular) con exactitud, cuando degf 0 y f == fa 
es un elemento invertible del anillo A, por cuanto fe - 1 => deg f + 
— deg g = deg 1 = 0. 

Se dice, que el elemento h E es divisible por « € A (o que y 
es múltiplo de a), si existe un elemento c € K tal, que b =- ac (esto 
se denota a | b). Sia by b]a, entonces, a y b se Haman clementos 
asociados. Entonces, hb = ua, donde u | 4. Jin virtud de la observa- 
ción hecha más arriba, la asociatividad de los polinomios f, y € 
EATX) significa, que ellos se diferencian solamente por el multi- 
plicador invertible de A. 

El elemenlo p € K se llama primo (o no descomponible,), si p 
no es invertible y no se puede representar en la forma y = ab, donde 
a, b, son elementos invertibles. En el campo 2, cada clemento no 
nulo es invertible y eun P no hay elementos primos. El elemento 
primo del anillo A [NX] más frecuentemente se lama polinomio irre- 
ducible. 

ilagamos notar las siguientes propiedades funmlimentales de 
la relación de divisibilidad cn el «anillo integro A. 

1) Si albo, b|c, entonces, 4 |c. Efectivamente, tenemos bh = 
=ab',c= be", donde Y, e E K. Por eso, e — 16) e” = a (bc). 

2) Siecla y eb, entonces, e | (a += b). Efectivamente, por la 
condición a =ca«a', b == cb” para algunos a, PY" EX. y on vista 
de la distributividad de a +=h=ec(a +). 
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3) St a | h. entonces, bh | be. Es claro, que b= ab => be = 
= (ab')e — a tb e). 
Combinando 2) y 3) obtenemos 


4) Si cade uno de los elementos b,. Le, .. .. bm EK es divisible 
por a€ K, entonces, también será divisible por a el elemento b,c, + 
E bota— «.. | mtm donde €, Cas . . ., Em, son elementos arbei- 
trarios. 


DIFIMIONX Se dice, que el anillo inlegro K es un anillo con 
descomposición univalente en factores primos (o que K es un anillo 
factorialy, sí cualquier elemento a +<UÚ de K so puede representar 
en Ja forma 


A = UPiPz -. . Pro (1) 
donde « ex un elemento invertible, y P,, Pz» . - «+. py som elementos 
primos (no obligatariamente distintos de dos en dos), además, de la 
existencia de otra descomposición semejante a = 0193 - - - q, Se 
desprende, que r =>, y, para una debida numeración de los ele- 
Mentos py y q sera 


dy —MiPrs +++ Gr Ur, 


donmle 1. . ., €,, son elementos jnvertiblos, 

Admitiendo on la igualdad (1) el valor r = 0, aceptamos que 
los elementos invertibles en X también se descomponen en factores 
primos. Es claro, que si p es primo y « es un elemento invertible, 
entonces, el elemento up asociado a p. también es primo. En el 
anillo . con elementos invertibles Í y -—4, la relación del orden 
(a < 6) da la posibilidad de separar el número primo positivo p, 
de los elementos primos posibles +p. kn el anillo P [X] es cómodo 
considerar los polinomios irreducibles unitarios (=con coeficiente 
mayor unilario). 

Es Jegilimo ej siguiente general 

TEORFNA LI  Nra K un anillo integro cualquiera con descomposi- 
ción en factores primos. La unicocidad de la descomposición en K 
(factorizabilidad de Ky tiene lugar si. y sólo si, cualquier elemento 
primo p € K, divisor del producto ab € K, divide, por lo menos, a uno 
de los factores a, h. 

DEMOSTRAGION Sea ab = pe. Si 


a lla. b>10, e=]lca 


son descomposiciones de e, y, c en sus factores primos, y A es un 
anillo con descomposición univoca. entonces, de la igualdad 
Ma, Mo, — pide, se deduce, que el elemento p es asociado con uno 
de los a; o de los bj, o sea, p divido a a o ab. 

Al contrario, establezecamos la nnivocidad de la descomposición 
en K, donde p]|ab=>pj|a o p|b. Razonando por inducción, 
supongamos, que la descomposición de todos los elementos de KA 
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con número <m de factores primos es única (por supuesto, con 
exactitud de hasta el orden de los factores y de la usociación de 
éstos). Demostremos ahora esto para cualquier elemento a +0, que 
puede ser descumpuosto en + -+ 1 factores primos. l'recisamonte, sean 
n+1 m+1$ 

a == l p,= Ll r; (2) 
dos descomposiciones del olomento « con móx*nr. La condición 
del teorema, aplicada a p = p,+,, nos da, que p, +, debe dividir 
a uno de los elementos Ty, .. ., Sm+y. Sin limitación de generalidad 
(puesto que esto es cuestión de numeración) consideramos, que 
Pa+1 |'m+1- Pero rm+p es un elemento primo, por eso, "m4; — 
= UPa+1, donde u, es un elemento invertiblc. Apoyandose en la ley 
de simplificación en A (Lecorema 3 del $ 4 del cap. 4), de (2) obte- 


AD m 
nemos la igualdad || p,=uT[)| », En cl primer miembro hay un 
i=1 jul 


producto de n factores primos. Por suposición de la inducción m = n 
y ambas descomposiciones solamente se diferenciun en el orden 
de los clementos primos, provistos, probablemente, «de algunos 


[actores invertibles. 

En el anillo íntegro arbitrario A, el elemento « =< O, en general, 
no está obligado a permitir una descomposición del tipo (1). Lo 
que es más interesante, cs que se tieuea anillos íntegros, en los cuales 
la descomposicion en factores primos aunque es posible, no es unívo- 
ca, o sea, la condición del teorema 1, que parece trivial, no siempre 
se cumple. 


EJEMPLO, Examinomos el campo cuadrático ¡imaginario a q Y —5) (véase 
el ejemplo en el punto 5 del $ 4), y. en él, elanilloíntegro XK - (a --2yY—5] a. 
b€ ¿). La norma N (a — ¿ Y —3) = a? -+ 50% de cada elemento distinto de 
cero «€ K, es un número enlero positivo. Si e es inverlible en XK, entonces 
N (at =N (a7?)EZ, de donde, NY (2) = 41. listo solamente es posible para 
b=0, 06 = +1, De este modo, en K, al igual que ca %, solamente +1 son 
elementos invertibles. Si a = eQ/%, ... a, 40, € = +3, enlonces, Ñ (a) = 
= Nay)... N(a,). Como 1 < N (a) En, para un a darlo, el número de 
factorog r no puede crecer ¡limitadamente. Por ln tanto. la descomposición en 
factores primos cn K es posible. 

_Al mismo tiempo, el número 9 (y no solamente eli. permite des descon:- 
postciones cn sus Ínctores primos esencialmente distintas: 


I=3-3=(2 + 15) 2— V 5). 


La no asociatividad de los elementos 3 y 2 + V —5 es ovidinte. Lucgo, N (3) = 
=N(2Y-=35) = %. Por eso, de la descomposición Q -- (Lo para % = 


no. 
LA 


62 + Y —3 con a,, %zinvertiblos, resultaria 9 = N (a) — A (1) N (as). osea, 
N (a) = 3, E = 1, 2, lo que es imposible, por cnanto la ceuación 72 — 5y3 = 
= 3cou x, y € Z no ticue solución. Con esto queda dentostrado que los elernen- 
tos 3 y 2+ Y —5 son primos. 
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El ejemplo examinado contiene en forma embrionaria un extenso circulo 
de cuestiones, que parcialmente hasta ahora no han sido resueltas, acerca de los 


campos cundlráticos (Y (17H). lil estudio de las mismas forma parte del círculo 
incumbencias de la tevria algebraica de los niúrmerns. 


Antes de establecer, con ayuda del teorema 1, la factorizobilidad 
de unos an otros avillos, introducimos conceptos auxiliares importan- 
Les, que poscen un interés independiente. 

2. Máximo común divisor (m. €. d.) y mínimo común múltiplo 
(mc.m.) en dos anillos. Seca Jí un anillo integro. Nosotros entende- 
remos como nriximo común divisor (m.c.d.) de dos elementos a, b E K, 
el elemento d € K. denotado con el simbolo m.ec.d. (a, 0) y poseedor 
de dos propiedades: 


(ida d]b; 
(i)eclJa cloóo=>c]d. 


Es claro, que junto con d las propiedades (i), (15). las tiene cual- 
quier elemento asociado con él. Al contrario. si e y d son dos divisores 
máximos de los clementos e y 6, entonces, tendremos ce |d, dle, 
así que e y d son asociados. La designación m.c.d. (a, b) se refiero 
a cualquiera de ellos, o sea, en esta escritura Jos elementos asociados 
no se desltinguen. Teniendo en cuenta tal acuerdo, a las propiedades 
determinantes (1), (11) de] máximo común divisor se les agregan las 
siguientes: 


(110) med (a, db) =a<=-a lb, 

(iv) m.<c.d, (e, 0) = a; 

(v) m.c.d. (ta, ¿by == 4 m.e.d. (a, bj. 

(vi) m.c.d. (m.c.d.(a, 0), e) = m.c.d. (a, m.c.d. (0, c)). 


La comprobación de ellas no representa ninguna dificultad y se 
le deja al lector. La propiedad (vi) también permito extender el 
concepto de 1m.c.d. para cualquier número finito de elementos, 

Poe analogía con el m.c.d. (a b), se introduce ol concepto dual) 
de mínimo común multiplo m = m,c.m. (a, b) de los elementos 
a, bE K, también definido con exactitud hasta la asociación, por 
dos propiedados: 


iv) am. b|m 
iDdale bloc>m]e. 


En particular, haciendo e = ab, obtenemos, que m | ab. 

TEOREMA 2. Sea, que para los elementos a, y del anillo integro K 
existen med. ta, dy) y m.com. ((a, 0). Entonces: 

2) nm,.com. te, db) - O <= a=00 b0, 

b) a, bm <= m.<cm. (a, blab == dm => d = m.c.d. (a, b). 

DEMOSTRaAción. La afirmación a) se desprende inmediatamente 
de la definición de m.c.m. (a, b). Para la demostración de bh) nos 
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es necesario convencernos, de que el elemento +/, definido por la 
igualdad ab = dm, posee las propiedades (id, (ti). Jifectivamente, 
(2) >m= ela, m=- db. Entonces. ab -—- dm - daa, de donde, 
luego de simplificar por «, lo que es permisible en cualquier antilo 
integro, tenemos b — da”, o sea d | b. Análovamente, ab - du = 
—dbyY'd=> a — db. o sea, ed | a. JJemos llegado a (6). 

Luego, sean, a =fa”. b— f6”. Wagamos cub”. Entonces, 
co=ab" = ba”, us múltiplo común de a y hb. Do acuerdo con la 
propiedad | (11%), e == cm para cierto CE XK, de donde, fem fo = 
= fa b” = ab = dm, o sea, el -= fe y [| d, Hemos lleendo a tu). N 

De Jas propiedades (1), (15), (1%), (11) o del teorema 2, no se puede 
extracr ni el método de cálculo, ni la demostración de la existencia 
del m.c.d. (a, b) y del m.c.m. (a, b). Por el teorema 2D) solamente 
se establece la relación entre ellos, 

Supongamos ahora por un tjempo, que A es un «atillo factorial. 
Designemos por medio de F el conjunto de elementos primos en 
K tal, que cualquier elemento primo de A está asociado con un, 
y sólo con un, elemento de $5. Examinando las descomposiciones do 
dos elementos a. b € K, es cómodo considerar, que en ellas hay igual 
cantidad de elementos de $, pero algunos, posiblemente, con indi- 
cadores nulos, o sea, 


a=upr.. piro. b=op... pr. (3) 
ult, volt: k>0, > per: 1l<e cr. 


Con ayuda del teorema 4 se obtiene el fácilmente memorizable 

INDICIO DE DIVISIBILIDAD. Sean, a, db, clementos del anillo 
factorial K, escritos en la forma (3). lo legítimas les ajirmaciones: 

l)aldsi,ysóosiki Ll. i=1, 2... 1; 

2) m.ed. (a, b) = pr... pt, donde 5, min (A, 2d), t- 
E A A 

3) m.c.m. (a, bd) — ptr... ptr, donde 4, máx 4k, ld), 1= 
e A A 

De este modo, en calidad de s¿ hay que tomar el menor de los 
dos indicadores k;, [;, y en calidad de £,, al máxuno. En particular, 
los elementos a, db E K son primos entre sí, o seca, m.e.d, (a, db) — Í, 
exactamente cuando los factores primos que forman parte de la 
descomposición de uno de los elementos no figuran en la descomposi- 
ción del otro, El defecto de este indicio de divisibilidad consiste, 
desde luego, en que en la práctica es muy difícil obtener uma descom- 
posición del tipo (3). Aun en el caso on que A = Í. (con esxlo no se 
anticipa la factorizabilidad de Z) hay que conformarse con pequeñas 
variaciones de) método de elección directa, de los números primos, 
menores del número dado ». Es tanto más agradable, que en los 
anillos factoriales, acerca de lá cuales se hablará más abajo, cxiste 
una forma efectiva de cálculo del m.c.d. (a. b) y del m.c.m. ía, b). 
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3. Factorizabilidad de los anillos cuclídeos. En algoritmo de la 
división con resto en Z y P (X) (véanse e) punto 3 del $ 8 del cap. 1 
y el punto 3 del $ 2) lmce natural el cxamon del anillo íntegro A, 
en el cual a cada elemento a 30 se le pone en correspondencia cl 
número entero ho nesativo 

S (81, O sua, se define la aplicación 


5: ES (0) =K* =N Y (0), 


de tal modo, que con esto se cumplen Jas condiciones: 

(E1) 6 (abi 7> 6 (a) para todos los a, db H+0 de K; 

(12) Cualesquiera que sean a, LE K,bH0, se hallarán q, re K 
(q es «cocientes, r es «resto»), para los cuales 


« =3b 137 6(1<ÁóÓ6(bh o r=0. (4) 


El anillo íntegro A que tione estas propiedades se llama anillo 
euclideo. Haciendo 6 (a) = | a | para a €Z y 6 (a) = der a para 
a =da(X)E€ P |Xl, llegamos a Ja conclusión, de que Z y P[X] 
son anillos euclídeos. 

En Jos anillos euclídeos existe un procedimiento de determinación 
m.c.d. (a, b) llamado algoritmo de división sucesiva o algoritmo de 
Euclides y que consisto en lo siguiente. Sean dados los elementos no 
nulos a, b del anillo cuclídeo XK. Aplicando un número suficiente- 
mente grande (pero finito) de veces la prescripción (E2), obtendromos 
un sistema de izrualdades del tipo (4) con el último resto nulo: 


a = 1,0 + Fr ó (ny) < 6 (b) 

ho = qui 7 Tes $ (rel < Ó (ri), 

5 — ala + Fa Ó (3) < 6 (ra), 
Ae A (5) 

Pra E Gra Ps BA Ó (11), 

Pra = Garin Un = 0. 


Esto es efectivamente así, por cuanto la cadena rigurosamente descre- 
ciente de los números enteros no negativos Ó (b) > 6 (ri) > Í (r,) > 
>... debe cortarse, y el corte puede suceder sólo a cuenta de que 
uno de los restos se reduzca a cero. 

Se afirma, que el último resto distinto de coro r¿ es precisamente 
el máxmio común divisor de los elementos a y b, en el sentido de la 
definición dada el punto 2. En realidad, por condición ra | Ph: 
Avanzando eu el sistema (9) de abajo hacía arriba y utilizando la pro- 
piedad 41 de Ja relación de divisibilidad, formulada en el punto 1, 
obtendremos la cadena Ta | Y hoi Pr log .« .) Mn la Tp lr, y, fi- 
nalmente, 1, | 6, r, ] a. Por consiguiente, ri es un divisor común 
de los elementos a y b. Al contrario, sea e cualquier otro divisor 
de los mismos elementos. Entonces e | tr, y, avanzando ahora en 
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cl sistema (5) de arriba hacia abajo, vbtenildremos la cadena de rela- 
ciones de divisibilidad e | *a, e] ri... e] 7. La última de ellas 
nos convence definitivamente, de que el m.c.d. (a. b) existe, al 
mismo tiempo tiene lugar la igualdad 


7, = m.c.d. (a, b). (6) 


Prestemos luego atención al hecho de que cada vosto r, en el 
sistema (9) se expresa en forma de combinación lineal con coeficien- 
tes en K£ de los dos restos procedentes ri, y fe. Con esto, r, sé 
expresa por medio de a y de b: r, = a -(q4b, y ra se expresa por 
medio de b y r,. con lo que resulta de nuevo una combinación lineal 
de a y b, La sustitución consecutiva en r; de las expresiones de ri, 
y "¡2 por medio de a y hb nos da, para ¿ =k, lu expresión 


Ph = au + be (7) 


con algunos elementos «u, 0 € K. 

Confrontando (6) y (7) y tomando en consideración el teorema 
2h), obtenemos la siguiente afirmación. 

TEOREMA 3. En el anillo euclídeo K cualesquiera dos elementos 
a, ld tienen máximo común divisor y mínimo conuin múltiplo. Con 
ayuda del algoritmo de Euclides se pueden hallar tales u, vE K, que 
se cumplirá la relación 


m.c.d. (a, db) = au + bu, 


Ep particular, los elementos a, bE K son primos entre si sí, y sálo 
si, existen dos elementos u, v € K, para los cunles 


au — br =4. MW 


COKOLARTIO. Sean a, b, e, elementos del anillo cuclideo A 

(i) Sé el med. (a, bp —- 4 y el med. ía, rd 1, entonces, 
el m.c.d, (a, be) = 1. 

(ii) Si a | be y ol m.c.d. (a, hb) = 1, entonces, a | e. 

(11) Sibla,c|a y el m.«c.d. (b, €) =< 1, entonces, he | a. 

DEMOSTRACION. — (i) De acuerdo al teorema 3, lenentos Jas igual- 
dados «e, + by, = 1, aus -- cv = 1. Multiplicando :uunbas igual- 
dados miombro a miembro, obtenemos a (au, Un 4- busy 4- cuival - 
be (vts) = 1, que da la necesaria afirmación. 

(1i) Venemos au +- bv = 1, de donde, «ac-u : (bee = c. Pero 
be = aw, por eso, € = «(cu + it), O sea. a | e. 

(iii) De acuerdo con la propiedad (ti”) del m.c.m., 


bla, c | => m.c.m, (b, e) [a => be | a, 


por cuanto be -= m.c.d. (6, c) por condición el m.c.m. (h, c) y el 
m.C.d. (b, e) son iguales a la unidad. E 

El lector fácilmente hará extensiva la afirmación del leorema 3 
para el caso de un número arbitrario finito de clementos del anillo 
euclídeo. 


2 
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Como paso inmediato para el establecimiento de Ja factorizabili- 
dad del anillo cuclídeo, sirve el 

LEMA. Pudo anillo eculídeo K es un anillo con descomposición 
lo sea, rualquier elemento a 0 de KE se escribe en la forma (1)). 

DEMOSTI LION Sea que el elemento a € K posce un divisor 
propio b: + <= be, donde b y e son elementos no invertibles (en atras 
palabras, a y 4 ho son asociados). Domostremos, que 6 (b) < 6 («). 

Etoclivamente, de acuerdo con (E1), tenemos inmediatamente 
Ó (0): 8 (hc) 5 (a). Suponiendo el cumplimiento de la igualdas 
9 (b) — 6 1a). aprovechamos la condición (E2) y hallamos q, r 
con hb -- qa +. donde 0 (7) < (a) o r=0. El caso de r==0, 
cae en virtud de In no asciatividad de a y b. Por la misma razón 
l — qe 30, Por consiguiente, nuevamente según (122) (con la susti- 
tución de a por 0), fenemos que 


9 (4) -- 8 1b):2 6 1h (1 -- qe) == 6 (db — qa) = 5 (r < Ó (a) 


es una contradicción. Y bien, 0 (0) < (a). 

Si ahora a Ella. - (y, donde lodos los 4; son invortibles, 
OHÍÁONCOS, Un. ¡m+a + + - 4 y 0s divisor peopio «de amtm+z - » « Uns 
y, por lo demostrado, 


Sta) 2 Ó(4101...4)>0(0,...4p) >... >0(a,)>6 (1). 


Esta cadena vignrosamente decrecionte de números enteros no nega- 
tivos tiene una longitud de 26 (a). ln consecuencia, se Liene la 
descomposición máxima de a en sus factores primos. | 

Prorimis 4 foro anillo eurlideo K es factorial (= K posee la 
propiedad de descomposición tunivoca en sus factores primos). 

DEMOSTRACION. — Teniendo cn cuenta el lema y el criterio do 
factorizabilidad, eontenicio en el teorema 1, nos queda por inostrar, 
que sí p es un elemento primo del anillo X, divisor del producto 
be de algunos elementos b, c € K, entonces, p divide bien a b, bien ac. 

fectivamente, cundo b =00c — Ono hay nada que demostrar. 
Y sibte*e=Uy d =m.c.d. (0, p), entonces, d al ser divisor del ele- 
mento primo p, bien es igual a 14 (más exactamente, es divisor de 1), 
bien es asociado con p. En el primer caso 6 y p resultan primos entre 
SÍ, y la afirmación (11) del corolario del teorema 3 pormite concluir, 
que p | e. Enelsegundo caso d = up, e | £ y, en consecuencia, p | b. PY 

corora ko Los anillos “1 y P|XÚ son factoriales (P es un campo 
arbitrario). 

Lia factorizabilidad «del anillo de polinomios P[X,, ..., X,l, 
rn > 1, que ya no es enclídeo, se establece en el cap. 9, Allí también 
se ponen ejemplos complementarios de anillos ecuclídeos. 

4. Polinomios irreducibles. Espocializando la definición dada 
antes de elemento primo, subrayamos una vez mas, que el polina- 
mio / de grado no nulo del anillo PL (X!, se Jama irreductible en 
P lzl (o jrreducible sobre el campo 2), si él no es divisiblo por nin- 
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gún polinomio g € P IX], en el que 0 < deg g < dex /. En parti- 
cular, todo polinomio de primer grado es irreducihble. Es Lolnlmente 
vvidente, que la irreducibilidad «del polinomio de orden > Í o sn 
descomposición en factores irreducibles, son conceptos intimarnente 
lizados con el campo básico P, como lo muestra el polinomio ya 
conocido por nosotros de Ja construcción de números complejos, 
X?+41=(X 4 2 (X — £). El polinomio X* + 4 es reducible sobre 
Q, aunque esto no es fácil de adivinar: 


XL A (XP —2X + 2)(X? + 2X | 2), 


Ambos multiplicadores del segundo miembra son iereducibles no 
sólo sobre (y, sino que también sobre , siendo reducibles, sin cm- 
hargo, sobre €. 

Tanto los números primos en Z (véase cl 3 8 del cap. 4), como 
Jos polinomios irreducibles unitarios (o soa, con cocfiricnles mayores 
1) sobre el campo arbitrario P, son infirttamente muchos, 

i¿n el caso do un campo 2 infinito esto es claro; ox «nficiente con- 
siderar los polinomios irreducibles del lipo X —r, rc EP. 

Pero si el campo ? es finito, entonces sirve el razonamiento de 
Muclides. Precisamente, sea que ya fueron ballados » polinomios 
irreducibles pj, ..., Pn. El polinomio f = pP2-. Pu +1 tiene 
por lo menos un «divisor unitario primo, por cuanto deg f>> Hn. 
Designemos al mismo por medio de Pp+1. El es distiuto de p,. .... 
e. .) Pa, por cuanto, de p,+, = Ps para cierto s< a, se dorivaría 
que ps | Y — P1+ +.» Pas 0 SCA, Ps | 1. 

Como los polinomios de un grado dado sobre un cumpo finito, 
son un númoro finito entonces, se puede hacer la sipuiento concln- 
sión úLil. 

Sobre cualquier campo finito existen polinomios irreducibles de 
grados tan grandes como se quiera, 

Esta afirmación de carácter cualitativo se hará más precisa en el 
cap. 9, 

Los polinomios irreducibles sobre el campo Q jnegan un papel 
especial en la teoría de los campos de números algebraicos, Como, al 
multiplicar por el número natural conveniente, siempre se puede pa- 
sar de un polinomio de Q [X] a un polinomio de % 1X], es natural 
precisar primeramente la vinculación entre las propiedades de reduc- 
ción sobre () y sobre 2. Teniendo en cuenta otras aplicaciones, de- 
mostraremos una afirmación general sobre Jos polinomios sobre el 
anillo factorial K. Llamemos contenido del polinomio |] = an - 
—2aAX+...4 aX” € KIX), al máximo común divisor d = 
= dd (f) de todos sus coolicientes. Hasta ahora, hablábamos de 
m.c.d. (a, bh) de dos elementos, pero las propiedades (1) -— (vi) dol 
m.c.d. permiten sin esfuerzo hacer cxtensivo este concepto a cual- 
quier número finito de elementos de un ainllo íntegro. Sid (f) ox un 
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elemento invertible en A, entonces, el polinomio f se llama pri- 
mitivo. 
LEMA DE GAUSS. Sean, K, un anillo factorial, y f. g EK INMI. 


Entonces, 
d (Yg) = d (N)-d (2). 


En particular, el producto de dos polinomios primitivos de nuevo rc- 
sultará un primitivo (aquí y en lo sucesivo la igualdada se entiende con 
exactitud hasta la asociatividad). 

DEMOSTRACION. — Comencemos por la última afirmación. Scan 


fa +TMX+—T...+apXx”, 
E=b.+IAX+...+05,. XA” 
polinomios primitivos de K |X], el producto fg de los cuales, no es 
primitivo. lxiste, por consiguiente, un elemento primo p € K, que 
divide a d (fg). Elijamos los menores índices s, £, para Jos cuales 
P1ds p1b,. Tales indices existen en virtud de que f y g son primi- 
tivas, E] coeficiente de X'+! en fg será 


Cs41 == Oslo + (Ogg Dia Y GCorodia) + (Oria + Og2diz ct) 


Como as; y b;¿ para ¿>0 se dividen por p por condición y 
P |Cs+, por suposición, entonces, tenemos Ja relación 
pu = as, + pr, 

de la cua) se sigue, que p | asb,¿. En virtud de la factorizabilidad de 
K tenemos y |a, op | b,, lo que es una contradicción, que demuestra 
nuestra afirmación. 

Pasando al caso general, escribiremos Jos polinomios arbitrarios 
f, g E K IX) en la forma 

f=0d (VW fo 8 = d (8) £o, 

donde fo, Eu, son polinomios primitivos. Como jg = d (7) d (8)-foga 
y, do acuerdo con lo demostrado, d (f.g)) == 1, entonces, pues, 
d fe) =0U (wd). NM 

coROLAKtO. El polinomio [€ BE 1X], irreducible sobre E, sigue 
siendo también irreducible sobre Q (deg f > 0). 

DEMOSTRACION De acuerdo con el corolario del teorema 4, 7. es 
un anillo factorial, por eso, el Joma de Gauss es aplicable a % [X']. 
Supongamos, que f = gh, dondef EZ [X], yg, REZIX], Multipli- 
cando ambos miembros de esta igualdad por el mínimo común múl- 
tiplo de los denominadores de todos los coeficientes de g y de », 
la escribimos de nuevo en la forma af = bggko, donde a, bEZ y 
Eo: %op, son polinomios primitivos sobre Z. Según el lema de Gauss 
ad (f) = d (es este caso sin limitación de la generalidad la asociati- 
vidad so sustituye por la igualdad), así que se obtiene la descomposi- 
ción f = d (f). goho sobre 2. Queda por recordar la irreducibilidad 
de f en Z (X]. 
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CRITERIOS DE IRREDUCIBILIDAD (de Fizenshiteinm). Sea 
J(X) =X”"+aX*712... +0, Aa. €71X) 
un polinomio unitario sobre -.., cuyos coeficientes 41, ..., u, son di- 


visibles por cierto número primo p, pero a,, no es divisible por p?. Enton- 
ces, [(X) es irreducible sobre €). 

Efectivamente, presuponiendo lo contrario y utilizando el coro- 
lario del lema de Gauss, escribimos f en forma de producto de dos 
polinomios unitarios sobre Z: 


F(X) =(X + b XL do) (XRO XA e, 
st > 0, 


esta descomposición también se conserva en el ¡nillo cociente 
£ [X1 (p) = Zpr[X), cuyos elementos se obtienen do los polinomios 
enteros, tomando sus cocficientes por módulo p. Por condición 


e; = 0, donde a; es una clase de restos por módulo p, correspondien- 
tes al número entero n;. Pero el anillo ¿y 1X) es factorial (corolario 
del teorema 4). Comparando dos descomposiciones: 


XX? == (PAX EA LL) EA 0. sd tm, 
inevitablemente llegamos a la conclusión, de que b;=U= cy, O 
sea. que todos Jos coeficientes b; c,, se dividen por p. Jín este caso, 
4, = b,c, divisible por p? es una contradicción, que estableco la 
legitimidad del criterio de Eizenshtein. | 

OBSERVACION. — El criterio opera también en el caso en que el 
coeficiente superior a, es distinto de 1, pero no se divide por p. 


EJEMPLO. El polinomio : (X) = XP 2 Y XP... + A cl: 1 es irredu- 
cible sobre Q para cualquier p primo 

Es suficiente observar, que la cuestión de la jrreducibilidad de /(X) es 
equivalente a la cuestión deu la irreducibilidad del polinomio 


(AFP p ds PY x -( P 

A A A E 

cuyos coeficientes, a excepción del mayor, son divisibles por p a la potencia 

uno (propiedad de los coeficientes binomiales, mencionada en el ejercicio 8 

Ho $ 4 del cap. 4) y al cual, en consecuencia, le es aplicable el criterio de Eizen- 
tein. 


EJERCICIOS 


í. Mostrar, que 
n2 + m2 = Z.m.c.d. (a, nm). 


n? fMm2 = Z-m.c.m. (n, m). 


2. Sean f, g, polinomios unitarios de Z [X]. Mostrar, que en la expresión 
m.c.d. (f, g) = fu + go, con u, y, €Z [X] se puede cunsiderar dog « <. dog £, 
deg yv < deg f. a 

3. ¿Son o no factoriales las anillos Z [Y —3)] y Za TX)? 
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4. Descompouer on factores irroducibles en <.|X] los polinomios XA” — 1 
para 5<Xm< 12. 
3. Demostrar, que los factores irreducibles del polinomio homogéneo 
MAY) =aA2 Y de... a, ¡XY "Aa, YEMA IX, Y] 
son homogéneos y que f (X, Y) es irreducible sí, y sólo si, es irreducible el poli- 
nomio [(X, 1) + agX" + aX? [-...q+a, ¡XX + a, € Q Xx). 
6. Sean, 2 un campo y /(X) = De, Y uua serie exponencial formal on 


121 
PALAD) (uéaso el ejercicio 5 del $ 2). La condivión ap y 0, o, lo que es equiva- 
lente, (a (1) == 0, es nonesarta y Ssuliciente para la existencia de la serie «xponen- 
cial g (A) € PJIND), inversa de f: fg = 41. Por ejemplo, (fl — XX) = y x+*, 


i>0 
Cou exactitud hasta Ja asociatividad, X os el único elemento primo en P [[X]Jl. 
El anillo 2 ]11X]] es factorial. Fundamentar estas afirmaciones. 


7. Mostrar, que el del (1) > > Patada - > - Landon €s un plinomio 


nESn 

homogenea irreducible de grado n de n? variables independientes z,; (Indica- 
ción. Hazonando a la inversa. suponer que det (x= 81 (.. .. Lig .-- 

X glo. zi -- 1. Como dot (z¿) es un polinomio lineal homogéneo de 
variables que se encaontran en una colemna dada, entonces, uno de los factores 
£n Ez €s polinomio lineal homogéneo de ri, 1 < i¿ < n, para ¿ dado, al misino 
tiompo que ol otro factor no depende en absoluto de x;;, í <] < rn. Razonn- 
mieutas análogos se efectuan al reemplazar laz columnas por filas. Sea, diga- 
MOS, qUe £yy pertenece a £y. Entonces, gy no contiene a zx, 1 < ji < na, de 
dunde se deduce. que ga no contiene a x;¡. 1 <i. | <n, O $04, quO £y eS una 
constante). 


$ 4. CAMPO DE RELACIONES 


1. Construcción del campo de relaciones de un anillo íntegro. 
En los dos parágrafos precedentes fueron ostablecidas muchas pro- 
piedades, comunes para Z y P[X]. Nuestra finalidad inmediata, es 
incluir P [X] en un campo, además, cslo se debe hacer de la manera, 
más económica, para la cual puede servir de modelo Ja inclusión de 
+ cn. De hecho, no es en nada más dificil resolver el mismo pro- 
blema para nu anillo integro arbilrario 4. 

Examinemos e] conjunto A Xx 4* (4* -< A > (0)) de todos Jos 
paros (a, b) de rlementos a, bE A con b=0. Este conjunto lo divi- 
dimos en clases, haciendo pares (4, b) y (c, d) pertenecientes a una 
misma clase, solamente como ad = be; en la escritura: (a, b) — 
= le, d). Es claro, que siempre (a, b)-— (a, b). Luego, (a, b) — 
le, ld) = (e. d) — la, db) y, finalmente, (a, b)-= (c, d), (e, d) — 
= le, f) => la, bh) (e, f). Efictivamente, tienen Jugar las igualda- 
dos ad = be, ef = de, de donde adf = bef = bde, o sea d (af — be) = 
= 0. Pero 4 =0, y en virtud de la integridad del anillo A obtenemos 
af = be, lo que significa (a, b)— (e, f). Y bien, Ja relación — es 
reflexiva, simétrica y transitiva, o sea (véase el $ 6 del cap. 1), 
es una relación de eyuivalencia en el conjunto 4 X A* y, en con- 
secuencia, determina la división de 4 x A* en clases disjuntas. 
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Sen Q (4) el conjunto de todas las clases de cquivilencia o, lo 
que es lo mismo, Q (4) es el conjunto cociente A x A*/= del con- 
junto A Xx A* por relación de equivalencia —. Designaremos con 
el símbolo la, b) la clase. en la cual se oucuentea el par ordena do 
(a, b). Por definición 

la, bl = [c, d) <> ad = be, (1) 

Si en el conjunto A X A* se plantean las operaciones dle suma y 

mutiplicación por medio de las fórmulas 


(a, b)= (e, d) = lad + be, bd): (a, b) (e, d) = (uc, bed) 
(y esto es posible, por cuanto en A de b 0, d 0), se signo bd y 0), 
entonces, estas operaciones binarias pueden trasladarse an Q (4) 
Efectivamente, debemos mostrar, que 
(a, b)4 (e, d) - (a”, 1) ¡-(c, d), 
(a, b)-(c, d) (a, b*)-(c, q). 
Lo mismo se expresa por mexdio de les relaciones 

(ud 4- be) b'd = (ad + b*c) dd, 

ac-b'd = ac hd, 

la veracidad de las cuales se desprende directamente de la condición 
ab = ab”, Un resultado nnálogo obtendremos, sustituyendo (c, d) 
por (c”, d'), donde ed” == ed. Llegamos n Ja conclusión de que en 
O (A) las operaciones de suma y multiplicación, que no dependen 
de la elección de los representantos on las cluses de equivalencia, 
serán 


fa, bl + le, dl = lad |- be, bal; la, bl lc, di = lac, bal. (2) 


Aquí hubiese sido necesario esccibir la, b] 8 [r, dl y la, b] O le, dl, 
pero, sin pérdida de claridad. $ y O) ban sido reemplazados por los 
signos comunes de sama y multiplicación. 

Convenzámonos ahora. ae que Q (4), examinado zunbo con las 
operaciones de (2), os un campo. Jifectivamente, por ejemplo, de las 
relaciones 

la, dl + (le, dl + le. /M = la, b1 + lef + de, dfl = 
= ladf + bef + dde, bdfl, 
(la, bd) + lc, dl) -- Te, fl = led + de, bal + le, fl = 
=- ladf + bef + bde, baf) 
e deduce la ley de asociatividad para la operación de suma. La 
asociatividad de la multiplicación es evidente. Lueyo, las relaciones 
lla, bl -- [c, dh)fe, 11 = lade — bee, hd, 
la, bl le, fl + lc, dl le, $) = ladef -1 heef, bid] = 
= [(ade + bee) f, (ban / 


(a”, b') — (a, 6) > 


14—0392 
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y las condiciones (1) de igualdad de las clases de equivalencia mues- 
tran, quo se cumple la Jey de distributividad. Con la misma facili- 
dad se comprueha la conmutatividad de Jas operaciones de sumu y 
multiplicación. Para la suma, el cero es [0, 11 (10, 4) + la, b] = 
= la, dl), y la unidad para la multiplicación es [t, 1]. Luego, 
= la, bl =|—«u, bl, por cuanto, la, b] + [—a, b] = [0, b*] = 
= (0, 11. Codo esto, tomado conjuntamente, significa que Q (A) 
es un anillo conmutativo con unidad. Si fa, b] +10, 11, entonces, 
aX+0 en A, por consiguiente, [b, al € Q (4) y la, b] lb, al = 
= [1, 1], así que de multiplicativo inverso de la, b] +10, 1) 
sirve [b, al. Así pues, se ha mostrado que Q (4) cs un campo. 

La comparación a+» la, 1) define Ja aplicación inyectiva f: 
A >0 (4), que de hecho es un (mono) morfismo de Jos anillos 
(fla Ed) = (0 110), (ab) =$ 10) 1 (bd; a b=(a2)  [(b)). 
Para cualquier elemento x = la, b1 € Q (4), tenemos 

[b, 11 x = la, 1), 


asi que zx es la «relación» f (ay/f (b) de los elementos de f (4). Por 
esta causa, Q (1) se llama campo de relaciones del anillo A. 

Es cómodo identificar a cada clemento a € Á con su imagen 
f (a) =ta, 11€ 0 (4), o sea, sustituir A por f (4). Se puede proce- 
der de un modo un poco distinto: sustitujr cada uno de los elementos 
la, 11€ Q (4) por los a € A, sin cambiar todos Jos restantes elemen- 
tos del campo Q (4), y realizar los cambios correspondientes en las 
fórmulas (2). Precisamente, corresponde hacer 


a +10, cl = lac + d, cl; ar[b, e] = lab, cl. 


En consecuencia, el anillo íntegro .1, desde un principio resultará 
ser un subanillo de un campo isomorfo a O (4) y expresado habitual- 
mente con el mismo símbolo Q (4). Luego de tal identificación, es 
razonable llamar a los elementos la, bl fracciones, y escribirlos bre- 
vemente y en la forma acostumbrada 


[a, b=>F. 


Las reglas de operaciones con las clases la, bi, introducidas más 
arriba, repiten, de lo que no es difícil darse cuenta, las reglas de 
operaciones con fracciones en un campo (véase (10) en el punto 5 
del $ 4 del cap. 4). Ha sido demostrado por nosotros el 

Teornima t Para cada anillo íntegro A existe un campo de relacio- 
nes lo un campo de cocientes, campo de fracciones) Q (A), cuyos ele- 
mentos tienen la forma alb, EA, O X4bEA. Las operaciones con 
fracciones se someten a las reglas (1), (2), donde corresponde hacer 
la, b] = afb. 

La construcción de los campos de relaciones se usa en las matemá- 
ticas con suficiente frecuencia. Su naturalidad se justifica, aunque 
más no sen, porque el campo Q no es otra cosa más que un campo de 
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relaciones (Q (2) del anillo Z. Es fácil ver (lromprucbe esto!l), que 
Q (4) = A, si A es un campo. 

OBSEVACION. — Se puede demostrar, que si el anillo integro A es un 
subanillo en P, en el cual cada elemento xr se escribe en forma de 
relación a/b de los elementos a € 4, 0 %bE€ A, entonces, P = 
=x O (4). Por ejemplo, Q () d) = Q (Z1V al). 

2. Campo de fracciones racionales. Sean P un campo, y P (X) 
el anillo de polinomios sobre P. El campo de relaciones Q ¡P [X]) 
del anillo P [X] se denota con el símbolo P (X) (reemplazando los 
corchetes por paréntisis) y se llama campo de fracciones racionales de 
la variable X con coeficientes en P. 

Cabe hacer notar, que el campo de fracciones racionales P (X) 
siempre contiene un número infinito de elementos, y que su caracte- 
rística siempre coincide con la del campo P. El campo F, (X) brinda 
un ejemplo de campo infinito de caracteristica p >> 0, 

Cada fracción racional del campo P (X) se escribe (además, de 


distintas maneras) en forma de f/g (o E si no se tiende a una econo- 


mía de papel), donde f, g, son polinomios del anillo 2 1X], g 0. 
Por definición, f/g = / /2, <> fg, = f,8. Es corriente llamar a f 
numerador, y a g denominador de la fracción f/g. La fracción no varía, 
si su denominador y numerador se multiplican por un mismo poli- 
nomiv ho nulo, o se simplifican por cualquier factor común. En 
particular, el número entero (positivo o negativo) deg / — deg g, 
no depende de la representación de la fracción racional no nula en 
forma de relación (de cociente) f. g de dos polinomios. Este número se 
llama grado de la fracción. Una fracción racional de la variable X 
se llama irreductible, si su numerador y su denominador son primos 
entre sí. Con exactitud hasta un ínctor de P, común para el numerador 
y el denominador, cualquier fracción racional f/g se determina uní- 
vocamente por medio de cierta fracción irreducible. En efecto, la 
división de f y g por el m.c.d. (f, g), conduce a una fracción irredu- 
cible, y la igualdad f/g = f,g, de dos fracciones irreduciblee, expre- 
sada en la forma fg, = f,g da f =ef,, cEP, g = cg, (utilizar el 
corolario del teorema 4 del $ 3). 

Si deg (f/g) = deg f — degg < 0, entonces, la fracción (irre- 
ducible) f/g se llama propia (el polinomio nulo se incorpora a las 
fracciones propias, por cuanto hemos convenido en considerar 
deg 0 = —oo). 

TEOREMA 2. Cada fracción racional de P (X) es univocamente 
erpresable en forma de la suma de un polinomio y de una fracción 
propia. 

DEMOSTRACION. — El algoritmo de la división con resto, aplicado 
al numerador y al denominador de la fracción f/g, da la igualdad 
Í = q£ + r, donde deg r < deg g. Ahora, f/g = q + r/g es la escri- 
tura buscada, la comparación de la cual con cualquier otra expresión 
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del mismo tipo fg = q +Tr/g (q, r, g € P[IXI, deg r < deg g) con- 
duce a la relación 


a—y=r!g—rig=(rg—rgNg8. 
Dado que q --9 € P.[XI, y 
dog ((rg —rg)/gg)= deg ("g —Tg)—degg—degg <0, 


entonces, osto es posible sólo en el caso en que q —q =0 y r/g = 
= FB. 

3. Fracciones elementales. La fracción racional propia  f/g € 
EP (X) se llama elemental, si g = p”, n>1, donde p = p (X) es 
un polinomio irreducible, y, además, dey f < deg p. 

Jl teorema fundamental sobre las fracciones racionales, es el 

PICIREMA 3 Cada fracción racional propia puede ser descom- 
puesta, y, además, de la única manera, en una suma de fracciones 
elementules. 

DEMOSTRACION lista se divide en dos partes: la existencia de la 
descomposición, y su unicidad. 

1. Sea f'g EP (X) la fracción racional propia dada, en la que, 
sin limitación de generalidad, el polinomio g se puede considerar 
unitario. Supongamos que g= g,g, os el producto de dos polinomios 
unitarios primos enice sí. De acuerdo con los resultados del $ 3 
tiene lugar la relación 


1 =UL, + UsBo 


con algunos y, Us € ? [X]. Multiplicando ambos miembros po f, 
obtendremos 
f = fusg, + JU go 


Si fu, = q£2 + Ya. deg v, <Pdeg g,, entonces, 
Íf = U£2 — Uz81» (3) 


donde y, -- qg, + fuz. Como deg va < deg ga, y dog j < deg g, en 
viebud de la condición de fracción propia, entonces, (3) puede cum- 
plirse solamente cuando deg v, < deg g.,. 

Dividiendo ambos miembros de la relación (3) por 2,82, obten- 
dremos la descomposición de la fracción f/g en la suma de dos frac- 
ciones 


dig = UL Z, + UB, 


además, ambas fracciones en el segundo miembro, son propias. Si en 
cualquiera de estas fracciones el denominador gy es nuevamente el 
producto de dos polinomios primos entre sí, entonces, con respecto 
a esta fracción se pueden aplicar los razonamiontos precedentes y 
obtener para ella una descomposición del mismo tipo. Operando de 
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este modo, llegamos en resumidas cuentas a la suma 


m 


f Qi 
3 == EA , (4) 
imi Pi 


m.c.d. (a, pi) = 1, deg a, < n; deg p;, donde Jos Jenominadores 
son las potencias pi" de los polinomios unitarios irreducibles p,, 
pertenecientes a la descomposición g: 


n 
E=PPPp ... Py” (5) 
(pi py para ¿54 | ” 
Expongamos la fracción propia ajp” a una dosintegración poste- 
rior. Como, por condición, deg a < n deg p, entonces, el algoritmo 
de división con resto nos lleva al sistema de igualdades 
(L = paa? + Pr 
Tr = qup”” al Pa 


Pn-2 = Gn-1D o + Pr-11 

Po -1 = Qn» 
donde deg q; < deg p para todos los cocienles 4, . . -. An- Obser- 
vamos, que 


a = qyp””* + gp”? Sl F.-1P + Jas 
de donde 


a Ye 4-1 In 
e = — y e... + pia! Epa * 


Como deg q, < deg p, entonces, las fracciones q,/p* son elementales. 
IT. Pasando a Ja cuestión de la unicidad de la descomposición, 
supongamos, que, ias la representación obtenida por nosotros, 


= y (3 4), dega,,< deg p, (6) 


i=l jul e 


de la fracción propia f//g, en forma «de la suma de fracciones elemen- 
tales, se tiene otra descomposición más 


Elm 


en Ja put, posiblemente, se encuentran los sumandos ba “q! con divi- 
SOTes gh» que no figuran en (6). Agregando, si es necesario, en ambas 
expresiones de f/g sumandos con numeradores aj; y ba, nulos, y 
restando luego una expresión de la otra y reduciendo los términos 
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semejantes (con ddenominadores iguales), llegaremos a la identidad 


as Ni 
YN (y) )=0. (7) 
ito jar 


Aquí VS m + u y para ¿> m, como p, se toman algunos q,, y 
N, están elegidos de tal modo, que 


Gini — Din > 0. (8) 
M 

Multiplicando la identidad (7) por [] pot, obtendremos la identi- 
1=1 


dad polinomial 
M 
lar, Ni; —bs, N1) al pri +- py =0. 


La forma del polinomio u no nos interesa. Es impurtante, que de 
M 


esta identidad se deduce la divisibilidad de (81,1 —di, m) 1) py 
in 


M 
por p,. Pero, el m.c.d. (0 pi 1p,)=1, por eso, py[(21, n,—d1, 1): 
i= 


Queda por recordar, que deg (4, y, — by, n,) =< max fder 2, y, 
deg bj »,p < deg p,. Por lo tanto 4, », — dp», = 0, pese a Ja supo- 
sición (8). 

La demostración del teorema 3 es completamente constructiva (si 
se cunsidera conocida la descomposición (4)) y puede ser usada para 
una representación efectiva de una fracción propia en forma de suma 
de fracciones elementales. 

Notemos, que si g = (X — c)"h, A (c) +0, entonces, 


JT __ b [—b1h 
NO cer O Er 


Haciendo b, = f(c):h (e), obtendremos, f (ce) — bjk (ce) = O y, por 
lo tanto, f —-bjh = (X --c)f, (véanse el $ 1 y el cap. 6). De este 
modo. 

7 AS BA 

(X—c)Ph " (X—c)j.1h"* 
Aplicando el mismo procedimiento a esta fracción, menguamos en 


una unidad mas el exponente de X .--c en el denominador, y así 
sucesivamente. Luego de n pasos llegamos a la descomposición 


f j a E bién-4 
E TAZA EL A —j » dHEP. 
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Si h (y, en consecuencia, yg = (X —c)” hise descompone total- 
mente en factores lineales, entonces, separando por turno las fraccio- 
nes elementales b,¿ (X — ci)* y utilizando, además, la propiedad de 
unicidad. por un camino un tanto distinto, MNegarernnos al resultado 
formulado en el teorema. 

En el caso, cuando todos los factores irreducibles p, en (4) son 
lineales o cuadráticos y, en consecuencia, las fracciones elementales 
tienen la forma 


dX-j-e ; 
CET (3) 
a, b,c,d.e € P, 


d i 
(X=o* o bien 


es también cómodo usar el método de coeficientes indeterminados. 
Este método consiste en que hay que escribir a f/g en lorma de la 
suma de fracciones del tipo (9), muJtiplicando ambos miembros de la 
igualdad por g y, en la relación entre polinomios obtenida atribuir a 
X los valores convenientes de 2 para la obiención de los coeficientes 
d, e, .. . Como se deducirá de Jos resultados dol capítulo siguiento, 
el método de los coeficientes indeterminados opera sin limitaciones, 
si P es un campo de números complejos o reales. Precisamente, sobre 
estos campos las fracciones elementales con mayor frecuencia se 
consideran como representando el papel de instrumento técnico en la 
integración de las funciones racionales. 


EJERCICIOS 


1. Construir 0] campo de relaciones R ((X)) del anillo R |11X]] de las series 
exponenciales formales de X cun coeficiontes en el campo ':. Apoyándose en e 
ejercicio 6 del $ 3, mostrar que cada elemento del campo « ((X)) tiene la 
forma de la Mamada seris exponencial meromorfa 


O IE ES TS E A O 
+ do + 41 X + 4¿X pr. 04 ER, 

en la cual se admite un número finilo de exponentes negativos. En otras palabras, 
q (X) = X-"7 (X), donde f (X) es una serie exponencial corriente de K (1X]). 

2. Entenderemos por R (X, Y) (correspondientemente, K ((X, Y))) ol cam 
de relaciones del anillo de los polinomios R [X, Y] (corrospondiontemente, del 
anillo íntegro R [(X, Y]l; véase el ejercicio 7 del $ 2). Muestra, que 

R(X, Y) = (RI) (Y) = (RIXD) (7). 

¿Soa isomorios los campos R((X, Y) y (R ((X) (Y? 

(Respuesta. No). 

3. Sea la sucesión infínita de múmeros reales aq, a,, 4y, » .. periódica, 
a partir de cierto término. Mostrar que la serie exponencial f (X) = a, + e,X + 
+ aX ?*+4... se escribe en forma de fracción racional de R (X). 
) Sean: K, un campo conmutativo:con la unidad 1, no necesariamente 
integro; M, un submonoide del monoide multiplicativo cn K, S = K x M. 
Mostrar que da relación binaria P < $*, defínida por la rolación 


T == (((a, b), (c, d)) € S*| (ad— bc)u 0, uE M) 
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(so tione en cuenta cierto . € M), es una relación de equivalencia en S. (Indi- 
cación. La reflexividad y la simotría de T' son ovidentes. Si abora ((a, hb), (ce, d)) € 
EJ y ((c, d). (e. 11€, de modo que (ad — deu =0 y (cf — de) v = 0, 
para cicrtos «. y. M, entonces la primera igualdad debe multiplicarse por fo, 
y la segunda por +. La gnma miembro a miembro de las mismas determina Ja 
igualdad (af — bel due -- 0, con duv€ M, por cuanto d, u, vE M, y M es 
un monoide. Por lo tanto ((a, db), (e, $) ET, y la transitividad de T' ha sido 
establecida). 

5. Gopiando la denostración del teorema 1, mostrar que en el factor con- 
junto S/P del conjunto Y = K Xx M, según Ja relación de equivalencia de T 
del ejercicio 4. se puede introducir la estructura del anillo conmutativo con uni- 
dad. Este amllo Oy, (X) se lama anillo de los parciales sobre K con respecto 
a M. Para la integridad del anillo K y para M =]K” se obtiene el habilual 
campo do parciales O (K). (Indicación. Sea ald = [a, b] una clase de equivalen- 
cia con represemtante (6, a1 € S. Introducir las dos oporaciones binarias $96); 

ale D cid = (ad — beWbd, alb (O) cld = ac/bd, 

y mostrar, que esta determinación no deponde de la elección de jos reprezontan- 
tes. Puoslo yue uff == c/1<>(a — c)u = 0 para cierto u € M, entonces el 
homomorfismo de los anillos a — a/l es un monomorfismo (inclusión) sólo 
para el anillo de integridad X y su sulimoncide M, que no contiene el o 

6. Emplear la construcción Qpr (XK) al anillo K = 2 con ej monoide 
M=%Z / pí, compuesto por todos los números enteros, que no son divisi- 
bles por el número primo dado p. Mostrar que Qs (Z) se identifica con el con- 
junto de todos los números racionales a/b, con los b que no son divisibles por p. 


Capítulo 6 
RAICES DE LOS POLINOMIOS 


Ocupémonos de aquello, para Jo cual cn el pasado se estudiaba 
álgebra: de las raíces de los polinomios. Esta cuestión ha dejado de 
ser dominante en el álgebra. pero su importancia no es discutida por 
nadie. El hecho es que muchos problemas de Jas matemáticas. en 
resumidas cuentas se reducen al cálculo de caieos aistalas de poli 
nomios concretos, o a la descripción cualitativa del conjunto de 
ellas. Nos será posible Lralar solamente las propiedades elemen lulos 
de las raíces, poro ellas, on todo caso, serán suficientes para apreciar 
en plena medída ed Jugar especial que ocupa ol campo E de los nú- 
meros complejos. 


$ 1. PROPIEDADES GENERALES DE LAS RAÍCES 


1. Raíces y factores lincales. Sea que cl anillo coumutativo Á 
con unidad está contenido en el anillo íntegro A. 


DEFINICION. LI elemento e € K se llama raíz (o cero) del polino- 
mio fE A [XI], si f (c) = 0. También se dice, que c es raíz de la ecua- 
ción f (2) = O. 


La necesidad de la consideración de los anillos, contenedores de Á 
en forma propia, resulta comprensible, si se recuerda que el polino- 
mio A = X?* + 41 sobre R no tiene ceros cn R, pero f (1) = 0, 
¿ES = RÍ[. Primeramente consideremos, sin embargo, el caso 
en que K = A. 

TEOREMA 1. (teorema de Bezout). El elemento c € A es ratz del 
polinomio FE A [X] si, y sólo si, X — e divide a f en el anillo A [X]. 

DEMOSTRACION. Este teorema es parte de una afirmación más 
general, que hubiésemos podido demostrar hace mucho. Y. precisa- 
mente, el algoritmo de división con resto (teorema 5 dol $ 2 del cap. 5) 
dice, que /(X) =(X --c)q(X) + r(X), donde  deg r (4) < 
< deg (X —c) = 1. En consecuencia, r (X) es una constante. La 
sustitución de c en lugar de X (o sea, el uso de la aplicación TI, «del 
teorema 2 del 3 2 del cap. 5) da f (c) = = r, así que <iempre 


J(X) = (X —0) q (X) + f (c). (1) 


En particular, $ (o) =0<>f(X) =(X —0q (MM. | 

La división del polinomio /(X) con coeficientes en el anillo 
integro A, por el polinomio lineal X — ce, es cómodo realizarla por 
el llamado esquema de Horner, más sencillo que el habitual algoritmo 
de división con resto. Precisamente, sea 


FX) =%9X"+0qX"1+...+4p a4€4 
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De «cuerdo con tic fórmula ($) 
INTO AN RAZ id 464. 


Iguatando en esta fórmula los coeficientes para iguales potencias «de 
XA (comenzando por las mayores), Juego de una pequeña transforima- 
ción obtendremos 


Mo =0 


| hy =07-1 0— hp 


Bacr=b0n-1074 Gn-1 | f (c) =bn-,01-4n| . (2) 


así que de paso se calcula ol valor de / para N == c. Las fórmulas de 
recurrencia (2), en Jas que se encierra el «esquema de Horner», son 
comodas para 0) cálculo. 

Jn virtud del teorema 1, es natural introducir la siguiente, más 
general. 

DEFINICION 5) elemento e € A se llama raíz múltiple de k (o cero 
múltiple de k) del polinomio / € A [X], si f se divide por (X —c)*, 
poro no se divide por (X —ey**!, La raíz de multiplicidad 1 se 
llama raiz simple (correspondientemente, para k = 2 y 3 se habla 
de raíz doble y triple). 

Asi pues, C€.4 es una raiz de multipliridad k del polinomio 
JEAIXi si. y sólo si, (X= (X —c)'g (X), donde m.c.d. 
(X --c, g(AM = 1. La última condición, en virtud de la fórmu- 
la J, se «xpresxa también con la desigualdad g (c) + 0. Luego, en vista 
«lel teorema í del $ 2 del cap. 5 observamos que der f = k + dez g, 
de donde k< deg f. Tiene lugar el importante 

TFOREMA 2. Sean Á, un anillo integro; f 40, un polinomio de 
AÍXl vo,..., e, sus raícesen A con las respectivas multiplicidades 
ki, ..., k,. Entonces, 


X= (X —e Y... (X —e0 rg (X, 
g(ME€4 [XL (0) 0, ¿=14,... r. 


En particular, el múmero de raices del polinomio f € A 1X], consi- 
derardas pinto con sus multiplicidades, nu supera el grado del polinomio 


ki+ki4...+%, < dog f. (3) 


DEMOSTRACION Hs suficiente pasar al campo do relaciones O (4) 
(si €s que el anillo A no era un campo desde el principio) y aprove- 
clharse de la univocidad de la descomposición en factores primos (en 
este caso, en X —c€,, ..., X —c;,) en el anillo OQ (4) [X] (resulta- 
dos de los $8 3 y 4 del cap. 5). Sin embargo, no hay ahora necesidad 
de un arma tan potente. Razonaremos directamente. 

Como dog f=—(f, +... +%k,) -+ deg g, entonces, la desi- 
gualdad (3) es consecuencia de la divisibilidad de f por (X —eyJ*1... 
o. .(X —e,)**r, que establecemos por inducción en r. Para r = 1 
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no hay nada que demostrar. Sea que ya sabemos que, 
FOO) =(X e Ye. .(X e Pe ha. 


Como tenemos que ec, —c, +0, ..., C,- 0 50 y Á es un 
anillo integro, entonces, el elemento c, no es raíz del polinomio 
(X —=0 4. .(X —=c, ¿Proa Pero, c es la raíz «dle multiplicidad 
k, del polinomio f, o sea, [(X) = (X -- cu (X). Por eso, h (c,) = 
= 0. Correspondientemente, h(X) = (X —c)'v(X), s< < ko. Teno- 
mos, 


(X —e ru(X)= 3 (X) = (X —e o... (Mo e ptr 
x (X — cp (X). 


Utilizando la ley de simplificación en el anillo íntegro A [X], le- 
gamos a la conclusión de que s = k,. A 

Sin la hipótesis de la integridad del “anillo A, el teorema 2 deja de 
ser cierto, como lo muestra el ejemplo del polinomio f(X) = X3 
sobre el anillo Zy: f(0) =f/ (2) =f (4) =f/ (6) = 0. La descom- 
posición de f en factores primos en Z¿[|X] tampoco es unívoca: 
fJ=xX*"=X(X —4) = (X — 2) (X8 + 2X + 4) = 

=(X --6)(X? -.-2X + 4). 

Del teorema 2 se deduce el 

COROLARIO. Dos polinomios f, g € A [X1 de grados< n, que adop- 
tan iguales valores al sustiluir n + 1 elementos distintos del anillo 
integro Á, son iguales: | = f. 

DEMOSTRACION. Hagamos kh =f —g, asi que degh< n. Por 
condición h(c,) ==... =h(c,+1) =0 para distintos pares de 
elementos Ci, ..., Cn+, € A, O sen, el polinomio A de grado < nr, 
tiene por lo menos n — 1 raíces. La contradicción obtonida con res- 
pecto a la desigualdad (3) se puede eliminar, solamente reconociendo 
que h = 0. A 

2. Funciones polinómicas. El corolario del teorema 2 permite 
resolver la cuestión antes tocada (véase el p. 1 del $ 2 del cap. 5) 
sobre la relación entre los puntos de vista teorética-funcional y alge- 
braico acerca de los polinomios. A cada polinomio [€ A [X'] se le 
pone en correspondencia la función 


+: a» f(a), Vat A. 


El conjunto de todas estas funciones constituye el anillo App de 
las funciones polinómicas (o racionales enteras), que son un subanillo 
en el anillo de las funciones A4 = [A —A4) con suma y multipli- 
cación corrientes (véanse el ejemplo 3 en el p. 1 del $ 4 del cap. 4, 
y el teorema 2, $ 2, cap. 5). De un modo totalmente análogo, se 
introducen las funciones polinómicas de varias variables indepen- 
dientes. 
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Como ya se observó antes, el polinomio distinta de cero X2 + X EF, |X| 
define una función nula En general, si f (XY = (X*+— X) g (X) es un polinomio 


sobro nn campo finito do y elementos, entonces, Fes una función nula, por cuanto 
av —3= 7 (ep! — 1) — (, para todos los x € Ep. Súlo en el caso en que dog | < 


< p—14, 01 polinomio f€ -p[X/] se dotermina por su función f. El polino- 
mio arbitrario f + Fp|A] puedo ser univocamente sustitudo por un doterminado 
polinomio reducida f* de prado < p — 1, tomando en calidad do f* el resto de 


A Pu "mo 
la división de / por Xr — X. Entonces, evidentemente, f = f*.| 
En el cazo de campos infinitos o de anillos íntegros, la situación es consi- 
derablemente más «sencilla. 


TEOREMA : Si 4 ex un anillo integro con un número infinito de 
elementos, entonces. la aplicación del anillo de los polinomios A [X'] en 
el anillo de las funciones polinómicas Apo, definida por la corres- 


pondencia f —[, es un isomorfisino. 
Hablando con propiedad, esto es una reformulación de corolario 
del teorema 2, por cuanto se habla solamente de confrontar al poli- 


nomio f + ( con la función no nula f, o sea, f (a) + 0, aunque más 
no sea, para un a € A. En realidad f no tiene más de r ceros en Á, 


sidegf=n. 

En base al teorema 3, el anillo de polinomios sobre el campo in- 
finito P se identifica con el anillo de las funciones polinómicas 
(designadas f (x) con la letra latina minúscula x), y queda sólo por 


resolver la cuestión de cómo por f (y de hecho, por algunos valores 
de polinomio / reconstruir en forma explícita el propio polinomio. 
La exacta formulación del problema de la «interpolación» se re- 
duce a lo siguiente. Sean dy, d, .. ., Bn, (respectivamente, Cp. €. -.. 
oo. End, RA- L clementos cualesquiera (respectivamente, distintos) 
del campo P. Se requiere hallar el polinomio f € P|X] de grado< n, 
tal que fic) = b,.¿ - 0,4, ..., rn. De acuerdo con el corolario del 
teoroma 2 la solución del problema, si es que existe, es única. Pero 
un polinomio f con las propiedades dadas siempre existe, como lo 
muestra la fórinula de interpolación de Lagrange 
n 
2% (A—co) --- (A—Ci1) (A—Cigr) -.. (X—Cn) 
HA) 2 by (e—Cp) ... ler —Cjo1) (Ci —Cj41) -.. (0; —Cn) 


(4) 


Por otra parte. la existencia y la unicidad de Ja solución se percibe 
inmediatamente del sistema linea) 


40 4- ajepa! + .. » =p Un = Do, 
ES A 
para los coclicientes 2y, . . ., 4, del polinomio buscado f. El deter- 


minante de este sistema, que es un determinante de Vandermonde, 
es distinto de cero, y las a, se encuentran por la regla de Crámer. La 
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comodidad de la fórmula (4) se debe a su sencillez y a la facilidad 
con que se la retiene en la memoria. Algunas ventajas tiene a vecos 
la fórmula de interpolación de Newton 


f(X) =u +4 (X —c) +... +Un(X Eco) (X -— €1) ... 
o X  C da 65) 


donde los coeficientes uy, Uy, . . ., Uy Se determinan por mediu de 
la sustitución sucesiva de los valores X =c0, X =C€, .... A =Cn. 
Las fórmulas de interpolación (4), (5), hallan utilización práctica en 


el cálculo y en la representación gráfica de la función q: R —R, 
dada por una tabla u obtenida en la práctica. Sabiendo, por algunos 
razonamientos indirectas, que la función q. se comporta lo suficien- 
temente bien en el intervalo 7 de la recta roal R. «e Lrata de repre- 
sentar a q en 7 por una función tan «lisas como la palinómica. Ade- 
más, en calidad de los llamados «nudos de interpolación» so utiliza 
una parte de los puntos Cy, Ci, + - -, Cn dentro del imtervalo 7, en 
los cuales (y sólo en ellos) se conocen los valores de q (c¡1 = dj. 
A la delicada cuestión de lu elección de los mulos de interpolación y 
a la elaboración de los métodos generales de aproximación de las 
funciones, se les han. dedicado secciones enteras de Jas matemáticas. 
Cabe anotar, que el uso de los procesos de interpolación jugó un 
gran papel en el desarrollo de la teoría de los números trascendenles 
(la definición de los números algebraicos y trascendentes, véase en 
el $ 2 del cap. 5), así que aquí convergen los intereses de la teoría 
de funciones, de la teoría de los números y del áblegbra. 
Observemos finalmente, que a cada fracción racional irreducible 
Fe € P (X) (véase el $ 4 dol cap. 5) y a cada ampliación K>P 
con un número infinito de elementos, se les confrunta la función 


racional He: Fig —>F con campo de definición F¿,,g,, vbtenida de 
P por soparación de un número finito de elomentos nulos del polino- 
mio g en f. Se puede demostrar, que para las condiciones dadas, la 


apli 1wión flg —f/g es hinnívoca. Esta afirmación no nos es neco- 
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saría, Ininitivamenle ella es clara. A pesar de esta correspondencia, 
hay que hacer mua diferenciación precisa entre las fracciones raciona- 
les y las funciones racionales. La función racional z => 1/x no está 
definida en el punto 2 —= 0, al mismo tiempo que la cuestión de la 
delerminación de la fracción racional 1/X en general no se plantea. 
3. Diferenciaciones del anillo de polinomios. El punto de vista 
funcional sobre los polinomios, hace natural la siguiente definición. 
Sen 
FAX) > ay XX" 0. + laa MX +4, 
un polinomio de grado n sobre el campo P, Se llama derivada de) 
mismo al polinomio 
FAX) =nRÓyX""* 4 (n—1d0)aX"?+4...+ 4Gp-1- (6) 


Si P -< 14 0s el campo do números reales, y fes una función poli- 
nómica vinenlada con f, entonces, la definición (6) de derivada 
coincide con la habitual definición de la misma como límite 


lím A mW. 
áAx-0 
En el caso de un campo P arbitrario, hablar de cualquier propiedad 
de continuidad do ta función polinómica no tiene sentido (¿qué es 
una sucesión convergente en Z,?) y es necesario partir de la defini- 
ción formal de (6). 
Tienen lugar las relaciones, bien conocidas en e] análisis mate- 


mitico 
(af + Pg =af' + Pg”, a, PEP, (7) 
(ey =P 8 +8. (8) 
La relación (7) se deduce directamente de (6) y de la definición 
de suma de polinomios. Utilizando (7) y la definición de producto de 
pomos, la comprobación de (8) se puede llevar al caso cuando 
j= Xx”, g=-xX': 
(XR+y =(k +!) Xxkrtt (kX*-1 ) Xx + XA (1x0) => 
= (X*y Xx! 4 Xx* (Xy. 
Sirve de generalización de (8) la fórmula fácilmente demostrable por 
mducción en k, 


h 
ie. y = 21 co Hrrfifira -.. Íh 


En particular, 


PY == par. (9) 
Las relaciones (7), (8), reescritas en términos de la aplicación 
== f— F (también se dice que ar es un operador de diferenciación) 
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sugieren la idea de introducir para su examen la aplicación D: K —= 
-» K, para el anillo arbitrario X', poscodora de Jas propiedades 
Du | 0)=LDut+ Dv, (77) 
£ (uu) =(Du) v + u Lv). (8') 
Tal género de aplicaciones del anillo K en sí mismo, llamadas diferen- 
ciaciones, son muy útiles para el estudio de K, y el conjunto de ellas 
Der (X) resulta un objeto muy interesante, que sirvo de introducción 
en un amplio dominio de las matemáticas (grupos y álgebras de Lie). 
Sirve de generalización de (8) la fórmula de Leibniz 
mn 
LD” (uv). » ( Ml au, (8”) 
h=i1 
obtenida por inducción en m > 1 (aplicación do L a (8”), el uso de 


(8') y la relación ( Na ) + ( . ) = (M7) dan (8”) para m — 41). 


En el caso de K = P [XI], de las relaciones (7), (8%), complemen- 
tadas por la regla 
D=ADf, AEP, 


se deduce inmediatamente, que 
DA) =f (Xx) DX. 

Do este modo, cualquier diferenciación del anillo de Jos polino- 
mios P [X] se determina dando un único polinomio ZX. Para: 
2DX = 1 obtenemos el habitual operador de diferenciación o 

4. Factores múltiples. El resultado de utilizar m veces conse- 
culivas la aplicación + a f (X) habitualmente se designa con el 
simbolo 1) (X), Es evidente, que 
F(XA) =9X"+0X"1+...-a,=> 

> (MX) = nlao, [9 Xx) =0.. 
Si P es un campo de característica nula, entonces, 
deg f' = deg f — 1. 
Sin embargo, para los campos de característica finita p esto ya ne: 
es así, por cuanto 
(X*Py an kpX*P-1 = 0. 


De cualquier modo, alguna utilidad de la considoración de la 
derivada se puede obtener también en el caso general. Dividiendo el 
polinomio arbitrario f € P[ÍX] por (X — ()?*. EF, FP, y escri- 
biendo luego el resto (lineal) en forma de (X — («12 + r, donde: 
s, TEP, llegamos a las relaciones [ =(X — ct (X -c0sr, 
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X —0(2+ (X —c) '] + s. Sustituyendo en ellas el valor 
c, obtenemos r =f (cd, s =f' (c), o sea, 


NY = 1X — PX) + (AX —0 8 (c) + f (o). 


Arribamos a lo siguicote afirmación. 

MTOREMA + Sean P, un campo arbitrario, y F" una ampliación 
cualquiera de este cumpo. El polinomio f € P1X] tiene rafz múltiple 
cE FE si, y solo si, f (0) =f' (e) =0. PP 

EJEMPLO 1. En cualquier campo de característica p, el polinomio XNM — 1 


tiene solamente: raíces simples, si n no se divide por p. Efectivamente, las raíces 
de la derivada nX”-1 no*pueden sor raíces de X* — 4, 


po 
X 


IA 


A continuación se supono que P cs un campo de característica 
nula y que sin limitación de generalidad se puede entender por P 
uno de Jos campos “¿, R OC, El polinomio irreducible unitario 
pP¿(XY en la descomposición 


EX =p (Xp AO pr tal "r, AER. (10) 


del polinomio f (X) € 2 [X] se llama (por analogía con la definición 
de raíz múltiple) factor de multiplicidad k, para f. Anteriormente, 
ya se dijo que obtener la descomposición (10) en la práctica es bastan- 
te dificil. Describamos brevemente el método basado en el concepto 
de derivada y que da la posibilidad de sabor, si f (X) contiene facto- 
res múltiples sobre el campo P dado (o sobre su ampliación). 

TEOREMA 5 Sea p (X) un factor irreducible de multiplicidad k 
del polinomio fEPÍXI(k> 1, deg p (X) => 1). Entonces, p(X) 
será un factor de multiplicidad (k — 1) de la derivada f' (X). En parti- 
cular. para k -= 1, f' no se divide por p (X'). 

DEMOSTRACION — Por condición f(X) = p (X)*g (X), dondo el 
m.c.d. (p (X), g (XN = 1, osea, g (X) no se divide por p (A). 
Empleando las reglas (8) y (9), hallamos 


PAXY =p (OM [y (X) g (O + p (0 e? (Ol. 


lis suficiente mostrar, que el polinomio encerrado entre corchetes 
no <e divido por p (X). Si costo no fuera así, entonces, el polinomio 
kp 1XO g (X) se dividiría por p (X), lo que sin embargo, es impo- 
sible (véanse los corolarios de los teoremas 3 y 4 del $ 3 dol cap. 5), 
por cuanto £ (X) no se divide por p (X), y dez kp' (X) < deg p (X).]] 
ls claro, que en el enrso de la demostración se usaron, esencial- 
mente, la irreducibilidad de p (X) y la condición char P =0. 
COROLARTO 1 Paura el polinomio f (X) con coeficientes en el campo 
P de caracteristica cero, las dos condiciones siguientes son equivalentes: 
(1 En alguna ampliación F >P del campo P, f tiene una raíz 
con multiplicidad de; 
(19 ¡(01 =0, 1<j<k—1, pero [(M (e) 0, 
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Para demostrarlo, hay que usar k veces el leorema 5, teniendo en 
cuenta el factor lineal p(A) = X —c y sustituyendo dosde un 
principio, en caso de necesidad, P por su ampliación F, contenedora 
de la raíz c. 

COROLARIO 2. Si el polinomio [JEP|XI| de grado» 1 tiene la 
descomposición (10), entonces, la descomposición del múárimo común 
divisor de f| y de su derivada f' será 


m.c.d. (7, Pf) = p, (Xp (Xy 0 pp (A (11) 


(el m.c.d. siempre puede ser considerado como polinomio unitario). 

Efectivamente, por el Leorema 5, cada uno do los divisores primos 
pi(X) del polinomio f(X)Y con la descomposición canónica (10), 
entra en la descomposición de f' (X) con el exponente k; — 1, o sea, 


FX) =p (DA, (A AY O, 


donde m,c.d, (u, pi) == 1, í<i:<=<5r (se supone que pr (X)” = 1). 


el punto 2, $ 3 del cap. 5), coucluimos que e] m.c.d. (f, f') se cal- 
cula por la fórmula (11). 

Utilizando la expresión (11) para el m.c.d. (/, /), obtenemos un 
medio para liberarnos de los factores múltiples que entran en la 
descomposición de f (X). Precisamente, el polinomio 


TC 


contiene los mismos divisores primos que f (X), pero con multipli- 
cidad unitaria, Es importante señalar que el palinomio g (X) se 
puede hallar desconociendo de hecho las descomposiciones para f 
y f', usando solamente el algoritmo de Euclides, 


EJEMPLO 2. El polinomio f(X)= X*? — 3X3 | 2X* 4 2X? — 3X y 1 
y su derivada f' (Y) =5X* — 12X3 -- 6X2 4- 4X — 3 tienen en calidad de 
m.c.d. el polinomio unitarjo X? — 312 + 3X — 1 = (X — 11. El polinomio 
elibre de cuadrados» g(X) = ¡(XM(X - 19 = X2 14 =(X —1)(X 4 4) 
tiene dos raices +1. De este modo, 1 (Y) = (X — 1) (X + 1) posee la raiz --1 
de multiplicidad 4 y la raíz simple —4. 


5. Fórmulas de Vietc. En relación con la teoría de los sistemas 
de ecuaciones lincales, ya tuvimos la oportunidad de hacer mención 
acerca de la influencia favorable que tuvo sobre su evolución el 
buen sistema de designaciones, que Hevó, en particular. + los deter- 
minantcs. Esto es mérito de los matemáticos del siglo XVIIT y de 
principios del XIX, Pero, mucho antes, cuando el ú¿lecbra aún se 
confundia con el «análisis de ecuaciones», los perfeccionamientos 
decisivos de las desiganciones algebraicas de F. Vielo y J4. Descar- 
tes tocó la teoría de los polinomios y de las ecuaciones algebraicas. 
De los tipos particulares de ecuaciones con cocficientos numéricos, 
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que escondian Jas leyes generales, fue dado un paso audaz a las 
ecuaciones con coeficientes literales. La nueva forma de escritura 
[frecuentemente genera nuevos resultados. Para Descartes esto con- 
cluyó en la revolucionaria aplicación del álgebra a Ja geometría. 
Nos detendrenios en el logro más modesto de su antecesor Viete, 

Supongamos. que el polinomio [€ P IX] unitario (con coefi- 
ciente mayor = 1) de grado s, tiene en el campo P, o en alguna 
ampliación del mismo, re Taíces C,, gq. . . -. Cu, OnLra Jas cuales, po- 
siblemente, las hay iguales. Entonces, en correspondencia con el 
teorema 2, es legrílima la descomposición 


FIX) = (X —c) (X —c,) ...(X —Cn). 
Escribamos 7 (X) en forma habitual, por potencias de X: 
/ (X) — XX" 2 PE ho... += TO FT... + An, 


para ello multipliquemos todos lus binomios X — ce, y simplifique- 


mos los términos semojantes. Entonces, para los coeficientes a,, .... 
o... 4, se oblicuen expresiones por medio de las raíces €,, . . .. Cp: 


Ay = —=(0, +27 ... Cn), 
A A y it: 2 
e, =(—i) A ¡a Ñ (12) 


dan =(—1)” 6,07 ... Cno 


Las fórmulas (12) se MNlaman fórmulas de Vilete. 

Si el polinomio f nu fuera unitario. o sea, si tuviera el coeficiente 
mayor %. € 1, entonces, las fórmulas análogas an (12), darían la 
expresión de la relación aj/ap. 

Las fórmulas de Viete, que establecen una relación implícita 
entre las raíces y los coeficientes de un polinomio arbitrario (unita- 
rio), son notables por el hecho de que sus segundos miembros no 
varían para cualesquiera permutaciones de las raicos €], . . ., Cp- 
listo nos du lugar a introducir el concepto de función simétrica, del 
mismo modo que, en relación con Jos determinantes resultó cómodo 
examinar las funciones antisimétricas generales. De acuerdo con la 
definición diula en el corolario del leorema 3” del punto 2 del $ 2 
del cap. 5, el clemento xr del grupo simétrico S, opera en la función 


fit, ..., 7,1 de n nreumentos de acuerdo a la regla 
(7) (Li 1 Un) = Í (Uraroo > + ++ Zak). 


La función 7 se llama simétrica, si af =f para todos los xn € S,. 
Sirven de ejemplos de funciones simétricas las llamadas funciones 
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simétricas elementales s;: 


Sr (2), pu La) = Y Vi Via e Y 


AS ld 
1x3tp:.1qg<.. ¿ <ip En 


Ellas permiten reescribir las fórmulas (12) en la forma 
dan = (—1)81 l[C1, ..-, Cn), k=1,2.. .n, (12) 


así que con exactitud hasta el signo, el coeficiente a, del polinomio 
f es valor de la función s, en el conjunto de las raices del polinomio 
f. Prestemos atención al hecho de que, por definición, a, € P, aun- 
que las raíces €,, . . ., Cn, hablando en general, están en alguna 
ampliación F' > P. La cuestión de la existencia de ff no se toca por 
ahora. Pero, a veces, la descomposición de un polinomio en faclores 
lineales es consecuencia directa de las propiedades del campo P. 


EJEMPLO. Consideremos cel polinomio XP-1— 4 sobre el campo finito 7. 
a Pe ¿ p 
Sabemos que 9-1 — 1 para todos los x € Ff, O sea. todos los elementos no nulos 
son raíces del polinomio XP-! — 4. Por consiguiente. ticne lugar la desconpogi- 


ción 

¿Pl —1]=(X=1)(X 2)... (X — (y — 1. (14) 
Se supone que nos hemos familiwrizado con el campo Fp en tal grudo que distin- 
fuimos sin dificultad la naturaleza dual de los números 41, 2, .... p — 1 


como olementos ordinarios de '? y como clementos del campo FP, = Z/pZ (repre- 
sentauntes de las clases de restos (ij). De (7), (6) y (8) obtenemos 


Sh (1,2, .... p—=1)=0(mod p), kme4d, 2... p—2, 
8p-1 (1, 2, .. .. p— 1) um —1 (mod p). 


La última relación, escrita de nuevo en la forma 
(p — 1) +10 (mod y) (15) 


y conocida como tal hajo cl nombre de teorema de Vilson, expresa el realmente 
necesario y suficiente criterio de simplicidad de un númoro ontero p. Efecti- 
vamente, acabamos de demostrar el cumplimiento de (15) para Jas p primos. 
Por otro lado, p = pipa=> (p — MM = pit (p — Mi -1- 1 =e 0 (mod py) => 
> (p—1) + 4 se Y (mod p). 


EJERCICIOS 


1. ¿Será integro el anillo de las Munciones polinómicas sohre el campo de 
p elementos? 

2. Sean P un campo infinito. y 7, un polinomio no nulo de P (Xy. ..., X,). 
Basándose on el teorema 3 y utilizando la inducción en », demostrar la existen- 
cia de Gr, ..., 6 E £, para loz cuales f (a4, ..., €.) 0. Esto da el isormor- 
SO A [Xa, .. .. Xp) con un anillo de funciones polinómicas de n variables 
sobre P. 

3. El polinomio no nulo 7 € Z,1X¡. ..., Xp] de grado -< y en cada varia- 
ble posee la propiedad formiladá en el ejercicio 2: + (05, .... 9,) 0 para 
los cuales 4,, ..., 4, € Zp. Mostrar que cualquier polinomio FE ZnIXp, .. 
- «., Xp) puede ser oscrito en la forma 


., 


f(X, , Xpja Y) gi (X,, XP AUX, , Xn), 
1=1 
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(ii) Sea f (Xy, -... An) una forma (polinomio homugéneo) de grado m. 
Convencerse de la Jegitimidad de la identidad de Euler 


n 

ol | | 
y XX + Mm. 
a | 


A la inversa, si char P =0, entonces, la identidad de Fuler se satisfoce sola- 
mente por las formas de grudo m=1,2,3,... 

10. Mostrar, que la ausencia de factores lineales en «) polinomio Xn <P 
+ Ati .,., +a,€Z3[X) es equivalente al cumplimicuto de la condi- 
ción a, (1 + 2a¡) 0. Para n < 3 los polinomios isreducibles sobre Z¿ 88 
agotan con los siguientes: X, X +4, X349 X +34, AMEX At x+ 
+ X? -5- 4. Acotar todos Jos polinomios irreducibles sobre Z,¿ para n= 4y5 
(ellos serán, respectivamente, 3 y 6). 

11. A partir de la congruencia 


X6— X2L4= XxX? (X + 1) (X?* + X -]- 1) (mod 2) 


establecer la irreductibilidad del polinomio X5-— X3-/ 4 sobre (2. (Endica- 
ción. Utilizar el corolariv del lema de Gauss (3. del cap. 5) ejercicio anterior, 
y lumbién fundarse en la factorizabilidad del anillo Z¿1X].> 

Análogamente, demostrar la irredwctibilidad del polinomio X$— X — 1 
sobre (1, pasando a la congruencia por mod 3. 


$ 2, POLINOMIOS SIMEÉTRICOS 


1. Anillo de los polinomios simétricos. Siguiendo la defini- 
ción de funciones simétricas, dada al final del parágrafo anterior, 
introducimos un concepto análogo en el anillo A |X,, ..., Xn] de 
los polinomios sobre el anillo íntegro A. El teorema Y del $ 1, ex- 
tendido a los polinomios y funciones de muchas variables, parece 
hacer superfluo este traslado. Pero, hay que considerar, que en esto 
teorema el anillo integro A de los coeficientes es infnito, mientras 
que nosotros queremos tener una estructura universal. 

Y bien, recurriendo «de nuevo al corolario del teorema 3 del 
punto 2,$ 2 del cap. 6, ponemos en correspondencia! con; cada 


permutación 11€ S, el automorfismo an: AX... XxX )-> 
>Al[X,, ..., Xp), que traslada el polinomio arbitrario f€ 
EAÍX, ..., X,] en el polinomio af: 
(uf) (AX, e...) Xn) q f (Lira . . 3 Xn-1(m)- 

El polinomio f se Jlama simétrico, si nf = f para todos a € S,,. 
Al igual que para las funciones, se introducen Jos polinomios simú- 
tricos elementales 8): 
$1 (Xy, e.) An)= pS) AyAXAña Xi 

ETT EA ip En 
Hablando en rigor, hubiese correspondido examinar el polinomio 
Y) = (Y —X) (Y —= Xy)... (Y — Xp) = 
= Y" —8 Ps sYit4...—(— ts, (2) 
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sobre A [X,. ..., Xp] de la nueva variable Y, y observar, que 8, 
es un poliuomio simétrico, por cuanto el primer miembro de la 
identidad (2) no dd para cualesquiera permutaciones de los facto- 
res lineales Y - Aj. ..., Y — Xp. 

Prestemosz atención a la circunstancia de que, Juego de sustituir 
Xp por cero en ambos miembros de la identidad (2), obtendremos 


XD May Y =Y" (6D) Yr+... 


co (DP (S.1)o Y 


donde (sy), es el resultado de la sustitución X, = 0 en $,. Simplili- 
cando ambos iiembros por Y (en base a) teorema 3, $ 4 del cap. 5 
aplicado a AIX,, -.., X,, Y)), llegamos a la identidad 


1 A A, A E 
IS TO A E al AA OS 


Comparando (2) con (3), llegamos «u la conclusión, de que (8). ,.-- 

. (S,-1)4, son polinomios simétricos elementales de las n—AÁA varia- 
bles ME NS 

Como, además, y es un automorfismo del anillo A [X,, ..., X,), 
entonces, cualesquiera combinaciones lineales de polinomios simó- 
tricos y de sus productos, de nuevo serán polinomios simétricos. 
Esto significa, que el conjunto de todos los polinomios simétricos 
forma un anillo, que es subanillo del anillo A (Xi, .... Xn]. Nuestra 
tarea inmediata, es comprender la conformación de este subanillo. 

2. Teorema fundamental de los polinomios simétricos. Resulta, 
que el método más general de obtención de polinomios simétricos, 
es el siguiente. Hay que tomar un polinomio arbitrario g€ 
EAIY .. ... Ya) y sustituir Y, ..., Yp por 81, .-.. $n, F8s- 
pectivamente. Como resultado, se obtiene el polinomio 


O A OC A A O A 


que es, por supuesto, simétrico, 

Observamos también. que el monomio Y+, ..., Yi”, que forma 
parte de g, al sustituir Y, =8Sr (Xy, ..., Xp) pasa a ser un polino- 
mio homogéneo de Xy. ..., X, de grado ¿3 2 +... + Ria, 


por cuanto des s, — k. 

La soma (4 +=... + hi, se Jlama habitualmente peso 
del monomio Y... Yin. Es natural considerar como peso del po- 
linomio gAY y. --., Y,) al máximo de los pesos de Jos monomios 


que entra en £. 

La afirmación fundamental acerca de los polinomios simétricos 
la expresa el 

TLOREMA 1. Sea JEAIX,, .... Mn], un polinomio simétrico 
de grido total m sobre el anillo íntegro A. Entonces, existe, y además es 
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único, un polinomio g E AÍY,, ..., Y p] de peso m para el cual 


Xi... Xan) =8(8,, .. -, 8,). 


La demostración se compondrá de dos partos. 

1. DEMOSTRACION DB LA PXISTENCIA DEL POLINOMIO f£. Utilizamos 
la inducción para dos parámetros n y m (véase el $ E del cap. 1). 
Para n = 1, el teorema es evidente, por cuanto s, = X, y f(X,) = 
= f, (8,). Suponiendo que la afirmación sobre la existencia de g 
ha sido demostrada para Jos polinomios de <¿ n -— 1 variablos, ra- 
zonaremos, on caso de n variables, por inducción para m = deg f. 
Como para m = 0 no huy nada que demostrar, entonces, suponemos 
m > 0 y consideramos establecida la existencia de £ para cualquier 
polinomio de prado < m. 

Sea ahora Ff(X,, .. ., X,) el polinomio simétrico dado de grado 
m. Haciendo X, = U tendremos, por presupuesto de la inducción 


f(X,, e... XAn-11 0) = Er ((S)o. - - -+ (8n-1)0), 


donde g, es algún polinomio de A TY, ..., y, de peso < m (el 
grado de f, con la sustitución X, = 0 puede mermar), y (5d, a 
«. . ., (Sn.1)p son polinomios simétricos elementales de Xy, ... 
A, LO AS (3)). Además, evidentemente, deg £, (81, -.. 
1 8.) <m. De este modo, el pojinomio 


Íf, (Az, eN Xn) a Í (Az, AUTAS Xn) Ey (Sr, . ..» Sn-1) (4) 


tiene un grado total en X,, ..., X, ho mayor que m y (como dife- 
rencia de dos polinomios simétricos) es simétrico. Además, 
filXA. .. E An-1: 0) =0, de donde se deduce, que X, divide a 


f.:f = XP. Pero en virtud de la simelría de f/f, = 1f, = 
= Az) (uf), V1 ES, o sea, f, contiene on calidad de faclores 
o Agr... An, y, en consecuencia, y e] producto de Jos mismos 

As = XA jA2...X,. Así pues, 
Í, (Xy, LE An) e Sn fa (X,. a! A), (5) 


donde f, es de nuevo un polinomio simétrico, esta vez de grado 
deg f, = deg f, —n<m— mn. Por presupuesto de la inducción, 
existe un polinomio g,(Y y, ..., Y,) de peso Km —M, para el 
cual folXi. -... Xa) =£o0 (81, - . -, Sp). Teniendo cn cuenta (4) y 
(9). para f obtenemos la expresión 
f(X,, 00 Xn) * ds El (Si, iO 9 8n-1) + $r£x ($1. 10 e Sa) 

y la existencia del polinomio g -= £, (Yu, ..- Yan) Ya. A 

-, Yn) do peso < m, queda determinada. Como degf — m, 
entonces, el peso del polinomio g no puede ser menor que in y, por 
Jo tanto, es exactamente igual u mm, 

11. DEMONSTRAGIÓN DE LA UNICIDAD. Si existieran dos polinomios 
£1) £p2 distintos entre sí, con Ja condición f == 2, (%,, .... 8,1 = 
= Br(Si. - . ., $), entonces, tendríamos el polinomio g(Y,, ... 
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Lc. Pr) g1--£2 0, para el quo g(81, ..., 8) =0. En 
otras palabras, $. ..., 8, resultariían algebraicamente dependien- 
tes sobre 4, en el sentido de la definición del punto 2, $ 2, del cap. 5. 
Mostremos (otra vez por inducción en »), que esto no es así. Efecti- 
vamente, razonando a la inversa, elijamos un polinomio g (Y,. ... 

, Y, ) de grado mínimo, que se reduce a cero con la suslitución 
Y, =3,. Considerando «u« g como un polinomív en Y, sobre 
AY. ... Y, 1), lo escribimos en da forma 


g (Y, o. o.a Y,,) Eo Ys, ..»; Y 1) Ts.» 
Hem (Y. Fa) YA, k= degr g£. 
Si Zo 0, entonces. y = Y ,h. donde REAILY,, ..., YnJ. Por 


enposición s, dels, ... 5, y) = U, y como el anillo A(X,, .... Xy) 
es íntegro (teorema 1”, $ 2 del cap. 5), entonces, de aquí se deduco 
la igualdad R(s,. ..., 8,) =0. Esto. sin embargo, es imposible, 


por cuanto degk(Y,, ..., Y) =degg (Y. .... Yn) —1. Por lo 
tanto, £), 3440. Examinando ahora la identidad 


A O A A O A CA A 
en A[ÍX,, .... Xp], sustituyamos Y, por 0. Entonces, todos los 
términos. excepto el primero, se reducirán a cero, y obtendremos 


Ev ((S,)o0, ...3 (s,,-1)0) == O, 


dunde (Su, - -, (S»-1)9 Son polinomios simétricos elementales en 
las variables Xy, -.., Xp1 (véase (3)). llos, pur presupuesto de 
la inducción, son algebraicamente independientes sobre 4. Al 
mismo liempo, tenemos £. 3 0. La contradicción obtenida concluye 
la demostración do unicidad, y, junto con ella, la+ de todo el teo- 
rema 1. 

Notemos, que la demostración de la primer parte dol teorema fue 
constructiva, y ella puede ser utilizada para Ja búsqueda practica 
del polinomio y. Además, de los razonamientos se deduce, que Jos 
coeficientes del polinomio buscado g£ se encuentran en un subanillo 
del anillo 4, ensendrado por los cocficientes de polinomio f dado. 
En particular, para A = £ los coeficientes de los polinomios f y g 
serán números enteros, 

coronario. Sea [f(X) =X"+a¡/X"*">2+>...p ¡X FAQ 
un polinomio unitario de grado n en una variable X sobre el cam po P, 
que tiene n raíces (y. ..., e, en algún campo mayor E > P, Sea, 
luego, R(X,, .... X,) un polinomio simétrico cuulquiera de 
PlXi ..., X,l Entonces, su valor h(c,, ..., Cr), obtenido al 
sustituir X¡ por Ci, ¿= 1, ..., n, pertenecerá al campo P. 

DEMOSTRACION. —De hecho, por el teorema fundamental sobre los 
polinomios simétricos, existe un ¡polinomio g(Y,, .... Y) € 
EPYY ,,..., Ya) tal,quer (Xi... An) =E8 (8, [Az ..-, Xn).- 
e. 8BrlXi .... Xp). Por eso, hide, .. ., Ca) =8 (8, (01, .-- 
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voca Ende os Bn Ops +... Cod). y puesto que, «de acuerdo con 
las formulas de Viote (12) $ 4, 8x(0j. ..., en) -= (--1YPa, EP, 
entonces, también g (—4,, ..., (—1)Ye,) EP. B 

3. Método de los coeficientes indeterminados. Vxisten varias 
demostraciones distintas del teorema fundamental sobre los poli- 
nomios simétricos, y, respectivamente, distintos métodos de expre- 
sión del polinomio f dado, por medio de polinomios simétricos ele- 
mentales, A fin de describir uno de Jos métodos más usados, intro- 
duzcamos un nuevo lipo de polinomio simétrico. Para precisión 
tomaremos en calidad de A el anillo o el campo R. Sea o <= Ni! ... 
e. . Xin algún monomio. Convengamos en llamar a y monomio mo- 
nótono, si ¿> l4>...1»1L,. Designemos con £ (1) la suma de 
todos los distintos monomios de la familia de «! monomios del 
tipo nv, 1ES,. Expresándolo de otro moilo, 

Sin= » ae, 
1ESn /11 

donde la condición 1 € S, MH significa que a recorre el conjunto de 
los representantes de las clases adjuntas a la 3zquierda de nHf de 
grupo S, por el subgrupo /7 -- (TES, | te — y) (corresponde re- 
alizar la sencill.. :omprobación de que el subconjunto /f, detorminado 
de este modo, rerlmenle es un subgrupo). Pur ejemplo, 
PrNys o Xp) SAR) + MURGA. A, k>0, (6) 
es Ja llamada suma de potencias. Aquí, evidentemente, 1f = Sp; 
Luego, S(X]X2..-.-Xp2) : 8: [Xy .-.. A.) (icon qué coincide 
aquí FP?), Es claro, que $ (1) es un polinomio simétrico homogéneo 
de un mismo grado total que ». Como $ (1) — Nam), Vo ES,, 
entonces, es natural considerar solumnente Jos sumas $ (1) con mono- 
mios monótonos ». Por ol sontido, os claro lambión que cualquier 
polinomio simétrico f sobre A, os una combinación Jineal, con coefi- 
cientes de A, de polinomios del tipo $ (o): 


=> y ay (1). 


Hahitualmente, esta escritura se obtiene inmediatamente («a ojo»). 
De este modo, la tarea se reduce a la expresión de £ (1 por medio de 
polinomios simétricos elementales. 

Convengamos en disponer Jos monomios en S (mm en forma lexico- 
gráfico (por el principio de ordenación de Jos diccionarios), o sea, 
de tal manera, que el monomio e = XX... Nin anterede al 
monomio (o, es mayor que el monomio)w — XX2... Xón (>>) 
exactamente entonces, cuando la sucesión d; -- 11, la — Jo... 
o... E, —]j. tiene la forma 0, ...,0,£, ..., donde 1>0U (a la 
derecha de £ pueden haber diferencias negativas ¿,  j). Natural- 
mente, el principio lexicográfico de ordonamiento de loz términos se 
puede aplicar no sólo con respecto a $ (v), sino que a cuuiquier poli- 
nomio [EA ÍX,, ..., X,!. En el sentido lexicográfico, el término 
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superior (o primero) de la suma $ (v) con monomio monótono y, será 
Para el monomio "monótono v= XX... Xin tenemos dere- 
cho a considerar el producto 


go=8 licitar, alain, a 28 Xp 0 Xd 00) 
en el cual el Lérmino ra: resullará una vez más 
= Xi1-is (Ay Agos .... (AX; .. . »> Xy Jn-7in (AX, e... . X, Jn 


(a fin de obtener el término superior en el producto, hay que Lomar 
el término superior en cada uno de los fuctores). De aquí se deduce, 
que cl término superior de la diferencia S (0) — g,, será menor que 
v. En consecuencia, 


S (0) — 8p = Di Ryo (6), 


donde 2 EZ, y la suma se roaliza por el conjunto de los monomios 
monótonos il -<7 e. Las potencias Llolales de v y de todas las w coin- 
ciden. 

Ahora se diseña el método siguiente de expresión de $ (1) por 
medio de pulinomios simétricos elementales. Sea dog y «== m. Se 
toman todas las particiones «nmonótonas» 


A O A E 


del número entero nm, tales, que w— XiXh... Xih<u. Se 
examina el conjunto 47, de la totalidad de tales monomios w. Para 
Cada w E Af, se conforma el monomio gy (véase (1)). Ya sabemos, que 


S(t)=8n + 2 bic 5 
(0) Bn +2] Muro (S) 


donde », son ciertos números enteros. Los cocficientes indetermi- 
aados rn (y de alí el nombre: método de los cueficientes indeterminados) 
se encuentran sustituyendo sucesivamonte Xy, ..., An en (S) por 
algunos números enteros, habitunimente, ceros y unidades. Los 
valoros de £,, Zo y Y (ed son dados, y para ny se obtiene, notoria- 
mente, mn sistema común de ecuaciones linealex. 


EJEMPLO. y :X4,S(00)=p1(X y... Ad) 22233, Ep = sí, 
My | XfX, XXX, 
Eo $18, 83 s 

Jon este caso, Ja ecuación (8) tiene Ja forma 
Pa = si i as18) +l- hey. 


Si X= Y¿=1t, X, =6 para ¿> 2, entoncos, p= 2, $ =2, 8 
S3=0. Y, si Ay += Xy= X3=1, X¿=0 para ¿ > 3, entonces, py 


ln 
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= 3, Sa >= 3, s = 1. Del sistema obtenido 
272" 4-241+7—0640, 
9=38Ña-3-3 d-1, 
hallamos a = —3, b= 3, 0 sea, Pa = si — 38182 -- 383. 


Para la expresión de las sumas de polencias pr (Xi, -... Xp) en 
forma de polinomios en $;,, $, ..., Sy se tiren formulas más có- 
modas, llamadas fórmulas de Newton: 


Pu — Pu-r31 + Priorato +... — (pr PiBra l AY Rs, =0 


para 1Í<k<R; 0) 
Pn — Pr-181 =P Pnr->eS. + c.. + (—1)"7! 

Pron+iBna + (Pin 8) 0 (10) 
para k >> mn. 


A fin de demostrarlas, utilicemos Jas evidentes relaciones 
XP XP UH. YH (— 1) ls, X, + (--1)%s, -=0, 


que se obtienen ai sustituir Y = X, en (3). Multiplicando cada una 
de estas relaciones por Xx" (kk >n): 


Xi—s Xi" e y (— Lys NA A 1 =- 0 


y efectuando luego la suma por ¿de 1 a », obtenemos no sólo la 

lórinula (10), sino que también Ja fórmula (Y) para = 

= Hn (po. = X; too. .pXn >= nm Examinemos, luego, el poli- 

nomio homogéneo simétrico e n degradok < nm (U-- 00, si ff, = 
= 0): 


fr. ASA e... .) Xa) = Ph — Pr-1$1 4- o 
.. . ( pr PiSn-1 2). ..- |- ( 1) KS 4. 


Utilizando la inducción en r = nm —k, demostromos que f, . €s 
idénticamente igual a cero. Para r = 0, este hecho se acaba de esta- 
blecer. Haciendo X, = 0 y observando que los así obtenidos poli- 
nomios simétricos (5d. (pod coinciden con Jos polinomios 8, y pi, 
determinados para las n»n --- 1 variables X,. ..., Y,_, ivéanse (3) 
y (6), llegamos a Ja igualdad 


fun (As, . . .9 Xn-1 0) mm 
= (Prdo = (Pru-do (da +... + (—1)"-" (Pin 1S:- do + 
0 ( 1) k (Sr)o E Ía. n-1 A . o. -4 An -1) pe O, 


pues, n—1--k=rz—m1A<r, y os aplicable el presupuesto de la 
inducción. 

La relación fan (Agr -- 1 An-11 0) = Ó muestra que el poli- 
nomio fp n se divide por Xan: fun = Anfi- Utilizando la simetría 
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de f . (véase el correspondiente razonamiento en la demostración 
de da primera parte del leorema 1). obtenemos 


Fon (Xy, o. . Xp.) = $, (X, . . «3 Xx) e (As, de 


lo que es posible, sin embargo, sólocuando g — 0, por cuanto des 8,- 
= BM Ydeg?f., == k<mam. Y bien, f4.. = 0. y la demostración de 
Ja fórmula (0) ha concluido. 

4, Discriminante de un polinomio. En el anillo PIX,,..., X,l, 
examinemos el polinomio 

Ap= |]  (X,—X)p, 
1sicign 
el gue, evidentemente, se puede presentar en forma de determinante 
de Vandermonle 
1 1 1 


Xx) Az An 


dy = (11) 


Dd Ay? e E es 

Como el determinante es una función antisimétrica de sus columnas, 
entonces, 1 (A,) = esA, es el signo de permutación q € S,. Pero, 
en tal caso, Aj es nn polinomio simétrico y, por cl teorema fundamen- 
ta), él puede ser expresado eu forma de un polinomio en funciones 
simétricas elementales 


M=)|¡(X,—X,)?=Dis(8,. -... 8,). 


El palinomio Dis en sj(X., .... Xu... 8 (A, -... Xn) se 
lloma discriminante de la familia Xi. .... Xp. Sus coeficientes, 
evidentemente. perienecon a ¿. Al sustituir X, por 1, € F, i= 
1.2, .., 1 (F es aleuna ampliación del campo P), se puede ha- 
blar del discriminante de una familia «de culesquiera n elementos 
de) campo F. Si no todos los 7,. ..., 2, E £ son distintos, entonces, 
el discriminante de esta familia se reduce a cero, por cuanto, por lo 
menos mw de los factores 2; — xa será igual a cero. La propiedad 
del Dis de soparar este caso explica el propio término discriminante. 

Un mélodo cómodo de obtención del discriminante se basa en Ja 
interpretación de A como el producto del determinante (11) por el 
determinante Irauspnuesto: A2 = ALA, (recordemos, que det !A = 
= det A, para cualquier matriz cuadrada A). 

Operando de acuerdo con la regla de multiplicación de matricos, 
inmediatamente hallamos 


rn Pi Pz ---  Pn-1 
Pi Pz  P3 <<. Pn 
Dis (S,, ...» 5,)= Pa Pa P, CES Pr-i (12) 


Pn-1 Pn Pn+s -*-*  P2n-2 
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e 


donde pa son lag sumas de potencias (6) conocidas por nosotros. 
Calculando p, por las fórmulas recurrentes (9) y 110), llegamos a la 
expresión explícita de Dis(s,, .... Sp). En particular, p, =$, 
Pa = si — 253, así que 
2 8 
1 
3, si — ls, 
Sea nos dado ahora el polinomio unitario 
f(X) =X"+a0X"14...+0.1A == 0, €P IX), 


que tiene en P, o en alguna ampliación del mismo 7, n raíces €), . . - 

., Cn- Como sabemos de Jas fórmulas de Viete, a, = (—11s, x 
Cia Cade 

DEFINICION. —Ei discriminante de la familia de ralcos Cj, .. ., Cp 
del polinomio f, o lo que es equivalente, el valor del discriminante 
Dis (81, .- ., 8), obtenido al sustituir sí por (—1)%a2z, se llama 
discriminante del polinomio f y se designa con el símbolo D (f). se 
llama también discriminante de la ecuación algebraica 


fl) =*+ari?i+...4+ par + 4, := 0, (14) 


Es claro, que D (f) € PP (recordemos, en relación con esto, el coro- 
lario del teorema 1). Como se ve de Ja definición de discriminante, 
es también legftima la 

PROPOSICION. D(f) =Usti, y sólo si, la ecuación (14) tiene raíces 
múltiples (por lo menos una raíz de multiplicidad k >> 1).]P 

Teniendo en cuenta el corolario 2 del teorema 5 del $ 1, tenemos 
ahora dos métodos, que no requieren salir fuera de los límites del 
campo fundamental P, para resolver si tiene o no ol polinomio : f€ 
€ P[X) raíces múltiples. Pero, la importancia del discriminante 
no se reduce sólo a esto. Digamos, ln fórmula (13). aplicada al tri- 
nomio cuadrado f (7) = X”? -- aX — b con coelicientos reales a, b, 
da D (f) = a? -. 4b, expresión conocida del álgebra clemental. En 
particular, del signo del D (f) depende el que las raíces de la ecuación 
a4+ar+b=0 sean reales o complejas conjuradas, 


Dis(Si, ..., S2)= =S1-- 482. (13) 


En calidad de ejemplo caleslermos también el diseriminante de la Mamada 
ecuación cúbica incompleta 


[H:=rt—ar+id<0 (15) 
En el caso dado s, = 0 y el cálculo de p, por las fórmulas recurrentes da p, = 
= 21, =0, p, = Si — 25. = —2a, Pg = si — 38182 + 3893 = —3Bb, p, = $ — 
— Asis + 48185 + 284 = 2a?. Por lo tanto, por la fórmula (12) tenemos 
3 uv  —la 
D(A= 0. —2e —3b |= —408—2714*. (16) 
—2%a —3b 2a? 


La expresión de D (f) adquiere un aspecto más complejo (en comparación con (16)) 
en el caso de la ecuación cúbica completa +3 + «jad -p- 4,3 -j- ag = 0, sin 
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e 


embargo. uno puede liberarse de su examen, tal vomo lo muestra el siguiento 
razonamiento general. 


u ] a 
Pasemos del argumento xa y =+>- SK . Sustituyendo += y — rá en la 
ecuación (14), y usando la fórmula binomial. hallamos, que 
] a E 
“(u)=- j (y e ) = y" ay"?-.. ..=(00), (17) 
o sea. en la nueva ccnución el coefcionte de yB-1 es igual a cero. Conociendo 
. 7 na y . . e d 
la roiz y, de la ecuación (17), hallamos fácilmente también la raíz xy = yo — pa 


n 
de la ecuación eviginal (14). Por eso, sin limilación de generalidad so puede 
considorar que ay = 4. 

Si so intenta hallar uva fórmula general para la resolución de la ecuación 
(15) (lo que lograron los malemáticos medievales Escipión del Ferro, Cardan 
y otros), entonces, obligatoriamente, el discriminante (16) entrará en juego 
(véanse las fárnmmulas (2), $ 2 del cap. 1). 


5. Resultante. La propiedad fundamental de D(f), formulada 
en Ja proposición del punto anterior, lambién se interpreta como 
criterio de existencia de raíces comunes (a de multiplicadores comn- 
nes) en el polinomio f y su derivada f'. En la base de este criterio se 
encuentra, al fin de cuentas, el algoritmo de Euclides. Esto da moti- 
vo para suponer, que se tiene un criterio análogo que permite, en 
base a los coeficientes de dos polinomios cualesquiera f, g EP [X'I, 
resolver inmediatamente la cuestión de si tienen o no estos polino- 
mios multiplicadores comunes. Y bien, scan 


FIX) = 04" Y QPP q O X + Up, 
EIN) =b,X "4 XML mL + bm 


dos polinomios con cocficientes en el campo P. Aquí n > 0, m > 0, 
pero no se excluye la posibilidad de que a, =0 o bien b, = 0. 

DEFINICION. Se llama resultante Res (f. g) de los polinomios f y 
g, el polinomio homogéneo (función polinómica homogénea) de sus 
coeficientes (de grado m con respecto a fp, . . ., Gn, y de grado n 
con respecto a dy, .. .. bp) del tipo 


lo Uy . . . Ga 
a Gr. ñ . Q 
o fm filas 
] Go a; . E Ñ Un 
Ros (f, g)= be A 
e n filas 


Paid 6 0% 


Esta definición de resultante contiene cierta afirmación acerca 
de los grados do ella como polinomio. Pero esta afirmación se deriva 
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inmediatamente de las propiedades de Jos delerminantes: si se sus- 
tituye en las primeras m. filas a; por ta¿, entonces, Res (1f, g) = 
= (" Res (f, g), después de lo cual queda par referirse al ejercicio 3 
del $ 2 del cap. 5. 

Deduzcamos ahora las principales propiedades de la resultante. 

Res 1. Ros (f, £) = 0 sí, y sólo si, dy = 0 -- by usif yg tienen 
multiplicadores comunes en P [X] de grado 7>0. 

Convencémonos al principio de que la condición «ay = 0 == bp, 
o que f y £g tienen multiplicadores comunes en P [X] de grado >> O» 
se cumple sj, y sólosi, oxisten los polinomios f,, £, no iguales a coro 
al anismo tiempo para los cuales, 


fir 1fg8=0, degf, <nñn, dez g, <m. (18) 
Efectivamente, sea kh —m.c.d. (f. £). deghA7>0. Entonces, 
f=hHf,.E€= —hg, y. en consecuencia, 74, + Ef == 0. Además, 


deg f, < n, deg g£, < m, así que tiene lugar (18). Para a, = Ó = by 
podemos hacer f/f, == f, 81 == —g- 

A la inversa, suponiendo con el cumplimiento de (18), que m.c.d. 
(f, gl = 1, en virtud de la factorizabilidad de 2 1X) (véase el $ 3- 
del cap. 5) llegamos a la implicación fg, = —-2/ => 1h, 818 
Así que, degf < n, des g < m, de donde «y = 0 = b.. 

Demostremos ahora da equivalencia de las condiciones (18) y 
Res (f, £) = 0. Faciendo 


f, =0X "AX M9... + Cn 
£1 = doX in” —- O, - ... — Amia 
y calculando, por las reglas formales los coeficientes del polinomio 
18, + f,g de grado < »n 4 m— 1, escribimos la condición (18) en 
forma de un sistema cuadrado homogéneo de ecuaciones Jincales 
con (n + m) incógnitas A, Qe... mois Cos Cro + +3 Cama! 
alo + ». «+ boto = 0, | 
ado F0d,+...+ b100 + doc, = (, (19) 
Asilo + ad, + Apdo is — baCo + b,c, -— Dota SA 


El determinante de la matriz del sistema (19) (más exactamente, el 
determinante de la matriz transpuesta) precisamente coincide con 
Res (f, £). Por consiguiente, el sistema (19) liene solución no nula 
exactamente entonces, cuando Res (f, g) =- 0, y cualquier solución 
no nula lleva al par de polinomios f,, gy, que cumplen la condición 
(18). Y 

Res 2. Sea que los polinomios f y g se desagregan totalmente en 
multiplicadores lineales en P [X1: 


J(X) =0(X 0)... (X —%,a), 
g (X) sl bo (X — B,) ... (A — Bn). 
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Entonces 


Res (2, g)=03 1] 2(2,)=(—101”"03 1] £(8)=0303 [] (2, —B,. 


DEMOSTRAGIUN Ts claro, que las fórmulas aquí indicadas, si son 
correctas, deberán tener carácter universal, independiente de lox 
tipos particulares de polinomios f, g. Esta sencilla «filosofías, en 
cuya naturaleza no queremos aquí entrar, nos permite Jimitarnos a 
la consideración del ecaso general» cuando, digamos, todos g (a;), ... 

, 8 (Ap) y todos f (Br), .. -, F (Bn) son distintos de dos en dos. 

Luego, como [les (8, n= (—1)"" Ros (f, g) (véase la defini- 
ción), entonces, es suficiente convencerse de la voracidad de la rela- 
ción Res (/. 2) = an [| e (a:). Con este fin introducimos una nueva 
variable Y y sabia ej campo de las fracciones racionales P (Y) consi- 
deremos los polinomios f (X) y g1(X) --- Y. De la definición de re- 
sultante, donde hoy que sustituir by por b,, — Y, se obtiene que 


Rest, 3- Yi = (1) a TY” + ,.. 4 Ros (f, y) 


es un polinomio do grado rn con relación « Y con cocficiente superior 
(—1)"a4? y con término independiente Res Y, 8). Los polinomios 
ga y E [00 --g(a;,) con la raíz común «a; son divisibles por 
X —€;¡ En virtud de la propiedail Res 1, tenemos Res (f, y — 
— g (a)) = 0. 
Por el teorema de Bezout, el polinomio Res (f, g — Y) debe ser 
divisible por g (a) —Y, 1<i<oam. Como todos los g (x«:) son 
n 


distintos, entonces, Res (f, g — Yj = af |] (g (a) — Y). Para 
i=1 


Y =0 obtenemos la expresión necesaria. 
Traslademos la definición do discriminantes, dada en el punto 4, 
al cuso de polinomios no unitarios, haciendo 


DM) =ajno2 Al (a,—aj)?= [ag=+ 1] (221, 29560. 


: ÍEQN 
Ros 3. Tiene lugar la fórmula 
Dif) (4) LEAL 5 Bes lf, 1). (20) 
Ffectivamente, de acuerdo con les 2, 
est, 3) =037+ 1] F (ap. 


Pero ] 
f(2,)= 40 y! (A, —0),), 
Fred 
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que es una consecuencia sencilla de la sustitución X = a, en la 
expresión general 


NAS Pa) y) ta 


obtenida por la diferenciación del producto f (X) = ao || ¡IN —ap) 
=1 


De esto modo, 


n 
Res (f, 1) =a3"-* [] [| (a,—a,)= 
im] Julel 
n(n- 1) nín-—1) 


=a (1) anal (aa mo (—1) * DM. Y 


La fórmula (20) brinda una expresión explícita para el discrimi- 
nante. 


EJERCICIOS 
tf. Con ayuda de las fórmulas de Newton (9), (10), mostrar, que 


La 0 —1 ímod p), si m se divido por p—1, 
(f (mod p), si m no eo divide por p—1. 


2. Sean, €r, €g, Cg, raíces complejas del polinomiv X? — X + 41. ¿Qué 
se puede decir sobre la ampliación () (0% + cf? + c%8)? 


3. El polinomio f (Xy, .. .. Xp) sobre el campo P, de caractorística 42, 
se llama antisimétrico (o alternativo), Si (Tf) (Xi, ..«, Xp) = laf (Xx, -. .. Xp) 
Va € Sh (como siempre, €, €s el signo de la permutación). Como ejemplo do 
polinomio antisimétrico, puede servir A, = || (X, — Xy). Mostrar, que cual 
>i 
que polinomio antlisimétrico [€ P[X,, ..., Xn] tieno la forma f = A, -3, 
onde g es un polinomio simétrico. (Indicación. Considerar / fomo un polinomio 
con relación a X, con coeficientes en P[X,, ..., X»-1J. Prestar atención 
a quo, en virtud de la antisimetría / = 0 cuando X,, = a y, 8n consccuencia, 
f es divisible por X, — X, .1)- 
4. Usando la propiedad Res 2 y el hecho de la existencia del campo de 
descomposición de un polinomio (véase el teorema 2 en el parágrafo siguiente), 


mostrar que 
Res (fg, h) = Res (f, h)-Res (g, 4). 
5. Del ejercicio 4 y de Res 3, deducir la fórmula: 


D (tg) = D (MD (g) [Res Y, g)1*. 
6. ¿A qué es igual la resultante Res (f (X), X — 1)? 
n (n=. 1) 
7, Mostrar que D(X*-+ a) =(—1) 3 aran, 
8, Soa f(X) == X”"-14 Xn"3+...4+-41, Empleando la relación X*—1= 


(n-1) (n-2 
== (X —1)f (X) y el ejercicio anterior, mostrar que D (f) =( —41) 4 X 


x nv, 
16--0392 
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$ 3. CIERRE ALGEBRAICO DEL CAMPO € 


1. Formulación del teorema fundamenta). Scan, P un campo y 
f un polinomio arbitrario sobre P. Como ya se indicó en el punto 2 


del $ 1, la conducta de la función polinómica f: P >P, asociada 


con f, depende esencialmente del campo P. En particular, Im f = P, 
si, en cuanto deg f > 0 y con respecto a P cs aplicable la siguiente 
DEFINICION — ll campo P so lama algebraicamente cerrado, si 
cada polinomio del anillo P [X] se descompone en factores lineales. 
Esto mismo se puede expresar con otras palabras: Xi campo P es 
algebraicamente cerrudo, sí son. irreducibles sobre P solamente los poli- 
nomios de grado 1 (polinomios lineales). 

Si cualquier polinomio [ € P1X] tiene en PP” por lo menos una raíz, 
entoces, el campo 1 es algebraicamente cerrado. Etectivamente, enton- 
ces J(X) =(X -ajh(X) a €P, h€ P [X], pero, por condición, 
para el polinomio A en P también existe, por lo menos, una raíz. o 
sea, R(X) (X —b)r(X), b€P, r € P [X]. Continuando este 
proceso, llegamos al fin de cuentas a una descomposición total de f 
en factores linenles. Como f es un polinomio arbitrario, entonces, el 
campo P satisface la definición de cierro algebraico. 

Auungue es legítima Ja afirmación de que, para todo campo 2 


existe una ampliación P >P, que cs un campo algebraicamente 
cerrado (teorema de Steinits), en un principio no sólo es díficil com- 
prender la construcción de una ampliación algebraicamente cerrada, 
sino que también la propia idea de tal ampliación. Por eso es más 
grato, que disponemos, de hecho, de un ejemplo claro y muy impor- 
tanto de campo algebraico cerrado, tal como lo dice el llamado «leo- 
rema (undamental del álgebra». Precisamente, es correcto el 

TEOREMA 1. ¿fi campo de los números complejos C es algebratca- 
mente cerrado. 

Formulemos «de nuevo esta afirmación fundamental, ahora ya en 
términos de raíces: 

Un potinoniw arbitrario f (X) de grado n > 1 con coeficientes com- 
plejos (o reales), tiene exactumente n raíces complejas, teniendo en 
cuenta sus multiplicidades. 

13l elevado título de «fundamental» el teorema 1 lo obtuvo ya en 
los tiempos cuando la resolución de ecuaciones algebraicas era una 
de las principales ocupaciones de los algebraistas. ln nuestros días, 
el teorema 14 es una de las afirmaciones ordinarias, aunque importan- 
tes, 

Por primera vez la demostración rigurosa del «teorema funda- 
mental» [me propuesta por Gauss «n 1799. Desde entonces, han apare- 
cido muchas variantes de demostración, que so distinguen enlye sí, 
digamos, por el grado de su algebraicidad. La necesidad de apoyarse 
en las propiedades de continuidad de los campos R y C (de otro modo: 
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en la topología de los mismos) se manifiesta de una u obra forma; 
existe incluso una demostración muy breve no algebraica, basada en 
el relativamente profundo concepto de función analítica de variable 
compleja. A continuación se expono una demosiración (que, por su 
espiritu, es la más algebraica de todas las accesibles y nosotros. Lo 
más natural sería quizás, una domostración que utilizase los medios 
de la teoría de GaJois, pero nos limitaremos a esta breve mención. 

La parte no algebraica de la demostración del teorema 1, se 
reduce a los dos lemas siguientes. 

LEMA 1. (sobre cl módulo del término enperior). Sea 


J (AX) == apX” + a X”7! =l- ... + O A Un (1) 


un polinomio de grado n => 1 con coeficientes complejos arbitrarios. 
Entonces, para la aplicación polinómica 2 >f1(z) del campo C en 
sí mismo, se puede indicar un número positivo r € 2 tal, que para 
|z | >" se cumplirá la desigualdad 


aga? | > |azri+...+04n12+4, 1. 
DEMOSTRACION. Hagamos A = máx(| 4 l, ..., lan) y r=- 
=51 + 1. Sise toma | z | >", entonces, nblenemos | 4, | > 
> 7 , de donde, de acuerdo con las reglas de las oporaciones 
con los módulos de los números complejos (véase el $ 1 del cap. 5), 
tendremos, 


A Jan A |21?—1) 
[ag2"|= lao l21*> 3 > A 517 


=A (lei. 2141) > la] [214 ... P4p011 12141001 + 
Slap la2l la, > 0214... a 240.) PY 


COROLAKIO. Sea que el polinomio (1) de grado n > 1 tiene coeficien- 
tes reales. Entonces, para lodos los ¡ alores de x E RR. suficientemente gran- 
des por su valor absoluto, el signo (del número real) | (x) coincide con 
el signo del «término superior» ayt”. 

LEMA 2. ¿1 polinomio de grado impar con coeficientes reales tiene, 
por lo menos, una raíz real. 

DEMOSTRACION. Ln virtud de que res impar, el lérmino superior 


dy" de la aplicación polinomial f: R —= R tendrá distintos signos, 
sepún sean posilivos o negativos los valores de 7 € í. Tomando 
estos valorez de x lo suficientemente grandes, por sus magniludes 
absolutas, podemos afirmar, de aeuerdo con el corolario del lema 1, 
que también f (2) tendrá distintos signos. Si, por ejemplo, ay > 0, 
entonces, f (—r) < 0, y f(1 >0, donde r es un número real, to- 
mado de la domostración del lema 4.. Del curso de análisis mate- 


16% 
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mático es sabido (y esto no es difícil de demostrarlo inmediatamente), 


que la aplicación polinomial f es continua (de otro modo: la función 
racional enlera z — f ((x), es continua). La función continua f tiene 
4 propiódad de tomar, en el intervalo —r < zx <r, cualquier valor 
intermedio entre f (—r) y f(r). En particular, para algún c con 
[c | <r será [ (c) = 0. El mismo razonamiento sirve para ay < 0.) 

Con esta afirmación geométrica e intuitivamente clara, nuestros 
razonamientos algebraicos concluyen. La etapa siguiente la lleva- 
remos a cabo en un contexto que no tieno relación directa con €, 
y presentaremos una estructura que es interesante por sí misma. 

2. Campo de descomposición de un polinomio. Como frecuente- 
mente sucede, una «mirada desde afuera» a un jemplo muy cono- 
cido, brinda la posibilidad de comprenderlo mejor y de pasar a gene- 
ralizaciones razonables. Recordemos la realización del lr Cc 
en forma de anillo cociente R [x1/(x? + 1) R [X] (toorema 6, $ 2 
del cap. 5). Sustituyendo aquí R por el campo arbitrario P, y X? + 1 
por cualquier polinomio f € P [X], llegamos al «anillo de closes de 
restos por el módulo (f)» o, lo que es lo mismo, al anillo cociente 
P [XW(N, dondo (A =7-P [X] es un ideal en P [X], El ideal (f 
está compuesto de todos los polinomios divisibles por f y es, de 
acuerdo con el corolario del teorema 5 del $ 2 del cap. 5, el ideal 
más general cn P [X]. La analogía entre los anillos Z y P (X] se 
hace extensible a los correspondientes anillos de las clases de restos 
Zn =Z Am y PLXV(. Es útil repetir las principales etapas de la 
construcción de Z, en el $ 4 del cap. 4. 

Sirvon de olementos del anillo cociente P [X1/(f) las clases de 


restos E = g + (f). cada una de las cuales puede ser expresada en 
la formar r + (f). donde deg r < deg f. Como en el caso de %, sirve 
de demostración la misma división con resto: si g = gf - r, enton- 
ces, 8 4 (f) = 7 + gf + (1) = 5 4- (f, por cuanto gf € (f). Es fácil 
observar que los elementos a, a € P, forman en P [X1/(f) un suba- 
nillo isomorío al campo P. Luego, la reducibilidad del polinomio f 
sobre P, o sea, la posibilidad de escribirlo en forma de f = fifa, 
donde f; € P |X] y 0<deg f, < dez f, implica la existencia de 
divisores no triviales de cero en P IX14A); precisamente, f; == 0, 
¿=4, 2, poro, hfa = Y. =/ =0. 

Supongamos ahora que f es un polinomio irreducible. Si deg 
r < deg f (r 0), enlonces, el m.c.d. (r, f) = 1 y ur + of = 1 para 
algunos u, v € P |X) (véase el teorema 3 del $ 3 del cap. 5). En otras 
palabras, 

r+ (0) (e (MM =re+ (0) =1—of + (1) =1 + (0, 

de donde 


ru==ru=fÍ. 
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Por consiguiente, cualquier elemento r +0 tiene en P [X1M(f) su 
recíproca 'u = r”!, Esta observación muestra gue, en el caso de un 
polinomio f irreducible, el anillo cociente P [X1'(f) es un campo, 
contenedor de un subcarpo isornorío a P. 

Prestemos atención al clemento especial Y € £ [X1(f). Para 
cualesquiera Gp, Q4,, . . -, Un E P tenemos 


2 (a (MPA 
= la) MOR) = E ad (020 


En resumen, si g (Y) = 2, a,Y* E P [Y], entonces, y (X) = g (1). 
La escritura g (X) tiene, por supuesto, sentido cuando P se identifica 
con el campo a él isomorío, contenido en P [X1:(f). En particular, 


HA) =HX) =$ + (9) = (1) =0, 


o sea, el elemento X € P [XJ/(f) es raíz del polinomio (f). 

Así, es legítimo el 

TEOREMA 2. El anillo de las clases de restos (anillo cociente) P [X1/ 
resulta un campo si, y sólo si, f es un polinomio irreiucible sobre P, 

COROLAHIO. Para cualquier polinomio irreducible f (X) sobre el 
campo P existe una ampliación F >P en la cual [ (X) tiene, por lo 
menos, una raíz. Como F se puede tomar un campo isomerfo o P(X1/(7). Y 

De acuerdo con la terminología establecida, es aceptado decir 
que la ampliación F se obtuvo adjuntando a Y una raiz e del polino- 
mio f: F = P (c). Con esto, f(X) = (X — €) g (X), donde y E F [XL 
Se nos ha presentado Ja posibilidad real de construir la ampliación 
del campo P, en el cual el polinomio f se descompone toinimente 
en factores lineales. 

DEFINICIÓN. Sean, P un campo y f un polinomio unitario (no 
necesariamente irreducible) de grado rn de P[X]. Entonces, la 
ampliación F >P «e llama campo de descomposición de j zobre P, 
si [(X) =(X —=c)... (X—cey) en f[Xl y FF =Ptc, .... £p), 
o sea, F se obtiene de P con la adjunción de Jas ruíces €... ., Cp 
del polinomio f. 

TEOREMA 3. Para todo polinomio unitario ¡€ P1X)] de grado 
n > 0 existe por lo menos un campo de descomposición. 

DEMOSTRACION. La condición de unitariedad no es esencial y 
sec usa sólo para comodidad. Ses 


FX) =/£ (3)... f (1) 
una descomposición de f en factores unitarios irreducibles en P (X). 


De acuerdo con el corolario del teorema 2, existe una ampliación 
P, >P, en la cual se tiene por lo menos una raíz del polinomio f,. 
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Esla raíz c, será, por supuesto, también raíz de f/. Sea que se halló 
la ampliación P, >...DP, >P.sohre la cual f tíeno la descompo- 
sición 

Ji =(X —c) ... (X—c) ge, (X) ... £s (X) 


con % (no necesarinmente distintos) factores lineales, k < n. Utili- 
zando do nuevo el corolario del leorema 2 respecto al campo P, 
y al polinomio unitario irreducible g, € P, [X], construimos el 
campo Px,, DP, que permite desprender el factor lincal X—Cp.+, 
con Crsy EP 41 del polinomio £, (X), y, en consecuencia, también 
del polinomio f (X). Si continuamos operando de un modo semejante, 
llegamos u la descomposición total del polinomio f en sus factores 
lineales sobre alguna ampliación P, >P. Bien P,, bien algún 
subcambio suyo f”, será precisamente el campo de descomposición 


para f. No se excluye, que F coincida con P. 

lia demostración del teorema 3 contiene demasiada arbitrariodad, 
como paria hablar de la unicidad del cumpo de descomposición de 
polinomio 7; y, amquo de hecho el campo de descomposición, con 
exactitud hasta el isomorfismo, está definido unívocamente, demos- 
trar esto es bastante difícil. No nos cs necesaria, por el momento, 
esta propiedad complementaria del campo ¡de descomposición. 


EJEMPLOS. 1) £l campo cuadrático UY d), es el campo de descomposición 
del polinomio X?— d. 

2) Si se agrega a Z, la raíz 0 del polinomio irreducible X? + X + 1, enton- 
ces, se ohtiene el campo Z, $9) = (0, 1, 0, 1, --0) de cuatro elemontos, iso- 
morfo, tanto al campo Z, (X]/(X? 4- X -|- 1), como al campo GP (4) del punto 6, 
$ 4, cap. 4. Observemos, que X3 + X 4 1 =(X — 0) (X — 0%), o sea, Z, (0), 
es cl campo de descomposición del polinomio X?+ X + 1. 

3) El polinomio X? + 1 no sólo ex irreducible sobre 2, cuando su campo 
do descomposición sean €, sino que sobre algunos otros campos, por ejemplo. 
sobre Zy. Sea 0? = —t (si se dosea, 0 = X + (X? + 1) Zy [X) cs un elemento 
dol campo de las rlasos do restos Zg [X1:(X? + 1)). Como X*%-p 1 = (X — 
— 0) (Y — A%), entonces, %3 (0) = [a + 58) a, b E Za) Os el campo de des- 
composición pura X2 + 4 sobre Z,. A propósilo, Z, (8) os isomorfo al campo 
de matrices 1.4 Él , a, dD€ Za, del ejercicio 13, $ 4 del cap. 4. He aquí, 
la aplicación correspondiente: a+ 068 > a M0 +5 11281. . Preste- 
mos alención al hecho, de que Za (03* = (1), A=1 + 011 = —8, 23 = 
a41--0,41 = —-1,198= —1 0, 4 .=0,4 = —1+0, 28=1, 0 son, ol 
grapo mulliplicatavo del campo Zz (0) no es solamonte abeliano, sino que tium- 
bién crclica. 

4) De acuerdo con el critorio do Eizonshtein, el polinomio X? — 2 es irre- 


duciblo sobre Q). Como no todas sus raíces son reales, ontonces, QQ (2) no 
puodo sor campo de descomposición. Da hecho, de campo de descomposición 


para X2— 2 sirve Q (Y2, €), donde e es la raíz primitiva de potencia 3 de 4: 
X*—2=(x Y 2) (X—e 12) (X —e? Y 2). 
3. Demostración del teorema fundamental. Del punto anterior, 


solamente nos son necesarias la definición de campo de descomposi- 
ción y la afiemación del teorema 3. 
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De acuerdo con la observación hecha inmedialamonle después 
de la definición de campo algebraicamente cerrado, es necesario 
establecer la existencia de por lo menos una raíz compleja del poli- 
nomio (1). Supongamos primeramente, que todos sus coeficientes 
son reales, además, sin limitación de gencralidad, consideraremos 
que a) = 1, a, +0. Soa 


deg f = 2”np. 


donde ny es un número entero impar. Si m = 0, entonces, por 
el lema 2, el polinomio f tiene raíz, incluso real. Aplicando la 
inducción en m, supondremos que el icorema ha sido demostrado 
para todos los polinomios con coeficientes reales, la potencia de 
los cuales tiene Ja forma 2""n,, con m Xm -4 (para el factor 
impar ny no se establece ninguna limitación). 

Examinemos el campo de descomposición F del polinomio 
(X2 2 1) xf (X), existente, por el teorema 3, y contenedor de € 
en calidad de subcampo. Soa ,, tz, . . -, Un» las raíces del polinomio 
f en F. Consideremos en F los elementos 


Y = Uy + a (uy + 4), Í<i<jSnm, (2) 


donde a es algún número roal dado. Hubiese correspondido escribir 
vi (a), pero no lo haremos, para no complicar los símbolos, El 
número n' de los elementos del tipo (2) es ignal a 


n= ())- nn _ 2Mn, (27 no — 1) a a (3) 


2 


donde n'y es un número entero impar. 
EJ polinomio 


fa0)= T]_(X—1)=X "40 X UTA ps 
1<i: JE£n 

del anillo F [X| tiene grado n”, y sus raíces, por definición, son 
todos elementos de (2). De acuerdo con las fórmnlas de Viete (12) 
del $ 1, los coeficientes b,, . . ., b,- del polinomio f,, (X) serán, con 
exactitud hasta el signo, funciones simétricas elementales s, de 0;;. 
Sustituyendo en $, (Via, Vin» - - »+ Un-1 n) las expresiones de Jos ele- 
mentos vjy a través de uy, ..., Un, obtenemos Ja función 

Ba (Ur y Un) =8Sr (e. UU 0 (uy + up)... )k=4,...,08n, 
que también es simétrica. Efectivamente, para cualquior permuta- 
ción TES, (S, es un grupo simétrico de grado +“) Lenemos 


TU ¡5 = Un (Y yy E (Ur) FU) = Var, ip 


(o vr(j) m(i), sia (¿) > q (7)), así que q induce Ja permutación x 
en un conjunto de elementos del tipo (2). En virtud de la simetría, 
Sk (Vas Ugg + - -> Onis 1) Ao varía con la permulación de los argumen- 
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tos, por eso 
(AR) (Uy, ...) Un)=8, (5012, T49 .... Dn, n) == 
=8, (Vaz, Ui3r «<.p Un=r, n)=%4 (bss ...y Un). 
Notemos, que %» (,, . . ., Un) es, cuando X¡=u, ¿i=4,..., yn, 
el valor del polinomio simétrico k, (X,, ..., X,) con coeficientes 
reales que dependen solamente de a Ef. 
Por el teorema fundamental de los polinomios simétricos (teore- 
ma 1 del$ 2), existirá un polinomio ga (Y y, - . .. Y, )con coeficientes 


reales tal, que Rr(Xi, ..., Xn) =8Er (81 [Az «Ano... 
-- SnlXi, -..., An)). En consecuencia, 


(APD, e R», (uy, . -. .) Un) = £x (8, (Ur, . ...) Un), ... 
» . .) 8n (Uy, “> 69 Un)) == E, (—A,, dd (—1)” Cn) € R 


(recordemos, que a, son los coeficientes del polinomio unitario 
jERIX], considerado). 

Y bien, Jos coeficientes b, del polinomio f, (X) resultaron reales 
para cualquier a € Kk. Como degf, = 1 — 2% pj (véase (3)), 
entonces, por presupuesto de la inducción, f,, tiene por lo menos una 
raíz compleja, que, por supuesto, debe coincidir con uno de los v;,. 
Modificando el parámetro a € R, que se encuentra a nuestra dis- 
posición, obtendremos otros polinomios f, (X) con coeficientes 
reales. Pero, a cada uno de ellos, le corresponde un par de índices 
1i<j (dependionte de a) tal, que el elemento y; = uu; 
+ a (u, + uy) E F está contenido en el subcampo CT del campo F. 

R 


Como los distintos pares de índices ¿< j son en total ( 7)» y los 


números reales a € R son infinitamente muchos, entonces, se en- 
contrarán dos números reales distintos a, a”, con un mismo par de 
indices correspondientes, digamos, ¿ =41, j = 2 (esto es cuestión 
de cómo se numeran las raíces U,, . . ., Un) para los cuales 

44 + a (u, + uz) = C, ] 

Ml 4H A(U ++ UY) 2 CO, ad, (4) 
serán números complejos. Del sistema de ecuaciones (4) se deduce, 
que también 

di e—e' ió ee” 

Eee TO E TE ¡Ug=C popa 
pertenecen al campo C. En tanto esto €es así, los elementos u,, Us 
serán raices del polinomio cuadrado 

(X — 41) (X — uz) = X?* — (u, + uz) X + UjUo 


con coeficientes complejos. Por las fórmulas conocidas 


u, —u Ur + ur 12 
Uy, u= —= E 4 y (Qt) — Uylla y 
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así que u,, Us también resultan ser números complejos. De este modo, 
para el polinomio examinado f (X) con coeficientes reales, se han 
hallado incluso dos raíces complejas. 
Sea ahora 
FO) =a XP" +0qX"1+...+a,.X + 0, 

un polinomio de grado n con coeficientes complejos arbitrarios 
(puede considerarso ay = 1), pero esto no tiene importancia). Susti- 
tuyendo todos los a; por los números complejos conjugados, obtene- 
mos el polinomio 


f(X=a,X"=a,X "14H... +4. X +4». 
Introduzcamos el polinomio 
e (X) =f(X)T(X) =eXP" e XMi+...+ é7 
de grado 2n con coeficientes 
ef= Y, aja, k=0,1, ..., 2n. 
ipj=k 
Como la operación dea conjugación ¿> z es un automorfismo de or- 
den 2 del_ campo C (teorema 1, $ 1 del cap. 5), entonces, ex == 
= asa, = €, y esto significa, que e, € R. Por lo demostrado, 


i+ 
el polinomio e(X) con coeficientes reales tiene por lo menos una raíz 
compleja c: y 

Fc) of (c) =e (c) = 0. 
De aquí se deduce, que bien f (c) = 0, y el teorema queda demos- 
trado, bien f (c) =0, O sea, dsc? + AJO AL Fado +0, = 
== (O), Aplicando a ambos miembros de esta igualdad el automerfismo 
de la conjugación compleja, obtenemos «yr actt+... 
2... Ftp + 2,=0, 0 sea, f (c) = 0. 

El cierre algebraico del campo C (y también el hecho de la exis- 
tencia del campo de descomposición del polinomio) es cómodo 
usarlo en la resolución de distintos problemas, 

EJEMPLO. Sea, So (/) el conjunto de todas las raíces distintas de) polino- 


mio f € € [X), y S, (f) el conjunto de todas sus «unidades»: d € Sy Y) =>] (a) = 
= 1. Sean ahora f y g, dos polinomios cualesquiera de C [X]. Es necosario 


mostrar, quo 
So (1) = So le). 51 (1) =$, (8) >/(%) = ¿ (1). 
Como, ovidentemente, So ()) MS. (1) = K, entonces, de acuerdo con los 


resultados del $ 1, es suficente mostrar que | So ($) US, (Y) =>1 3 1, donde 
n= deg f. Por el teorema 1 


v 4 Y 
F(X)=00 [| (X—c0%, HX)—1=4ap [| (Xd 9%, 05, 9,€6, 
i=) Je1 
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done 
y $ =n=)) tj v+p=1S0 (NUS, (A). 


Du acuerdo con el teorema 5 del $ 1, tonamos 
; Y sil $" ti=1 
par =p ty = |] (Ie || (Xd 7 A, 
t=1 ¿=1 


de modo quo (un — y) 4- (1 — u) =», (5; — 1) + (e, — 4) < deg f (X)' = 
=».-—ft. lin consecuencia, 
v+uwozn- 4. 


$ 4. POLINOMIOS CON COEFICIENTES REALES 


1. Descomposición cn factores irreducibles en R 1X]. Del teo- 
rema 1 del $ % so deriva que cada polinomio f de grado n en T [X] 
puede ser escrito y, además, de un modo único (con exactitud hasta 
la permutación de los factores) en la forina 


f(X) =a(í — C,) (X — f) id (A — Ca), 


donde 4 3= 0, €,, . . ., €, SON números complejos. Sea ahora f (A) = 
=X"+4YaxX*A+..,.+0pn.¡A + 4, un polinomio unitario con 
cocficientes rualos 4], . . ., 4, y € alguna raíz compleja del mismo: 
c=u wir, e 0, Aplicando a la relación f (c) = O el antomorfis- 
mo de conjugación compleja, ta) como hicimos en la demoslración 
del teorema 1 del $ 3, obtenemos que también f (c) = 0, por cuanto 
a, = 4. Por consiguiente, f (X) es divisible por un polinomio de 
segundo grado 
g(X) = (X —c0)(X —0) =X2—(0+0X+c= 
= X? — 2uX + (u* + v?) 

con discriminante negativo D (g) = 4u? — 4 (ul — y?) = —4u? < 0. 
La condición D (£) < U es necesaria y suficiente para que el poli- 
nomio cuadrado ¿€ RÍ[X] sea irreducible sobre R. 

Si, luego, fos la multiplicidad de la raíz e del polinomio f (X) 
y l<kes la multiplicidad de la raíz c, entonces, f (XA) se divide 
por el polinomio de /-ésimo grado g (X): 

F(X) = g (X) 9 (X). 

lól cociente q (X) de dos polinomios de R [X) Lambién será polino- 
mio de R [X], además, para kk >? el elemento c E C será su raiz 
de multiplicidad k — [, mientras que c no es radz. Vimos, sin em- 
bargo, que esto no es así. Por lo tanto, + = l (la suposición l > 4% 
se examina anáalogumento), o sca, las raices complejas de cualquior 
polinomio de /? [X] son conjugadas de dos en dos. Llegamos a la 


conclusión de que para los elementos del anillo factorial R 1X] 
es legítima la siguiente afirmación. 
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TEQREMA 1 Cualquier polinomio unitario f € R 1X1 de grado n 
se descompone de un modo único (con exactitud hasta el orden de los 
factores) en el producto de m < n polinomios lineales X — c,, que 
corresponden «u sus rafces reales €, . - ., Cm, y de (1 — m)/2 polinomios 
cuadrados, irreducibles sobre R y correspondientes a los pares de raíces 
complejas conjugadas. 

OBSERVACIONES. 4) Un polinomio irreducible de R 1X] bien es 
lineal, bien es cuadrático, con «discriminante negativo. 

2) En las designaciones dol teorema 4 tiene lugar Ja relación 


Dip=(-10) * 10(M, 


o sea, el signo del discriminante queda determinado por cl número 
de pares de raices complejas conjugadas. lista relación puede obte- 
verse directamente de la definición de discriminante, o bien con 
ayuda de Ja fórmula conlenida en el ejercicio O del $ 2. 

3) Las fracciones racionales elementales en el campo R (AX) 
tienen la forma (9) del $ 4, cap. o. 

2. Problema de localización de las raíces de un polinomio. lóxa- 
minaremos el polinomio [€ KR [X] como una función de valores 
reales x > f (x%) del argumento real x=, representando la última con 
una gráfica en el plano con el sistema de coordenadas cartesianas 
zOy. A las raíces reales del polinomio fÍ (x) (o u Jos ceros de la Íun- 
ción f (2)) responden las abscisas de los puntos de intersección de 
la gráfica con el eje de las z. 

La primer cuestión importante, con Ja que habitualmonte se 
tropieza en la práctica, se reficre a los limites de las raíces reales, 
o sea, al intervalo a < 3 < b, dentro del cual deben estar todas las 
raíces reales del polinomio f dado. Hablando con propiedad, del 


A 
lema 4 del $ 3 ya sabemos, que para |x| E +41 (a, es el 
0 


cocficiente superior, 4 == máx [Ia 4, ..., |, 1)) la función f (1) 
no se reduce a cero, incluso si pasáramos al plano complejo. En los 
ejercicios 1—4 se indican límites más exactos para las raícos. 
El problema más goneral de localización (separación) de las raices 
de un polinomio consiste en indicar pura cada ima de las raíces 
reales el intervalo dentro del cual se encuentra solamente una raíz 
real. La primera resolución satislacioria de este problema, aunque 
un poco voluminosa, fue obtenida por Slurm en 1529, Nos limita- 
remos a la demostración de resultados mas parciales, leniendo en 
cuenta, que Ja resolución total del problema de Jocatiznción de las 
raícos (especialmente si se consideran todas las raíces, incluyendo 
las complejas, cuando no se habla de intervalos sino que de domi- 
nios sobre el piano complejo C) se obtiene a un precio muy alto. y 
su simplificación para unas u otras clases especiales de polinomios, 
es objeto de particular preocupación de los especialistas. No nos 
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referiremos en absoluto acerca de los métodos de cálculo de la «raíz. 
localizada» con un grado de oxactitud dado. La moderna matemática 
de computación dispone de un amplio arsenal de medios para este 
fin. Entrar en detalles aquí, sería inoportuno. 

Felizmente. en muchos casos puede ser suficiente un cuadro 
cualitativo aproximado de la ubicación de las raices. Una infor- 
mación fundamental brinda la construcción de la gráfica de la fun- 
ción z—=>+f (7), cuyos valores fueron calculados (por ejemplo, con 
ayuda del esquema de Horner) aunque más no sea para los puntos 
donde cl argumonto 2 loma valores enteros. 


Cabe esperar (que las raices de la ccuación algebraica f (1) = 0 
se hallen entre los puntos extremos (o en los puntos extremos), que 
son a su vez raices de la ecuación algebraica f' (1) = 0 de grado 
inferior. El examen de la gráfica permite, en todo caso, obtener 
evaluaciones por debajo pura el número do raíces positivas y nega- 
tivas, precisamente evaluaciones y no valores etxaclos, por cuanto, 
hablando en general, lus oscilaciones de la función x—f (7) en 
algunos intervalos angostos pudieron ser no tomadas en cuenta por 
nosotros. Es notable Ja circunstancia, de que las evaluaciones por 
encima para estas mismas magnitudes se obtienen de razonamientos 
muy sencillos, señalados por Descartes ya en 1637. Introduzcamos 
la siguiente 

DEFINICION. — Scan 


Uys is Uayr ++. ia (0<i4 <it4<...< (QS M) (1) 


todos los cocficiontes no nulos del polinomio f(X) =a,X” + 
+ aX" —...€ RIA), escrito en un orden dado. Si Cri 41 < 0, 
entonces, Se dice, que en el (4 -+ 1)-ésimo término tiene lugar un 
cambio de signo. El número total de los cambios de signos en la 
sucesión (1) se designa con el símbolo £ (f). 

Es claro, que siempre (1 < £ ($) < deg f, además, L (—f) = L (f). 
Notemos también, que 2. (f) — L (uX* 4 a¿¡XA?"=+Ho-E.,..), donde 
el exponente £ sabisface la única condición k > n — i,, y ea, > 0. 
Si L (f) =0, entonces, evidentemente, f no tiene raices positivas. 
Por otro lado, f puede no tener raices positivas aún en el caso en 
que L (f) = dey f. Ejemplo: f(X) =— X* — X +4 1. De todos modos, 
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<omo veremos, el simbolo / (f) tiene relación directa con el número 
de raíces positivas del polinomio f. 

LEMA. Sic_>>0, entonces. L ((X —c¿) f) == L (f) 4- 1 + 2s, donde 
sEZ,s>0. 

DEMOSTRACIÓN. — Se supone, claro está, que f < 0, nsi que el sím- 
bolo £ (f) tiene sentido. Si deg f = 0, entonces, £ (f) =0, y el 
lema es válido cons — 0. Razonando por inducción con respecto 
a deg f, supongamos que cl loma está demostrado para todos los 
polinomios de grado < n. Sea, dogf =1N y 


Í = ayX” e aan .j= .. ... “Y 2, -¡A a|- Un 
donde a, es el primer coeficiente, después de a,, distinto de cero, 


si os que tal existe (%« > 1). Como £ (—f) == £ ($), entonces, sin 
limitación de generalidad, consideramos que «4, :>0. lagamos 


£ (X) 3 ay" | .r... — O, $ 4. (tn - 
Es cluro, que 
LO=L(0=e*, (2) 
donde 


_A a A 
e= (1 o ds 


Nuevamente se supone que 8 == 0, do Jo contrario, Ja demostración 
para f es evidente. Hagamos también, para lo sucesivo, 


(X —=0) g (A) —a X "HA + (X) 
(observemos que g 40=>h 1). 
Por presupuesto de la inducción, en virtud de la igualdad (2) 
LUX 08M) = LI AR LN de 2 (3) 
También lenemos 
(X —c)f =ap A" (X —c) - (XA —0g= apA”* 
—a50X” -- aX" Eh (A). 


Si k>4, entonces, evidentemente, L(X —c)f) - 2—€ + 
+ L((X — c) £), por cuanto e > 0 (2 — e es el número de cambios 
de signos en la Sucesión Ap. —4y, 6r). Tomando en cuenta (3) ob- 
tenemos 


L(X —0f/ =L£L(N + +2, donde s=1t F1—e>0, 
Falta examinar el caso cuando /k =d: 
(X —0f =0/XA*"* + (a, = 4gc) X” + (A). 
Si a, y 4, — Qgc tienen igual signo, entonces, 


L “(01 — ag) X” + h(X)) =L (X —c) £) 
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y 
LUX —=0)pP e 1/«d(X 0) =L£()- 1-42, s=f. 
Sia, y a, — 4yc bienen signo contrario, lo que es posible sólo cuando 

do 7>0 y € =0, enlonces, 
La — aya) XA (XD) =L (X —0)g) +1 = 
=£L() +1+2+1 


y 
LUX 00) + Loi Lola — 0) XX) LH +, 
donde s +- ¿6 ¿£-- 4. Finalmente, si 4, -- aye = 0, lo que, nueva- 


mente, es posible solamente cuando ay >0 y e == 0, entonces, 
LUX —0)f) = LX 4h (X)) — L(a,X" + h(X)) = 
-LUX 08) -L(O 1-12, s=t M 
Con ayuda del lema demostrado se obtiene fácilmente la regla 
de los signos de Descartes. 
TEOREMA 3 Jl mámero de raíces positivas del polinomio fcon coefi- 
cientes reales coincide con £ (1) o es menor en un número par. 
DENOSTIAGION. — Seal Cjs Cos ++ .<s Cm das raíces positivas (uo 
necesariamente distintas) del polinomio Ff(X)- ajA"H+... 
.. + A, -vAY, donde, por condición, (y > 0 y 4p-, es el último 
coeficiente distinto de cero. Recordando la forma canónica de des- 
composición de un polinomio (teorema 1), podemos escribir: 
HA) =1(X —0) ... (XA — Cm) 8 (A), (4) 


donde g(X) — 4 XP +... bXY ay >0, b>0 (v >0). 
Como €, y 6 son de igual signo, entonces, £ (g) -= 2t es un número 
par. Tomando en cuenta el lema y la descomposición (4), se obliene 
la cadena de igualdades 


f. (NX PY c,) 14 a 1 3- 2 (3 t), 
L(X —e) (A —0) 8) = 13 2(8, — 1) +1 5] 252 =- 2-5 2 (51 1-S2-+2), 


LID emo 2( os ro... +sm +0). 
La ñltima de ellas precisamente expresa la afirmación del tcorema. E 

Y bien. siempre m=<Z £ (f). Nos delendremos ahora en el im- 
portante caso práctico, cuando, por alguna razón. sabemos de ante- 
mano que todas las raices del polinomio f son reales. Entonces Liene 
lugar la especificación del teorema de Descartes. 

TEOREMA 3. Si todas las raíces del polinomio f son reales, entonces. 
para un mámero m  - (f) =- modesus raices positivas, leniendo en cuenta 
las multiplicidades, es legitima la igualdad m(f) = L Af. 

DEMOSTRACIÓN llubiese sido retalivamente fácil deducir el 
teorema 3 del 2, pero es igualmente seucilla (y, además, instructiva) 
la demostración independiente en la que nos detendremos. 
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Por el conocido teorema de Rolle del análisis (o del teorenia del 
valor medio), entre las raíces a? y bd” de nuestro poliuomio JA) 
existe un número cER, a <e<bD', para el que f' (c) = De 
aquí se deriva que todas las raíces de la derivada f' (X) son ble 
y que m(f) =m(f) o m (f) — 1. En efecto, sean <<... 

. < c, las raíces del polinomio de multiplicidadeos 1,, Ra, -.., Rp 
talesquen, 4 ner... 3+ 2, =degf] = n. Porel teorema »de1$ 1, 
la derivada f' Liene Jas raíces €, Co. . . », Cy de multiplicidados 1, —1, 


Ra —1, ..., Rp— A, y en las Antervalos entre ellas, por el teorema 
di Rolle. por Jo menos una TAÍZ más Ci, Car + +, Crop: lin total, se 
obtienen (2, — 1) - —. - (tp — 1) E r=zi=n-—l raíces rea- 
les. Como deg f' -- n — e entonecs, f no tiene otras raíces. Sean, 
Juego, €. <0, Y Cp .... e, todas las raíces positivas de multip)ici- 
dudes Rp ..., RE Ros. or mm = M1f). Las ralcos Ci. ... 


.. Cp te olaaa Rio... n, — l.asicomo lasc;, .. - 

- -+ Cp y, posiblemente, también la raíz c;-|, serán las raíces positivas 

de la derivada f' (X), o sea, el número de ellas será m (f) —= m (f) — 1 

o m (f), como se alirmó. Sirve de expresión analítica de este hecho, 
la casi tautológica fórmula 


mip=m(f)4 e, es (1 —(— APM), (5) 
Observemos también, que si 
FIX) =a XX” ... + p-yA?. (6) 
donde e, -, es el último coeficiente distinto de coro, entonces, en 
correspondencia con la escritura de (4), 2, -. = (—1)” €,,Ciz- - - Cimbs 
donde ce, >0yb>0. En otras palabras, 
(pre Uv > 0. (4) 


Razonando ahora por inducción con respecto a nh - degf. supon- 
guimos que el teorema está demostrado para todos Jos polinomios de 
grado < n.Si en (6) v > U, a sea, ln = O, entonces, f(X) -—- X -f, (X) 
además, m (f) = m (fi) = = LDlf) =L£() (m 4) = LG), por induc- 
ción. Queda por examinar el caso en que a, -- (0, Sea 


FAX) =n0/4A "0... — pa nO? 1 0. 
Entonces 
5 1 2n4n- . 
LM=L(F 48, B= y (1 - E) 064. 


Jana) 
Pero sabemos (véase (7)), que (—1y"Ma, >0 y (- 19%, > 0 


Por eso, 6=2 4 — (— 19H) y, por consiguiente, Ó=e. 
3: p 
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Como, por presupuesto de la inducción, L (f') = m (f'), entonces, 
en difinitiva, tenemos L (f) =m (f') + e o, comparando con (5), 
mf =L(M. M 

COROLARIO (cuso particular del teorema de Budan — Fourier). 
Sea que todas las raíces del polinomio f son reales. Entonces, el número 
de sus raíces que se encuentran en el intervalo (a, b), es igual a L (fa) — 
— L (f,), donde 


((O=f(X+0)= Y EL 


0<iEn 
y 
pi=f(X+0)= Y Ex 
UGSAGn 


son desarrollos en series de Faylor (vénse el ejercicio 3). 

DEMOSTRACION. Por definición, el número m (f,) de raices 
positivas del polinuinio f, es igual al númoro do raíces del polinomio 
dado f, mayores que a. La misma observación se refiero a f,. En conse- 
cuencia, el número de raices del polinomio f, comprendidas entre a y b 
(a < b), es igual a la diferencia m (f,) — m (f,), la cual, por el 
teorema 2, se expresa on la forma £ (fa) — £ (fp). 


3. Polinomios estables, El polnomio unitario 


J(X) =X" +aXtl+H,.. q ApX +4, 


con coeficientes reales, so llama estable, si todas sus raíces se encuentran en el 
semiplano izquierdo: 

f0)=0, A=a+ i>a<0 
(véase la fig. 19M. La terminología tiene su origen en la teoría de ecuaciones 
diferenciales. Los criterios do estabilidad asintótica del comportamiento de un 


Fig. 19 


sistema fisico (y, en un sentido más amplio, mecánico, técnico o económico) 
en el entorno de la situación de equilibrio, obtenidos en esta teoría, requieren 
que 
lím 0, (8) 
t= +00 
donde A es una raíz cualquiera del polinomio f, asociada a la ecuación diferencial 
de orden n con coeficientes constantes. Como por la fórmula de Euler (véase (15), 
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$ 1 del cap. 5) eAl = eateipt = eat (cos Bt + ¡sen Pi), entonces, ol término 
dominante es eat y la condición (8) os equivalente a la desigualdad a < 0. 

Surge el problema original de localización, el problema de Routh— Hurwitz*), 
cuando directamente por los cooficientes del polinomio f, es menester aclarar 
si es f estable o no. Este problema algebraico fué resucito ya en 1895. El criterio 
de Routh—Hurwitz dice: el polinomio f es estable, si y sólo vi, se cumplen las 
desigualdades 


P,>0, 3>0, ... £h > 0, (9) 
donde 
21 1 0 ñ Y 0 A 
dz a) a, 1 y Ú o. 0 
T,= as a, Ag A2 8, 1 . Y 
a7 6 a5 G4 Ag fa e... WÚ 


Coh=1 Úgh=a Cikoa Ceh=a Úoh=b zh ».- (Ah 


(se supone, que 2 =Ó0 para s> a). 

Sin pretender demostrar el toorema de Routh—1Jurwitz (esto es más propio 
hacerlo en otros cursos), prestamos atención a la circunstancia de que la forma 
elegante de su furmulación se debe por completo a la teoria de lus delerminantes, 
Luego, de acuerdo con el teorema 1, cuando se cumple la condición (9) cl poli- 
nomio f (X) se representa on forma del producto de fartoros del tipo X + 1, 
X?2+wvX + 1, con u> 0, y >0, te > 0 y osto significa, que todos dos cuefi- 
nicieantes del polomio estahle f (X) son positivos; 


ay > 0, 3 > 0, o... 2% > 0. (10) 


De este modo, las condiciones (10) son necesarias para la estabilidad del poli- 
nomio f (X). No siendo en el caso general suficientes, ellas permiten, sin embar- 
go, reducir aproximadamente a la mitad el número de las desigualdades deter- 
minantes (9). Esto es cómodo, ya que el cálculo de los determinantos exige 
mucho trabajo. 

EJEMPLO. Para n = 2, ol sistema de o ares T, >, 1 >0, es 
equivalente a otro más sencillo: a, >> 0, a, > 0, lo quo, de paso, es evidente 
de las [fórmulas de las raíces de la ccnación cuadrática. 

Para n= 3 todo se reduce a las desigualdades a, >> O, a, > 0, 473 >0, 
2/04 > 23, por cuanto ', = az (a¡27 — ag). 

Finalmente, obsorvemos que el criterio de Routh—Hurwitz no resuelve 
todas las cuestiones vinculadas con la estabilidad, por cuanto, en la práctica, 
se trata de polinomios y de ecuaciones diferenciales, cuyos coeficientes dependen 
de un parámetro. Las condiciones de estabilidad deben formularse en términos 
dol propio parámetro, lo quo ya cs una tarea de naturaloza lotalmente distinta. 


EJERCICIOS 


1. Son Y (X) = aX?” + err24 ... 4 6 un polinomio real de grado ». 
Mostrar, que el conocimiento de los límites superiores de las raices do los poli- 
nomios f (X), xl z).1 (—X), XP (7 brinda los limites inferiores y snpe- 
riores, de las raíces positivas y negativas del polinomio f (X). 


*) De hecho, formulado mucho antes (en 1868) por el físico inglés J. C. Max- 
well y resuelto, para grados pequeños por el ingeniero ruso 1. A. Vishnegradsky, 
quien se ocupaba del problema de la estabilidad de los reguladores (1876). 


17-0392 
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2. En las me del ejercicio 4 sean, ay > 0; m, el menor índice 
para el cual a,, <: 0; B, el máximo de los valores absolutos de los coeficientes 
negativos. Mostrar, que 

e<t+ Y Riw 


para cada raíz real positiva del polinomio f (X). (Indicación. Para x > 1 partir 
de la estimación 


yR-Mél 4 yn-m+1 
f (2) > ai —B ear A [ay -1 (x—1) — B].) 


3. (Fórmula de Taylor). Sea P un campo de característica nula, a €*P, 
Para cualquier polinomio f € P[|X)] de grado n, tiene lugar la fórmula 
. e (A) 
10=104+ 49 a+ LA xa). + A ap, 


n 


(Indicación. Derivar k veces la expresión formal 
J(X)= 5) b;(X—a)! y hacer X=au.) 


4. Mostrar, que si f/ (a) > 0, /' (a) >0...., ¡((a) >0 para el poli- 
nomio real f (X) do grado n y con coeficiente suporior ay positivo, entonces, 
1()=0,c>0=>c <a. (Indicación. Aplicar el ejercicio 3.) 

5. Aprovechando la regla de los signos de Descartes, hallar el signo del 
discriminante de los polinomios XB — X3 + 1, X3— 6X — 9 (véase la obser- 
vación al final del punteo 1). 

6. ¿Pueden dos polinomios X5B— X —1 y X% + eX +)DE GQ 1X] tener 
raíces complejas comunes? Recordemos (véase el ej. 10, del $ 4), que elf poli- 
nomio X5— X — 1 esirreducible sobre (,. 

7. Mostrar, que las raíces del polinomio f (X) = X35+ uX4 + 10X3 4 we 
€ 2 [X] con término independiente w ye O, no pueden ser todas reales. (Indica- 


ción. Es cómodo pasar al polinomto recíproco X sf ( z) y luego utilizar las fórmu- 
las (12 del $ 1, y (9) del $ 2.) 


s claro, que si el polinomio entero / (X) = a¿X*+ ... +4, tleno 
una raiz c € 7, entonces, e divide ol término independiente a, == f (0): f (c) = 


= 0> 8, = € (agan? — ... — 6, .30 — Gp-1). Mostrar que, a un mismo 
tiempo, e — 1 divide 1 (11= N'a, y c+ 1 divido f (—1) = SS (—1)! ay. (Indi- 
cación. f(X) == (X — e) (X) >g (X) € Z[X1.) Aplicar estos razonamicntos 
a la búsqueda de las raices enteras del polinomio X4 + X* — X2 +4 40X — 100 
(respuesta: e = 2). 

9. Convencerse, «de que 


F(X)= X"+aX9I+...+a,€7[1X) /()=0, ce Q>c€EZ. 


(ndicación. Si e =- ajb es una Frucoión irreducible, entonces, an/b = —a,an-1 — 
— agar" — ,.. — a, bra-1), ¿Qué se puede decir acerca de las raíces raciona- 
los dal polinomio entero con coeficiente superior ay qe 1? 

10. Cualquier polizemo f (X) con f (zx) > 0 para todas las z € R se puede 
representar eun la forma 

(A) = 8 (XP +A (1)?, 

donde y, kh ERIN]. (Fndicación. Con ayuda del teorema 4 descomponer / (X) 
cr factores del tipo (NX -+ aJ2 + »%, y aprovechar la identidad formal 


(12 -E q) (72 4- 58) = (pr + q9? + (ps — qri?, 
qué se deriva de la relación 


Lp + iq1?1 rob 1s1?=) (p + l) (r + 13) 1?). 
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11. Obtener indepondientemente los criterios de estabilidad de los poli- 
nomios de grados 3 y 4. Para n = 4 escribir el mismo en forma de las desigual- 
dades: a, > 0, a, > 0, 8,23 > 43, 83 (4,29 — 43) > ada,. (Indicación. f (X) == 
= Fax em (M2 ax +) (Xx +0), donde a=a +0, b= 
= P + 00, c = PO, además, a, P, 0 € R. La estabilidad de f (X) es equivalen- 
te a la estabilidad de los pares de polinomios X? + aX + f, X +0, o sea, 
al cumplimiento de las desigualdades a >> 0, $ > 0, 8 > (0. Se comprueba 
facilmente, que este sistema es equivalente al sistema de desigualdades s > 0 
b>0, ¿>0, ab —c > 0. Emplear razonamientos análogos con respecto al 
polinomio roal de cuarto grado). 


«Ultimamente, cada vez es más difundido 
el punto de vista, que muchas de las 
partes de las matemáticas no son otra 
cosa que la teoría de invariantes de 
grupos especiales» 

(Sofus Lie, 1893) 


Parte II 
GRUPOS. ANILLOS. MODULOS 


Ei contenido do la segunda parte se puede calificar como una 
continuación sumamonle seria pero, es de esperar, no demasiado 
abstracta, de Ja primera. Se introducen relativamente pocos nuevos 
conceptos. El lector encontrará sus viejos conocidos del capítulo 4, 
quienes lo conducirán a un dominio de ideas con mayor contenido. 
Se recomienda prestar máxima atención al estudio de los ejemplos, 
a los que se dedica casi la cuarta parte del texto (digamos, el mate- 
rial del $ 4, cap. 7, y del $ 3 cap. 8, se consideran, naturalmente, 
como ejemplos). Por otra parte, éstos se han seleccionado con la 
intención de tender un puente entre el álgebra y otras partes de las 
matemáticas. Si, como resultado, al Jector se le fortalece el senti- 
miento de unidad de las matemáticas, entonces, la meta buscada 
por el autor en la segunda parte del libro, deberá considerarse alcan- 
zada. 
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Capítulo 7 


GRUPOS 


En este capítulo se desarrolla el concepto de grupo, introducido 
en el capítulo 4. En primer lugar, se hace incapié en el estudio de 
un género distinto de «operaciones» naturales de los grupos, y no en 
la consideración de grupos abstractos, a los cuales se les han dedicado 
muchos trabajos especiales. Precisamente, las realizaciones Ccon- 
cretas de grupos han dado impulso al desarrollo de la teoría general 
de los grupos y le otorgaron a olla reputación de instrumento útil 
de investigación matemática. 

En el fondo de ejemplos particulares (pero, observemos, impor- 
tantes) se hace más insistente la idea «le considerar los (homo-, epi-, 
iso-) morfismos de grupos, así como las estructuras teóricas de gru- 
pos, que permiten reducir el estudio de objetos complejos al de más 
sencillos. 
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1. Definiciones generales. El curso de álgebra lineal y de geo- 
metría nos suministra nuevos tipos de grupos, merecedores de que 
nos detengamos en ellos con un poco de mayor atención. La separa- 
ción, en los grupos de transformacionos de los subgrupos de espacios 
afines, euclídeos y hermitianos, que dejan en su lugar un punto fijo 
(por ejemplo, el origen do las coordenadas) lleva a los denominados 
grupos clásicos GL (n), SL (a), O (nr), SO (rn), U (n), SU (n). Obser- 
vemos, que el lugar verdadero de los mismos, se halla entre los 
llamados grupos de Lie. Correspondería agregar por lo menos 
también el grupo simplicial Sp (n), pero no nos hemos propuesto la 
descripción de todos los grupos clásicos; esto se hace en otros libros. 
Para n no grandes se dicen grupos clásicos de pequeñas dimensiones. 
Con los grupos GL (1), SL (2), hemos tenido la oportunidad de encon- 
trarnos antes (véase la parte 1). Deseando evitar una gran dependencia 
de la geometría, recordemos, que la elección de la base ortonorma- 
lizada en el espacio conduce a una definición matricial equivalente 
de los grupos ortogonal y unitario: 


O (n) = [A EM, (R) l' 4-A =A-+*A — E), 
SO (n) = (4 € 0 (n) | det A =1), 
U (n) —= (4 E M, (0) |4*-4 =4-4* = E), 
SU (n) = (4 € U (n) ] det 4 = 1). 


Aquí A* = 'f es la matriz que se obtiene de A = (a;,) por trans- 
posición y sustitución de los coeficientes a, por los números com- 
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plejos conjugados 4, Los grupos SL (nx), SO (a), SU (s), llevan el 
nombre de especiales (lineales, ortogonales y unitarios). En parti- 
cular, 


0()=(+ 1), S0(1)=(1), 

U(1)=e*0<p< 21), SU(1)=(1), 
cosp —senp 
sonp cosp 


S0(2)=| 


[o<e<2x; =U(1. 


El isomorfismo entre los grupos SO (2) y U (1) se da por medio de 
la correspondencia natural 


cos p  —senp 


> elo, 
sen p cos p 


Como la representación geométrica de los números complejos etv, 
0< q < 21 es la circunferencia S* do radio unitario en R?, enton- 
ces, se dice también, que el grupo SO (2) y la circunferencia S? 
son topológicamente equivalentes. El sentido exacto «dle esta termi- 
nología se explica en el curso de geometría. 

Una relación admirable y mucho menos evidente existe entre 
los grupos SU (2) y SO (3). Detengámonos previamente en la repre- 
sentación geométrica del grupo SU (2), que nos llevará posterior- 
mente a la representación geométrica del grupo SO (3). 

2. Parametrización de los grupos SU (2), SO (3). Por el conocido 
teorema de Euler, cada clemento del grupo SO (3) de las rotaciones 
propias del espacio euclídeo tridimensional R* es la rotación alrede- 
dor de cierto eje fijo. Digamos, las matrices 


cosp —senip O 1 0 o | 
13,¿=|| sen p cosp 0 |, Ca= [0 cosó6  —sen0 (1) 
0 4 O son8 cos 0 


responden a las rotaciones alrededor de los ejes Oz y Ox respectiva- 
mente a los ángulos qp y 60. Utilizando la parametrización de las 
rotaciones con los ángulos de Euler q, 0, p (0< q, y <21,0X0< 
< n), cuyo sentido geométrico por ahora no nos interesa, cualquier 
matriz A ESO (3) puede escribirse en la forma, 


A ”»= BoCoBy, (2) 


donde By, Bo, By, son las matrices indicadas más arriba (1). 
Sea, además, 


el; ¿feo 
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Tene:nos 


g*='g= y gis : 


o | 8 —f 
B 7 0 
Como g € U (2)<> g* = g7, entonces, 3 =a y y =— B. De este 
modo, cualquier matriz g de SU (2) tiene la forma 


A 8) 


Inversamento, si y es una matriz del tipo (3), entonces, evidente- 
mente, g € SU (2) En consecuencia, cada elemento del grupo SU (2) 
gueda determinado univocamente por un par de números complejos 
a, fp, tales, que Ja |? + Pf]? =4.Si se hacen a ==, + ¿Qa, 
PA Bj + ¿Ba com a P, ER, ¿=V—Í, entonces, la condición 
af? +/(PB) =1 escrita en forma 
ata t+Pp+P=1, 
permite decir, que el grupo SU (2) es topológicamente equivalente 
(Romeomorfo) u la esfera S? en el espacio real cuatridimensional R*. 
Prestemos atención a las matrices unitarias 


Y 
3 


ga 


iZ cos A ¿sen Y 
e 0 2 2 

by= ¿ep g= o e ll: (4) 
O e? ¿sen y 08-35 


Como se demuestra en el curso de álgebra lineal (y, en el caso 
dado, sc comprueba inmediatamente), para una matriz unitaria del 
tipo (3) existe una matriz unitaria u tal, que 

g = uby u”* (5) 


t919 


1] A 4 ..Q. 
con =e ?, determinado por la ecuación cuadrática 


A =2a4 +1 =0,. 


Observemos también, que cualquier matriz (3), siendo af + 0, 
puede tomar la forma 
¿2 ¿2 
cos?.e 2 isend., 
2 2 
a (9, 0, y) == bptoby= b-o 


g ÍA 9 
¿sen 7-0 2 cos y -e 


99 |? (6) 


donde 
UZ< y <2x, U<S<0<>%0, -—2LaZ<V< 2x *). 


*) Mús adelante se vorá, que p, 6 y son los mismos ángulos de Euler. 
A las matrices unitarias +8 se las pone on correspondencia a un mismo giro 
a Ro pu eso el codominio de variación de p se restringe al semiintervalo 
(0 2x). 
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Es suficiente hacer 


Ja] =co8 y , Árga= E : [6] =sen 7, Arg P= Ln, 
aprovechando la circunstancia de que cada número complejo z 
se da mediante dos parámetros reales | z | y arg z (Arg z os el valor 
principal del agrumento arg 2). 

Ahora estamos preparados para comenzar a resolver el problema 
fundamenta] de este parágralo. 

3. Epimorfismo SU(2)-> SO(3). En correspondencia a cada vec- 
tor 2 = 2, + 2307 + eze de) espacio euclideo tridimensional R? 
con norma N (2) = 3? + xi + 23, ponemos Ja matriz compleja de 
segundo orden 


L3 Ly¿+ 1Zo 


e 


. ; 7 

Ly¿—]Z2 —2y de 
El espacio Mj de las matrices del tipo (7) está compuesto de todas 
las matrices hermíticas con traza nula ((H. = H», tr H., = 0), ade- 
más, la correspondencia entre los vectores z € R? y las matrices 
H, € M', resulta, evidentemente, biunívoca. En particular, a los 
vectores básicos €,, €, €3 € R? les corresponden las matrices básicas 


Rh, = Her: 
0 1 
, hmm 2 ol. fy= 


h,¡= 
HT, Ez Isha, + toka + Tgltg, 
Mi; == ÁÚ Pas ha» Ry —Ro 


Observemos, que a cada operador linea] V*: H, —1H, en M 
con matriz 4 en la base (8) Je corresponderá un oporador lineal 
totalmente determinado 0D: zx | —y en R? con la misma natriz Á 
en la base e,, €2, €3, por cuanto Hou, = 04H x. Hyrx =Hy + $HUs-. 
Como en el futuro no se usarán otras bases, a veces identificarcmos. 
los operadores con las matrices que les corresponden. 

Sea ahora g un elemento fijo del grupo SU (2). 

Examinemos la aplicación 

Di : Hi gl,g7. (9) 
Como las trazas de matrices semejantes coinciden, entorces, 
tr Dí (4,) =tr H, =0. Además, g* = '$ = g”, por eso 


GHyg Ny" = (gls? = Hg” 
y, en consecuencia, W¿(11,) € M4: 


| Ya Ya T+ ÍY 
Ya — la — Yy 


O 1 
1 0 


10 
0-4 l (8) 


+ 


Dd; (1 ;¿) un |=2%,. 
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donde y = (Yi, Ya, Ys) ER?. De las igualdados definitorias (7) 
y (9), se observa, que 

DWi(Boxy az) =04 0D (MT) Ya Dz (1H ,.o). 
Por lo tanto, la aplicación Dj (respectivamente, D¿) es el operador 
lincal en M; (rospectivamento, en R3). 


Mostremos, que D,: R3=> ¡R? es un operador ortogonal. 
Efoctivamente, 


N(D,(2)) = N (y) =yi + Ys + y3= —det H, = —det Di(H ,)= 
= —det 81,8 = —det A, =314+0443=NM(x), 

o sea, Dd, conserva la norma y, en consecuencia, el producto escalar. 
Hasta ahora no queda claro si cambia v no Y, la orientación del 
espacio (R$ qe dependo del signo del det Do: Sólo sabemos que 
det Q, = +1. 

Como se deduce de la A 

DIO ZA) = E, (22H BET = (818) Ha E182)* = Di,g,(H 2), 


además, V£ es la matriz unidad ortogonal do orden 3 para E = 


1 
= o 1 € SU (2). Por lo tanto, la correspondencia 


Y :g > 0, (0 D*:g > 03) 


es un homomorfismo de SU (2) en O (3). El núcleo Kor D = Ker D* 
está formado de matrices unidades g, para las cuales Dj = Df. 
Con olras palabras 


Ker D = (g €SU (2) | £H = Hg, VH € MD) = 

= (g ESU (2) | 8h, =hyg, 3=1, 2, 3), 
dondo k,, hy, hy son Jas bases (8) espacio Mi. La verificación directa 
muestra que 


a 
e=||_; s 8h =hg, 1<¡<3=>8g= 1 E=>Ker 0O=(+E). 
Echemos usta mirada a las imágenes de las matrices unitarias (4) 
en presencia de un automorfismo de “D. Efectuamos el cálculo para 
0D? en la base (8): 
deta, = (cos p) A; + (sen q) ha, 
boiaby! = (—sen q) hr + (cos q) hz, 
Defesbz" == Ryo 
Por lo tanto (aquí pasamos libremente de D* a D y de las matrices 
a los operadores), D, = B, (véase (1)) es el giro del espacio euclí- 
deo tridimensional R* en el ángulo q alrededor del eje Oz, (o Rh). 
Si se eligon tales y y u, que se cumpla la relación (5), entonces, por 
Cuanto $ es un homomorfismo, tendremos 


D, = D,0, Dj? y  —detD, = det Dd, el «(det D,) == 1. 
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Esto muestra que, efectivamente, D es un homomorfismo de 
SU (2) en SO (3). 

De modo análoyo se verifica, que D¿, = Cy es ol giro a un ángulo 
0 alrededor del eje Oxjo Ahora, para cualquier matriz A € SO (3) 
tenemos 


A=B94C0By= Dig Doo Voy Vhp, chy = Da (7, 8, 4» 


cd is la imagen lin D contiene todo el grupo SO (3), y hemos demost- 
rado e 

TEOREMA 1. El grupo SO (3) es la imagen homomorfa del grupo SU (2) st 
eztste el homomorfismo UD: g >Wyg con núcleo Kerd = (+E). Cada gtro 
de SO (3) responde exactamente a dos operadores unitarios g y —g de SU (2) a. 

4. Representación genmétrica del grupo SO (3). Del teorema 1, se deduce 
inmediatamente c 

COROLARIO. El grupo SO (3) es topulógicamente equivalente (homomorfo) a 
espacio real proyectivo tridimenstonal R(P3). 

Efectivamente, vimos en el punto 2 que los elementos de SU (2) 90 hallan 
on Correspondencia biunívoca con los puntos de la esfera $3 en el ospacio real 
tetradimensional Rs. A los operadores lincales +8 SY (2) les corresponden 
puntos diametral nte opuestos en SY, que con el hormmomorfismo «P se juntan 


(identifican). Se obtiene uno de los modelos del espacio proyectivo R/(p3). || 


£n el curso de álgebra lineal y goometría, el espacio proyectivo R(PN) 
se define como el conjunto do rectas del espacio RT*l que pasan por el origen 
de las coordenadas O. Cada una de estas réctas interseca la csfora unitaria $? 
con centro en O, exactamente en dos puntos diametralmente opuestos. Dando 
uno de estos puntos la recta so determina univocamente. Esto significa, que 
el espacio R(P*) puede sor definido como espacio cociente de la esfera unitaria 
Sn de R?*1, en relación a la equivalencia establecida para los puntos diamatral- 
mente opuestos de la esfera Sr. En nuestro problema no cntra ahora la tarea 
de topología en R(PRT), 

Hemos llegado a un resultado relativamente inosporado. En la esfera S* 
y on ol espacio proyoctivo R (P3) ue establecen estructuras de grupo: en el pri- 
mer caso SU(2), en el segundo SO(3). Cuiúlquior intento de dar la estructura 
de un grupo continuo on $2 0 cn 2 (P?) sufrirá un fracaso (resultado que no 
tiene vinculación con nuestro toma). 

De acuerdo con el teorema 1 y 8u corolario, el grupo Ai es tdos veces 
menor» que SU(2). La existencia del epimorfismo SU(2) > SO( e natural 
el preguntar sobre la existencia del monomortismo S0O(3) > SU(2). Veremos 
en el cap. 8, que la respuosta a esto interrogante es negativa. 


EJERCICIOS 


1. Llenar las lagunas en la demostración del teorema 1, o sea, comprobar 
ofoctivamente (sin citar el curso de álgebra lineal y geometría) todas las peque- 
ñas afirmaciones, comenzando con la igualdad (2). 

2. Utilizando la de dir goométrica del grupo SU(2), mostrar que 

(0, 1, 0, 0) (0, 0, 1, 0) = (0, 0, 0, 1) (0, 0, 1, 0) + (0, 4, 0, 0). 
(producto de puntos en $3). Los mismos puntos (0, 1, 0, 0), (0, O, 4, 0), 
examinados en R (P*), son permutables. 

Mostrar, que si los coeficientes de las matrices unidades 


t t £ t 
cos 7 L3en C08 7  —3eN 
Ki (0= . Ka (1) 1? 
sen 3 603 sen ia 
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0 e 


se diferencian con respecto a £ haciendo luego t = O, entonces, se obtienen las 
matricos 


O 4 
2 1 


1 4 


i 1 ÚÓ 1 ¿ 
==>3 Ah, K,=->+ | e? == 


A op 
A+ ||; _1l= ges 
que conforman la base dol espacio Mz de las matrices hermíticas antistmétricas 


x =| TES 
k2+ tk —iky 


con traza nula: KY=-—X,trK 0, 


, kjER, 
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1. Los homomorfismos G—> S(Q). Para nosotros, la teoría de 
grupos comenzó en el capítulo 4 con ejemplos de grupos de trans- 
formaciones, los subgrupos del grupo S (0) de todas aas aplicaciones 
biunívocas del conjunto $ en sí mismo. Esta forma de acceder al 
tema, respondo al camino histórico por el que se desarrolló esta 
teoría, y al significado que los grupos do transformaciones tienen 
en otras parties de las matemáticas. La llamada teoría abstracta de 
los grupos, fruto de una época posterior (primera mitad de nuestro 
siglo), se alejó de Jos grupos de transformaciones, pero muchos de 
sus conceptos llevan lo marca de los viejos tiempos. Precisamente, 
la fuente de esos conceptos la hallamos en la idea de realización 
(representación) del grupo dado G en S (9), donde Q es un conjunto 
clegido adecuadamente. Es cómodo contender como realización de 
G en $ (8%), cualquier hbomomorfismo VD: G=>- S (8). Si D, es una 
transformación de S (Q), que responde al clemento g € G, entonces, 
D =epg es la transformación unitaria 2> Q y O, = O, > D,; 
£. REG. La imagen Q, (zx) del punto (elemento) z € Q respecto a la 
transformación Q, frecuentemente se designa simplemente con el 
simbolo g%, lo que da lugar a hablar sobre las aplicaciones (g, 1) 
=> gx del producto cartesiano (G, Q) en £2. Sería más correcto escribir 
goxog*z, para que no hubiese confusiones con la multiplicación 
en G pero en la mayoría do los casos no es necesario. Las propiedades 
do la translormación V,, antes señaladas, se escriben en la forma 


(i) e =x T € 2, 


(ii) (gh)x=8g(tx), g, hEc. 
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Cada vez, cuando so ticno la aplicación (g, 2) > yz del producto 
cartesiano G X Q en 9, que satisface Jas propiedades (i), (ii), se 
dice que el grupo;opera (a la izquierda), sobre el conjunto Q, y que 
2 es un G-conjunto. Por otra parte, teniendo un G-conjunto 4, por 
medio do la fórmula 

0, (1) =gt, ZEN, 


definimos una aplicación 0, : £—> Q, para cada 9 E (7, además, de 
(i), (ii), se deduce, que D: g-—Wy será un homomorfismo de G 
sobre S (682). También se dice (en especial, cuando | (2 | < 00), que 
con Ja operación de G sobre (2 so asocia la representación (D, Q) del 
grupo G en el grupo de permutaciones. El núcleu Ker (PD se llama 
núcleo de operación del grupo G. Si Dd es un monomorftismo (de otro 
modo: si gr =x, VE 0D => g = e), entonces, se dice que el grupo 
G opera efectivamente sobre el conjunto Y. 

OBSERVACION. Cada operación de G en Q induce la operación de 
GenQ* =N Xx... X 9 por la regla evidenle: g-(%i, . . .» Th) = 
== (81, ..., £Tr). Además, se tiene la operación inducida de 
sobro el conjunto de todos los subconjuntos ¿P (N) (véase el ejercicio 
4,58 5 del cap. 1). Hacemos g Y = PH, y si 7 es un subconjunto no 
vacío en $2, entonces, g7 = fgt | € T). Las propiedades (i), (il) 
se verifican inmediatamente. Es fácil comprender que 7 y g7 tienen 
igual potencia, puesto que (— indice la operación sobre los subcon- 
juntos equipotentes. 

2. Orbitas y subgrupos estacionarios de puntos. Dos puntos x, 
x' € Q se llaman equivalentes cou relación al grupo €, que opera 
sobre 9%, si x” = gx para algún elemento r EG. Las propiedades de 
reflexibilidad, simetría y Lransitividad, obtenidas fucilmente cun 
ayuda de (i), (ii) (véase el p. 1), muestran, que estunios en presencia 
de verdaderas relaciones de equivalencia. que dividen $ en clases 
disjuntas de oquivalencia. A estas clases de equivalencia so adopta 
lMamarlas G-órbitas. Jia Órbita contenedora del elemento z, € 2, es 
natural designarla con cl] símbolo G (zp); de ese mudo, ( (29) = 
= [gz, | g € G). También se emplean, sin embargo, obras notaciones, 
que subrayan las particularidades de una u otra operación de € 
en Q. El concepto de órbita se tomó de la geomotría. Si, por ejemplo, 
G = SO (2) es un grupo de rotaciones en un plano alrededor del 
punlo de origen O, entonces, la circunferencia con centro en O, que 
pasa por P, servirá de órbita del punto P, y el conjunto € == e? 
será la unión de las circunferoncias concéntrias, inclnyendo la de 
radio nulo (el punto O). Para nosotros, el concepto «de órbita lampoco 
es nuevo. Lo utilizamos on el cap. 4 para la descuimposición de la 
permutación € S, en un producto de ciclos independiontes. En 
calidad de G se tomó el grupo cíclico (1). 

Sea zy un punto fijo en €. Examinemos el conjunto 


St (10) = [g EG | gxp = zp Cf. 
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Como ezo = Zo, y 8, RESt (xo) > gh”? E St (2,), entonces, St (xp) 
es un subgrupo en €. Este se denomina subgrupo estacionario (o esta- 
bilizador) en € del punto z, € L y frecuentemente se anota con el 
simbolo Gx,. Para la operación antes considerada del grupo SO (2) 
sobre R? tenemos St (O) = 80 (2) y St (P) =e, si P 20, En el 


caso general 
gr = gay <> gg ESt (10) <> £” € E St (29). 


En consecuencia, las clases adjuntas para la izquierda g St (xo) 
del grupo G respecto al subgrupo estacionario St (xp), se encuentran 
en correspondencia biunívoca con los puntos de la órbita G (xp). En 


particular, 
Gard G (x,) = Card (G/St (x,)) = (G: St (zo). (1) 


Aquí, como antes, G/St (zp), cs el conjunto cociente de G respecto 
a St (20), y (G : St (zo)) es el índice del subgrupo St (z,) en G. 
La potencia Card G (x,) rmuuchas veces se llama longitud de la G-órhi- 
la del punto zo. 

De (1) y del teorema de Lagravge se deduce, que la longitud de 
cuulquier órbita con relación al grupo finito G, es divisor del orden del 
grupo. 

Prestemos también atención al hecho de que el punto zx, en la 
parte derecha de las relaciones (1) puede ser sustituido por cua)- 
quier punto zy € G (xp). En efecio, 


Card G (xp) = Card G (27) = (G : St (x5)). 


Una afirmación más contundonte sobre los subgrupos estacionarios 
consiste en lo siguiente. Sea 1. = £x7. Entonces 


St (127, = St (2924 = 4 = 8Zo, 


de donde 
E7St (24) Exp = Toy o Sea, g7St (rg St (ro). 
Análogamente, 
g St (2)g87*< St (1), 
por cuanto 


St (10) lx, = St (ro)zo = Zo = 8x5. 
Esto significa, que tienen lugar las ignaldades 
St (29) = £St (2o)g? = ¿ghg” | h E St (2p)). 
En el espiritu del ejemplo 1, considerado inás abajo, dos subgrupos 
IP, 1 <G se Haman conjugados, si H' = glfg-* para algún g EG. 
lExpresemos los resultados obtenidos en forina de teorema: 


TFTOREMA 1. Sea que el grupo GC opera sobre el conjunto $. Si dos 
puntos To, x=. € YN están situados en una órbita, entonces, los subgrupos 
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estacionarios de ambos, son conjugados: 
Ly = gp > St (2o)" = 8 SL (10)8 7. 
Si, luego, G es un grupo finito, y 
Q=202U QU-...U Y, 


es una particulación de Y cun un número finito de órbitas con los 
representantes Z,, Ya, - . ., Ty, ENfonces, 


¡21=2 (6: ST(x)) Y (2) 


La fórmula (2) sirve de base para muchos aplicaciones del «método 
de órbitas» a los grupos finitos. 

3. Ejemplos de operaciones de los grupos cn los conjuntos. Nos 
detendremos sólo en ejemplos, propiamente referidos a la teoría 
do los grupos. 

EJEMPLO 1. (operación por conjugación). En 9% = G se defino la 
operación de cualquier elemento g € G mediante Ja fórmula 


> [y (1) = g1g?, VxeG. 


Se podría haber escrito g o z = gxg”*, pero hemos preferido utilizar 
nuestra vieja notación del p. 2,83 cap. 4 para el automorfismo inter- 
no /¿, que corresponde al elemento g EG. 

La operación :g, identificada con la operación /, € Inn (G), se 
llama por conjugación (o por transformación). Le sirve de núcleo cel 
centro del grupo G: 


Z(G)= (EG |f¿(2) =2% VEeEG) =1Z EG ]zg — gz, Ve €G). 


La órbita del elemento z € G = Q, denotada aquí con el símbolo z6, 
se llama clase de elementos conjugados, o sencillamente, clase conjugada 
contenedora de zx. Si a, dE x6, entonces, a veces se escribe a b. 


G 

Vara el subgrupo estacionario St (2), llamado en este caso centrali- 
zador del elemento x, con más frecuencia Se emplea la denotación 
C (2) lo Co (2), si en necesario separar el prupo G). 

La operación por conjugación, de acuerdo con la observación. 
al final del p. 4, se traslada a los subconjuntos y subgrupos en G. 
Dos subconjuntos 1H, TG son conjugados, si T — glfg-! para 
algún 1€G. Sea H un subgrupo en G. Se acostumbra decir, que 


N (UH) =St(H) = (g€G |gHg = 0) 


es el normalizador del subgrupo 77 en G. En particular, A < G (H es 
un subgrupo normal en 6), si N (8) =G, lo que está de acardo con 
Jas definiciones del cap. 4. En correspondencia con Jas relaciones (1), 
la longitud de la órbila 11% (número de subgrupos conjugados con HH) 


coincide con el índice del normalizador N (H) en G. a 
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Sean, luego, G el grupo finito y xf,..., z£, sus clases conjuga- 


das, además, Jas q primeras de ellas sun unielementales: 


E zo), i=1, e...) q (1, =e). 


Entonces, Z (G) = [tj, Lg, +». «, %g), y las relaciones (1) y (2) se 
reescriben on la forma 


Ixó]=(G: C (x2,); (17) 
[61=12(G| + 2 ¿(GC (21). (2) 


Sea, digomos, 6 = S,. Entonces, r = 3, q = 1 (o sea, Z (S)) = e) y 
Sa == (e) U (12), (13), (23)) U (0123), (132) 

es la partición de S, en clases conjugadas. Las dimonsiones de estas 
clases (longitudes de las órbitas) dividen al 6 = | $3 |, como lo 
prescribe la relación (1”). La relación (2') conduco inmediatamente 
a la siguiento afirmación interesante. 

TEOREMA 2. Cualquier p-grupo finito G (grupo de orden p” >, 
p es un mimero primo) posee un centro Z (G) zh e. 

DEMOSTRACION. Si G es un grupo abeliano, entonces, G = Z (G 
y no hay nada que demostrar. En caso contrario r >q,(G :C (X)) = 


= p"!, n/>1 cuando ¿> q, y la relación (2), recscrita en la forma 


p"=1Z (61 + Y pr, 
ímaq-+1 


muestra, que |Z (G) | se divide por p. 
La existencia del p-grupo no abeliano es fácil de establecer. Es 
suficiente examinar el grupo de las matrices triangulares superiores 


t a c 
»-| O 41 bilja, db, .<2,) 
0.0 41 


con coeficientes en un campo finito de p elementos. 

FJEMPLO 2. (traslación). La aplicación £,¿: G= G, definida por 
la fórmula £. (g) = ag, que utilizamos en la demostración del teore- 
ma de Caylay (véase el $ 3 del cap. 4), con frecuencia es llamada 
traslación por la izquierda en «. Como eg = g y (ab) g = a (bg), en- 
tonces, Jas Lraslacionos por la izquiorda provocan la operación de G 
en sí mismo, y ésta induce la operación en los subconjuntos del 
grupo G. Soun, en particular, E cel subgrupo y G/H el conjunto de 
las clases adjuntas por la izquierda respecto a glT, g EG. 

Es claro, que la aplicación 


(1, ¿H) > g (8H) = 28 A 
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detersuina la operación L% del grupo G en G:i/7. El núcleo Ker ¿4 
de esta operación es el conjunto (fr €G 11% (1) =g0, We EG) = 
= (EG |L2 (4H) =gH, Vg EG) = (2€6G, 28H — gH. Ne EG), 
Con otras palabras, x € Ker L9<=> gtxg € H para todas g€G 
o, lo que es equivalente, z E gHg, Ve EC. 
De este modo, 


Ker£*=(M (Hf 
8E6 


es e] mayor subgrupo normal del grupo G, conlenido en //. La efec- 
tividad de la operación de G en G/H es equivalente a la ausencia del 
subgrupo KC H, Kk %e, normal en G. 

En todo caso, cualquier subgrupo /f de indice n en G puede 
usarse para la representación (£%, G/H) del grupo (+ con permuta- 
ciones LY en las clases adjuntas G respecto a 4H. Esta representación 
(posiblemente, no exacta) es mucho más económica que la obtenida 
mediante el empleo del teorema de Cayley. 

EJEMPLO 3. (grupos !ransitivos). ll grupo de las permutaciones 
G< Sn, que opera en el conjunto Q = (1, 2, ..., n), se llama 
transitivo, si la órbita G, de algún (cn consecuencia, Cualquier) 
punto ¿€ Q coincide con $2. Con otras palabras, la operación G X 
Xx > Q es transiltiva en Q cuando para cada par de puntos ¿,j EQ 
se halla por lo menos un elemento g € G con g (1) =]. 

Sea Q(%'l una colección de subconjuntos k-elemontales ordenados 
en €. El grupo G, que opera en $, induce la operación cn QU, si, 
además. tiene lugar la transitividad en QU). entonces G, se llama 
k-transitivo on Y. Digamos, el grupo simétrico S, es r -transitivo 
en 2, y el grupo alternativo A,, es (n — 2) — transitivo. 

Cualquier grupo G opera con transitividad en el conjunto G/H 
de las clases adjuntas por la izquierda ( respecto a / (véase el 
ejemplo 2). Efectivamente, si g¿H, gy1f7 son clases adjuntas, enlonces, 
8187' (8¡[T) = g HT. Con más razón es sorprendente, que sobre los 
grupos k-transitivos para k > 5% se Sabe muy poco. Existe incluso 
una hipótesis de C. Jordan (no demostrada) de hace más de un 
siglo, que tales grupos son sólo dos: S, y Ap. 

Nos disponemos a Obtener curiosos resultados cuantitativos 
sobre los grupos transitivos, que nos serán necesarios en adelante. 
Sea G un grupo transitivo en 9, El grupo estacionario St (¿) del punto 
¿ € Q lo designamos con el simbolo G,. Sabemos (véase el teorema 1), 
que si ¿ = g, (1): ontonces, G;¡ = 8,6383, ¿ — 1,2,...,n (g, = €). 
Además, se puede tomar los elementos g; en calidad de representan- 
tes de las clases adjuntas por la izquierda G respecto a G;: 


G=GJU g£g6GU...U g,6,. (3) 
En particular, |G | = 2 |G, |, lo que concuerda con Jos resultados 
generales sobre las longitudes de las órbitas (véase el p. 2). 
18—0392 
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TEOREMA 3. Sea G un grupo transitivo en Q, y, para cualquier 
g EG sea N (g) el número de puntos en 9, que quedan en sus lugares 
para la operación de g. Entonces: 
(1) Y N (2) = 16 | (dividiendo ambos miembros de la igualdad 
EG 


£ 
(i) por |G |, obtenemos, que «en promedio» cada elemento deja fijo 
un punto); 

(14) si G— es un grupo 2-transitivo, entonces, 


2, N (g=2]61. 
g£6 

DEMOSTRACION. (i). Tenemos. 
2 N (8= Y T(), 
KEG 3=0 


dondo T (7) es e) número de elenientos en G, que dejan el símbolo j 
en su lugar. Con otras palabras, I' (f) = [Gy |]. Pero, en virtud de 
la transitividad |G ¿| = 186,3 | = 16, |, donde gy se han tomado 
de la descomposición (3). En consecuencia. 


” n 
2 N(g)= 2, 16,|=2) 16,1=2 |6,] !1 16]. 
gEeG Ju) Jul 


(ii) La condición de 2-transitividad de G significa, que en el 
conjunto (2, — 2 (1) el subgrupo estacionario G, opera con tran- 
sitividad, v sea, las G,-órbitas serán (1) y 92,. Sea N” (+) el número 
de puntos en Q,, inmóviles durante la operación z € G,. La relación 
(i) empleada en el par (G,, 2,), da 


Y N (2)=16,1. 
xé61 


Como N (2) =-- 1 + N” (x) para zx € G, (se agrega el punto 1), enton- 
ces, tenemos 


2, N(2)=2/6,]" 
xc Cy 


Iguales relaciones son válides para todos los restantes G;: 
Sumando con respecto a j, obtenemos 

n 

22 N(2)=2n]G,|=2161. 


J=l xEG y 


A la izquierda N (2) se considera de a uno para Cadu subgrupo Gy 
que contiene a 2. Pero, x deja en sus lugares N (x) puntos y, por 
consiguiente, está contenida exactamente en N (2) subgrupos G). 
Estu significa, que cada elemento z aporta a la suma el término 
N (2)?. Por otra parte, cuaJquier elemento y € G, no contenido en 
la unión UC, permuta todos Jos puntos, así que N (y) = 0. Por 
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eso, se puede escribir la relación 


> N(g=) > N(2)=2/6]. | 
E€G 1x6; 


4. Espacios bomogéncos. Para la geometría tiene especial interés el caso, 
cuando $ es un espacio topológico (por ejemplo, la recta E u la esfera S%, G es 
un grupo llamado, continuo (o tepológico), y la operación (g, 7) — gz se somete 
a la exigencia razunablc: 

(i51) f (g, 2) = gx es función continua de dos variables g y z. Tol grupo G, 
que opera en ( de tal modo que se cumplen las propiedades (1), (ii) del p. 1 
y la (111), se llama grupo de movimientos del espacio (2. Con esto, pueden haber 
movimientos que conserven aJguna métrica en €. El espacio £ se llama homo- 
géneo, si G opera en $ transitivamente en el sentido del ejemplo 3, u sea, si 
todos los puntos de $ pertenecen a una G-órbita. 

Do los razonamiontos generales de los puntos 3 y 2 es claro, que se tiene 
corrospondencia biunívoca entro los puntos del cspacio homogéneo R y las 
clases adjuntas G respecto a uno de los subgrupos estacionarios HF. Adomás, al 
movimiento g € G del espacio £2 le corresponde la aplicación g'4 — gg'H 
en el conjunto G/Hf. 

Examinemos desde un nuevo punto de vista el ejemplo del grupo SO(3), 
que cunocemos bien del $ 1. Es cómodo para el grupo SO(3) representarse como 
operando en la esfera bidimensional $3 de radio unidad. Evidentemente, a cu- 
alquier par de puntos P, Q € Si le corresponde algún movimiento (rotación), 
que traslada P a Q, sea, S? es un espacio homogéneo con el grupo de movimien- 
tos SO(3). El subgrupo estacionario .St(P) do cualquier punto P € S* deja 
inmóvil todo el eje que pasa por P y por el centro O de la esfera. Por eso, St (P) e 
= $0 (2) es un grupo de rotaciones del pino rpendicular al eje OP. 

Como los elementos del grupo SO (2) se identifican con los puntos de la 
circunferencia S? de radio unidad, entonces, el grupo SO(3) puede representarse 
en forma de pastel hojaldrado, cuyas capas con circulos unidades, «numerados» 
con los puntos de la esfera bidimensional SO (3)/5* = $3, En este caso se habla 
sobre la estratificación (o proyección de p: SO (3) > $?) con base $? y estrato 
pl (P) = S!, PE S?, El sentido exacto de todos estos conceptos se explica 
en los cursos de geometría y topología, por eso nos limitamos a lo expresado, 


EJERCICIOS 


1. Sean O y 0”, homomorfismos del grupo G eohre S (Q) y S (Q”), respecti- 
vamente. Entonces, las oporaciones definidas por los mismos en Q y en N” 
se llaman equivalentes, si existe la aplicación biyectiva a: Q — Q” que hace 
conmutativo el diagrama 


para todo g € G. De este modo, Pg = 00.a=l, Demostrar, que cada operación 
transitiva del grupo G es cquivalente a la óporación de G en las clases adjuntas 
por la izquierda respocto a algún subgrupo PH. (Indicación. omar en calidad 
de H el subgrupo estacionario G; del punto 1 E Q, utilizar la descomposición 
(3) y hacer o lo = g,/6,.) 

2. Haciendo hincapié“en cl teorema 2, demostrar, que todos los grupos 
de orden p* (p es número primo) son abelíanos. 
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3. Mostrar, que el ceutro del grupo P, citado al final del ejemplo 1, tiene 
ide 
Dd41U 


la forma 
2001 Lezo). 
0 0 4 


Hallar las clases conjugadas del grupo P (Fndicación. Tener en cuenta, que todos 
los eleruentos del grapo 2 tienen la forma 


ni 11.0 100 1.04 
g=4 BC", donde A4=|0 1 ol, B=lo 1 4[|, c=fo 1 ol; 
0.041 0 04 0.014 


sig 6 Z (P). entonces, Cp (8) = (8) £ (G), | Cp (1 = p?.,) 

4. Sea 1 un número natural. Escrihámoslo en forma de la suma n = n; + 
+ñm+.-- + My COM 333... tm >1. El número de todas estas 
particiones con m == 1, 2, ... lo designamos por medio de p (n), de tal mudo 
que p (3) = 3, p (4) = Y, etc. La descomposición 1 = 3qMp ... Tm de cada 
ii 1 € $, en el producto de los ciclos independientes (véase el $ 2 

el cap. 4) determina univocamente la partición dol número na. Mostrar, que 
las clases conjugadas del grupo S, se hallan en correspondencia biyoctiva con 
las particiones del número n. ((ndicación. SiO € Sh y 7T= My -. . Sp, Cntonces, 
Ing = gr? ... Op 07?; luego, 0-(ipig ... dx)-07! == (6 (1,) 0 (ig)... 
+. . 6 (i2)) para cualquier ciclo (igig - . . tg) de longitud k). 

5. sea que li permutación x € 3, se escribe en forma de producto de r 
ciclos de longitud 1, s ciclos de longitud 2, t ciclos de longitud 3, etc., así que 


new r+42s314+ ... Mostrar, que la potencla de la clase conjugada en 
Sn. que contiene Ja permutación x, so expresa por la fórmula 
$ n! 
MO AB 


6. Sea que ol grnpo G opera en el conjunto SY. Llamemos al subconjunto 
IT <Q tnvariante respecto a G (0 G—invariante), si gr € P para todo g€G 
y z € T. Por ejemplo, con las operaciones SO(2) X R3= R?, resultan conjuntos 


invariantes los anillos concéntricos. Mostrar, que cualquier subconjunto inva- 
riante respecto a € es una unión de órbitas, además, la G—órbita de cualquior 
elemento 7 € £ no es otra cosa que el menor subconjunto invarian e, contenedor 
de z. 

7. Mostrar, qno para el grupo G con subgrupo ¿f, la operación H x G —=G, 
definida por la traslación (%, g)->hg, da una partición de G en clases adjuntas 
por la derecha € con relación a H. 

8. Modificando la domostración del teorema 1, obtenar la relación 


r(6:)==37 Y Ni, 
2E€6 
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donde r (G : Q) es el número de úrbitas del grupo de permutaciones 6 que opera 
en el conjunto O. (Indicación. En la suma SN (g) cada elemento « € Q so cuenta 
| St (x) | veces. Por lo tanto, los elementos. que están en una misma a hd 
x=, Ofectúan un aporte en SN (2). igual a (0: St) x 1 5St()]|=|61). 
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Este parágrafo, en especial el p. 1, presenta algunas dificulta- 
des, y al mismo hay que regresar reprotidas voces, para asimilar on 
ejemplos concretos un pequeño número de conceptos abstractos. 

1. Teoremas generales sobre los homomorfismos de grupos. Vi- 
mos en el $ 4 del cap. 4, que a cada subgrupo normal K del grupo G 
se asocia cierto nuevo grupo G/K, que fue Jlamado grupo cociente 
del prupo G respecto a K. Así, junto con el epimorfismo (P: SU (2) > 
—> SO (3), descrito en el $ £, es natural introducir el grupo cociente 
SU (2/14 E) y compararlo con Ja imagen Im Y -= 50 (3). Es 
fácil darse cuenta, que SU (2)/(+4) == SO (3), pero, para no repetir 
cada vez los razohumientos, es útil establecer una serie de hechos 
comunes, sobre los subgrupos, homomorfismos y grupos cocientes. 
En adelante, la escritura K < G significa, que XK es un subgrupo 
normal en G. 

TEOREMA 1. (leorema fundamental sobre los homomorfismos). 
Seu q: G— II un homomorfismo de los grupos con núcleo K «<= Ker q. 
Entonces, K es un subgrupo normal en Gy G¡K zx Im y. Reciproca- 
mente, si K <] G, entonces, existen un grupo IE (precisumente, G!K) 
y el epimorfismo xn: G—> H, cuyo micleo coincide con K (a frecuente- 
mente se llama aplicación natural u homomorfismo natural). 

DEMOSTRACION. Ya sabemos, que Koer q = K <G Definemos la 
aplicación q: GIK—= IT, haciendo 


p (£K) = y (8). 


Si g,K = £g,K, entonces, 8712, € K, q (gg, == e y, en _CONSecuen- 
cia, p (81) = Y (82), y esto significa, que la aplicación «p está defi- 
nida correctamente (o sea, no depende de la elección del representan- 
te de la clase adjunta). Como 9 (2,K-g,K) = Y (£,82K) = 0 (£182) = 
= y (809 (22) = e (81K) q (g,K), entonces, q es un homomorfismo. 
Efectivamente, q es un monomorfismo, , Porque de q A == w(2,K) 
se deduce y (2) = q (82), do donde q (87, X £z) —- e, 572 E K y 
g¡K = g,¿K. Es también que claro, que Imp = Jm q. Por eso, q resulta 
el hisomorfismo buscadu G/K en la Im q. 

Recíprocamente, sea K <1G. Tomemos en calidad de x la fun- 
ción quo confronta a cualquier elemento de G su clase adjunta res- 
pecto a K, o sea, hagamos a (g) = gK. Es claro, que todas las 
propiedades exigidas se cumplen. 
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Corresponde observar, que prefijando el uúcleo, el homomorfismo 
se determina no unívocamente. Por ejemplo, los automorfismos 
E > 3y £ 27? de un grupo abeliano de orden primo p > 2 son 
diferentes, pero sus núcleos coinciden (=e). 

Teniendo el homomorfismo p: G—=— G, y el subgrupo HC GC. 
es natural echarle una mirada a la limitación p y y a la imugon del 
subgrupo Jf con relación a este homomorfismo. El teorema siguiente, 
simplifica cunsiderablemente el análisis de todas las situaciones 
posibles. 

TEOREMa 2 (primer teorema sobre el isomorfismo). Sean, el grupo 
G y sus subgrupos TÍ y K, además, K es normal en G. Entonces, HK == 
= KIT es un subgrupo en G, contenedor de K. Luego, la intersección 
BR NK es un subgrupo normal en 1H, y la aplicación 


p:hkhKr> hn K) 
es un isomorfismo de los grupos: 
HKIK es HH (q) K. 


DEMOSTRACION. La condición K < G, reescrita en la forma gK = 
Kg, E €G. siguifica, en particular, que hK = Kh para todo 
hE€H. El conjunto HK = (fhk|kh€ H, k€ K) se compone de un 
cierto número de clases adjuntas kK : [TK = U, kK. Sustituyendo 
h€ 
aquí »+K por Ah, llegamos a la igualdad 


HK=UAK= UY Kh=KH. 
ne H hEH 

Es evidente, que el clemento unidad e, contenido en H y K, también 
se contieno on AK. Luego, (Ak)"* = k-"h-1 = h-* (hkh-)-1 € HK, 
por eso, los inversos de todos Jos elementos de FK, se encuentran en 
HK. Finalmente, AK Xx HK == HU -KM.K =HHK .K =BHBXK, o 
sea, el conjunto JK es cerado con respecto a la multiplicación. 
Vemos, que e) subconjunto HK ( es un subgrupo on G. 

Como KCHKE y K<XG=>K_UMHK, entonces, tiene sentido 
hablar sobre el grupo cociente HK!K. Sean, 1: G> G/K un epimor- 
fismo natural y, tp: Y ]i7 da limitación de nen Af. Su imagen [m Ty 
está compuesta de las clases udjuntas hX, h € II, o sea, de todas 
las clases adjuntas de G respecto a K, qu tienen representantes en 17 
Con otras palabras, Im xy = HK/K. Y bien, tenemos el epimor- 
fismo 

To: HH HKiK. 


Su núcleo Ker 1, se compone de Á € ff, para los cuales 1, (A) = 
ss hK ==" K es unidad cn AK/K. Pero, hAKK =K==>h€eHEHNA, 
de donde, Ker 1, = XT NM K. Como cualquier núcleo de hornomortis- 
mo, HF (A es subgrupo normal en H (esto, sin esfuerzo, se 
comprueba inmediala mente). 
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Según el teorema fundamental sobre homomorfismos (teorema 1) 
la correspondencia o: 2R(HMNX) => o (h) =hK, establece el 
isomarfismo H/H N K es HKiK. Como 2, es una aplicación bi- 
yectiva, entonces, p = q AK—=>h(H MK) también os isomorfismo 
de los grupos HK/K y HH nKk. Ml 

Ya que se tiene un primer teorema sobre el isomorfismo, deberá 
existir un segundo. Así es, pero formularemos su variante simplifi- 
cada, que tiene un nombre especial. 

TEOREMA 3. (leorema sobre la correspondencia). Sean, el grupo G 
y sus subrrupos H y K, además, K 4G y k< H. Entonces, H = 
= HiK es un subgrupo en G=G/K y 1*: H> H es una aplicación 
biyectiva del conjunto Q (G, K) de los subgrupos en G, contenedores de K, 
sobre el conjunto € (G) de todos los subgrupos del grupo G. Si IT € 
€ Q(G, K), entonces, H < G <> HB <46G, además 


GH GH = (GC KMHIO. 


DEMOSTRACION. Sea H E (G, K). De la definición de G/K surge 

inmediatamente que F/K es un subgrupo en G/K. A fin de con- 
vencerse de la inyeclividad de la aplicación n* : H-> H, examinemos 
dos subgrupos H,, H¿€ Q (G, K), a Po cuales H¡'K = Hy¿!K. 
Entonces, h,ElT, —h¡K =h,K, h,€EH,=>h, =hak, y, como 
KC iF,, entonces, kh, E Ha, de donde, Hf, < H.. Análogamente se 
comprueba la inclusión Y, H,. Por lo tanto. lí 1 =H.. 
_ Establecemos ahora la sobroyectividad de la aplicación 1*. Sean, 
H EQ (GC) y H el conjunto de tales elementos en G, de Jos cuales se 
componen todas las clases adjuntas respectoa A, que son elementos 
del grupo AC G. Entonces, en particular, KC H y a, DE A =>ak, 
bKEH= abK =aKbKEH =>abEH ya € H=>aKceH => ak = 
= (aK)-* € H =>a"*'€H. Por lo tanto Y es un subgrupo cn G, 
además, H = HIK (por lo común, H se llama preimagen en G del 
subgrupo H EG). o 

Es suficientemente evidente la iplicación HE Q(G, K), H < 
<4G6=>Hf <(G, que se deduce formalmente de las igualdades 
EgK HK (gK)" = ghgK =»K € H para todo g€G. h € H. Pero, 
por las mismas razones 17 3G=>ghg"K = gK-UK (gK)* <= 
= h'K w> ghg € H > IT < GC. 

Finalmente, en la situación HE Q(G, K), H <G, según lo 
demostrado, se pueden examinar dos cpimorfismos naturales 


n:G>G/K; 1:6 >6G/1 
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te) — £H. donde g = gK € (C) y la composición de los mismos 
es el epimorfistmo 
o=non=G—>G/H, 


definido por la regla 0(g = a (g) a gH. Tenemos: Kera = 

=igE€EG|0(g=H)= (8 EG 18€ H) =(8 EC |gK = hK para 
algún k € Hy += H. En consecuencia, según el teorema fundamental 
sobre Jos hamomorfismos, la aplicación, glT — glIT resulta un iso- 


morfismo entre G/H1 y GH. A 


EJEMPLO 1 Sea rn = dm un número natural con divisor d > 1. Evidente- 
monte, r£ c ¿7. y la aplicación z-> dr + nZ es un epimorfismo de los grupos 
aditivos: 

T=>dianr= (d+ nf|1=0,1, .... m—ái) 


con núcleo mZ. Según el teorema 1 tenemos el isomorfismo 
Pin = FimZ <= di/n2 
(lo que yu está Jo suficientemente claro). Con ayuda del teorema 3 hallamos 
107 (E IRI)AUZ RT), osea, Z¿ 2% ZalZm. 


Recordundo el teorema 5, $ 3, cap. 4, llegamos a la afirmación, de que 
todos los subgrupos y grupos cocientes de un grupo ctelico también san grupos cícli- 
cos. 

Este resultado puede oblenerse, es claro, prescindiendo del teorema snbre 
Jos homomorfismos. 

EJEMPLO 2. En el grupo simétrico $,, separemos los subgrupos: 

Va = dle. (12) (34), (13) (24), (14) (23)) < S, (véase el ejercicio 4 del $ 2). 
Sq = (e (12), (13), (23), (123), (132)) 

(on este caso, Sy es el subgrupo estacionario del punto i = 4). Como, evidente- 
mente, Sy N Y, == e, entonces, según ol tevrema 2, para el subgrupo ¿f = 


= SgV,, Lenommos 
HIV, [27 Sya/Sy n Y, = AA 


ln particular, 1 17 | =| V|¿1 Sgl = 24, o sea, H = S,. Y bien, S, posee un 
subgrupo, isomorfo a 5, y análogo al grupo cociente. Ermpleando el teorema 3, 
ohtenemos la descripción del conjunto 9 (S¿, V,) de los subgrupus en S,, conte- 
eE de Py: (12) (ay) (1259) 
AS.) = (Y (02 Es (13 E. (23) Uy Al = (0123) Va Si) 
Prestemos atención al hecho de que hara cualquier divisor d del e 24 en 
S¿ 80 Llene por lo menos un subgrupo de orden q. En particular, existen exacta- 
mente cuatro subgrupos ((123)), g124)), (134), dl234)) de orden 3 y tres 
subgrupos ((2)2 Fy ((131) Y,, ((23)> Y, de orden 8 (los llamados subgrupos 
3-siluv y 2-silov). Los propios grupos normales (o sea, ys e y S,) son sólo dos: 
Va y Ay 

Efectivamente, si KI] S, y K NV, +<e, entonces, K > V,, porque los 
elementos no nnitarios en V, son lodos conjugados con relación a S,. Dirigiéndo- 
se al conjunto Q (S, , V¿) vomos, que XK = F,¿0A,¿ YsiKNV,¿=e Kx+*e, 


entonces 
K DS,» VDS,>kxF DS, 


y sólo que a aceptar, que KV, = Sy, K = Sy. Pero, Sy contiene una trasposi- 
ción, y todas las trasposiciones son conjugadas en S¿ y engendran S,. Por otra 
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parto, ellas deben estar contenidas en K. La contradicción obtenida muestra 
que el caso K (1 Y, = e es isnposi ble. 


2. Grupos resolubles. La cxpresión 
le, y] = xyz"ty”!, 


llamada cormutador de los elementos x, y del grupo (s, sirva de 
término corroctor, necesario para cambiar los Ingnres de rey: 


ay =Í[x, y) yz. 


Si zx e y son permutablos, enlonces, lx, yl = e. Es intuitivamente 
claro, que, cuanto más conmutadores diferentes de e haya en el 
grupo G, tanto más significativa será la desvinción de la ley de 
multiplicación en G de la conmutativa. Sea Af el conjunto de Lodos 
los conmutadores cn G. Se llama conmutante (o subgrupo derivado) 
del grupo G el subgeupo (7 (= G(B = [G, G)), engendrado por el 
conjunto MY (véase el p. 2, $ 2, cap. 4): 


G' = (la, yl |x, y EC). 


Aunque [zx, y)! = yay"lx"* = ly, x) es un conmutador, el producto 
de dos conmutadores no necesariamente lo es, así (7 se compone de 
todos los productos posibles del Lipo de 


[x,, y, [Es Ya). . Lp, yy] con Z;, Y; € G. 


Por supuesto, en cada caso concreto ex deseable tenor la des- 
cripción más exacta del conmatuante G”. 


EJEMPLO. G = £n. El conmutador fa, Bl = afa-?B-" de os permutaciones 
cualesquiera a, B E S, es, evidentemente, una permutación par. Por eso Sh 


< 4n- Luego, 
(ij) (Ex) (7 (Ek) 2 = (17) (1%) (19) (1k) = (ko), 


como con los ciclos triples(ijk) se engendra todo el grupo alternativo An 
(véase el ejercicio 8, $ 2 cap. 4), ontouces, llegamos a da corclusión de que $S;, * 


”: % 
Observemos, que $, [> S, Y el grupo ociete S,/S, es abuliano. 


Volviendo al caso general, consideremos el homomorfismo arbi- 
trario de grupos y: G>G. Como 
p (lo, y) = 0 (ryz?y) = q (e (y) e (07 q wo! = ly), 4(g)) 
entonces, q (6) (6), además, q (6) = (E), si q es un epimor- 
fismo. Sea ahora X' un subgrupo normal en G, yq = 7,2 — axa”? 
un automorfismo interno del grupo G, que induce algún enldomor- 


fismo en XK. De acuerdo con lo dicho ántes TI, (AY << K” para cual- 
quier € 6G y esto significa, que 


KaGc=>XK <C. (1) 
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En particular, 6” < G. Demostremos ahora una afirmación general 
que revela el sentido intrínseco del concepto de conmutante. 

TEOREMA 3. Cualquier subgrupo K CG, cuntenedor del conmutante 
G' del grupo G es normal con respecto a G. El grupo cociente GC” es 
abeliano y (* está contenido en cada subgrupo normal K, tal, que 
G!K es abeliano ¡en particular, el orden máximo del grupo cociente 
abeliano G!/K es igual al índice (G:G). 

DEMOSTRACION. Si rEK, gEG y G'—K, entonces, grg? == 
= (gegrlariha = lg, al EG íK= K, así que K <G. Luego, de 
las condiciones GF < XX, K < G, cumplidas, en particular, cuando 
K=G (véase (1)), se deduce que 


laK, bKl-=aK-bK.a1K.b2K = abatbiK = la, bK = K, 
o sea, ol conmutador de cualesquiera dos elementos del grupo cocierite 
G!K es igual al olemento unidad (=X). Por lo tanto, G/K es un 
grupo abeliano. Recfprocamente, si X <1G y el grupo cociente es 
abeliano, entonces 

la, BIK =laKk, bkKl= K 
para todo a, b E G. Por consiguiente, la, b1 € K y GC” < K por cuanto 
G' es engendrado por los conmutadores. 

OBSERVACIÓN. Ahora conocemos dos subgrupos normales impor- 
tantes de cualquier grupo G: el centro Z (G) y el conmutante G”. 
La relación entre ellos, hablando en general, es débil, pero la ley 
común es ésta: cuanto más «cerca» está G de ser un grupo abeliano, 
tanto mayor es Z (G) y menor G'. Es de mayor interés el hecho si- 
guienlLe. 

El grupo cociente G/Z (G) del grupo no ubeliano G respecto al centro 
Z (C), no puede ser cíclico. 

En efecto, si G/Z (G) es un grupo cíclico, entonces, G =U a*Z (G) 


Y 
y cualquier clemento de G tiene la forma g = alz, 2 € Z (G). En tal 
caso lg, hl= (atz, az] = atti2 lz, 2] =e para cualesquiera 
dos elementos g, REG, G' =e y Ges un grupo abeliano, pese a lo 
3upuocsio. 

En G' también se puede examinar el conmutante (EG) = G”, 
llamado grupo derivado segundo (segundo conmutante) del grupo (. 
Continuando este proceso, definimos cl grupo derivado k-ésimo 
GO) = (G(-0y, De acuerdo con (1), G'Y < G y, con más razón, 
GM <q G%-D, Se obtine la serie de subgrupos normales 


GrGWpGp... > GD... 


con los grupos cocientes abelianos G“W»/G4+D, 

El grupo G se llama resoluble, si la serie (2) se interrumpe en el 
subgrupo unidad, o sea, GM”? =e para algún índice mínimo de 5 
grados de solubilidad del grupo G. Es evidente, que cualquier grupo 
abeliano, entre ellos también los cíclicos, es resoluble de grado 1. 
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Además, en cualquier grupo resoluble G de grado de solubilidad m, 
se tieno un subgrupo abeliano normal e, precisamente G-=t, 
Como muestran los ejemplos examinados, S, = 4, 4, = Y, Ví==e 
Por lo tanto, el grupo alternativo 4, es resoluble de grado 2, y el 
grupo simétrico S¿, resoluble de grado 3. 

Los grupos resolublos deben su nombre « la teoría de Galois, 
«omo se mencionó en el p. 1,$ 2 del cap. 1. La resolubilidad del grupo 
S, y de todos sus subgrupos, es causa de la solubilidad en radicales 
de las ecuaciones algebraicas de grado nX 4. Más detalles sobre 
estas cuestinnes pueden encontrarse en la literatura complementaria, 
recomendada el principio de la parte []. 

3. Grupos simples. Existen grupos =5e coincidentes con su con- 
mutante y, por lo tanto, insolubles. Más aún, ahora estableceremos 
la existencia de grupos no abelianos, en los cuales no hay en absoluto 
subgrupos normales propios (ste y G). Á estos grupos se adopta 
llamarlos simples. 

LEMA. Cualquier subgrupo normal K del grupo G, es la unión de 
algún conjunto de clases conjugadas respecto al grupo G. 

Efectivamente, si r€ K «< G, entonces, grg*E K para todo 
8 € G. En consecuencia, junto con cada elemento € K, en K está 
totalmente contenida la clase de elementos conjugados 2% yK = 

e =1- 

TEOREMa 5 El grupo alternativo A, es simple. 

DEMOSTRACION. Efectivamente, en ol grupo A,, además de la per- 
mutación unitaria e, se tienen 15 elementos (17) (kl) de orden 2 (de 
a tres elementos de este lipo en el AUnErIpO estacionario de cada 


uno de los puntos 1, 2, 3. 4, 9), 20 = 2 E ) de elementos (ijk) de 


orden 3 y 24 = 41 del elemento (1¿,¿gigi,) de orden 5. Los elementos 
de orden 2 son todos conjugados: ellos, ev identemente, están conju- 
gados en S;, y como el subgrupo estacionario (con relación a la 
operación por conjugación) del clemento (12) (94) contiene la per- 
mutación impar (12), entonces, la conjugación puede ser efectuada 
mediante permutaciones pares. Lo mismo se refiere a los elementos 
de orden 3. Pero, los elementos de orden 3, conjugnuilos en S,, en 
el grupo A, se dividen en dos clases con los representantes (12345) 
y (12334). En efecto, (45) (12345) (45)? = (12354), y como centrali- 
zador (= subgrupo estacionario) del elemento (12345) eu As sirve 
el grupo cíclico de orden 5, engendrado por este elemento. Así pues, 
tenemos la tabla 


(12345) | (12354) 


(12) (34) | (123) 
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En el renglón inferior se indican Jos representantes de las clases 
conjugadas, y en el superior, las potencias de estas clases 
Sea ahora Kun subgrupo normal respecto a 4,. De acuerdo con 


el lema 
| K | Pr 0,1 ' - Ó,- 15 = 07: 20 + Ó,- 12 = Ó - 12. 


donde 6, = 1 (porque ¿€ K) y 6,¿=-= Oo 1, para A = 2,3,4,5. Es 
fácil convencerse de que la condición de que | K ] sea divisor «de 
orden L A; 51. == 60 (teorema de Lagrange) deja sólo dos posibilidades: 

a) Ó 03 = 6, — 6, =0, K es un subgrupo unidad. 

h) 5, — ¿26,7 68,=1, K=As. 

Icsto a precisamente que A, es un grupo simple. 

Por inducción sobre n ahora se puede establecer, que son simples 
todos los grupos Ay, n > 5 (resultado de E. Galois) Como los sub- 
grupos de genpos resolubles son también resolubles (Y <G= 
=> HWEGP, k-1, 2, ...), entonces, del teorema 5, en todo 
caso, sa deduce que el grupo simétrico $, es inso]nblo cuando nr > 5. 

TEOREMA 6 El grupo de las rotaciones SO (3) essimple. 

DEMOSTRACION. De acuerdo con el teorema 3, es suficiente con- 
vencerse de que cualquier subgrupo normal X del grupo SU (2), 
contenedor del núcleo (4£) del epimorfismo DP: SU (2) SO (3) 
(véaso el p. 3, $ 1) y diforente do (4£), coincide con SU (2). La 
relación 5 del $ l puede ser interpretada de otro modo, diciendo, 
que cada clase conjugada del grupo SU (2) contiene ana matriz dia- 
gonal de = bay — diug fe*?, e-**). Como, según el lema, K es la 
unión de alguna familia de clases conjugadas del grupo SU (2), 
entonces, sin limitación de generalidad, consideramos dy E K para 
algún q >0, tal que sen q +0. 

En XK debe contenerse también cualquier conmutador. 


Ide, gl] =dy ' AR 


ero este 0 % —f 
A eta e: all 0 elle a 
a ¿E  ]BlR ero ' 
dl la]? + [Pl2e=120 
dondo |a |? |- |B [PP = 1 (véase (3), $ 1). Para la traza de la matriz 


do, gl obtenemos la expresión 
trld,, gl =2|a PP 18 (? (eto2 4 e-124) — 2 (12 | P [? son*a;). 


Aquí, |f | toma cualquier valor del intervalo (0, 1] y sen y > 0. 
Nuevamente, en virtud de (5) $ f, se hullará la matriz unidad h€ 
ESU (2) tal, que Ald,¿, gl! — dy = diag (fei%, e-10), además, 
dy E Ak. Como e'?, e- Pb son las raíces de Ja ecuación caracteríslica 


12 + (416 |? sen? y —24+1=0 
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de la matriz [d¿, gl, entonces, haciendo que | ff |Lome los valores de 
O a 1. obtenemos para Y cualquier punto en cl segmento 10, 24). 
Y bien, en K está contenido cualquier elemento dy y la clase conjuga- 
da, definida por el parámetro pp, cuando 0< y < 2. Por cuanto 
para todo 0 >Ó0Ó existe un número natural », que cumple la con- 
dición 0 <p = - < 2q, se puede afirmar que en K está contenido 
el elemento dado de antemano d, = di. 

De los teoremas 5 y 6 se aprecia que en la clase de grupos simples 
se contienen grupos finitos a infinitos de gran imporlancia práctica. 
Puede parecer sorprendente que aún no se cuente con una descripción 
razonable de todos los grupos simples finitos, y no es claro si se 
puede obiener o no. 

4. Productos de grupos. Consideremos ahora una estruclura, que 
permite construir nuevos grupos a parlir de otros dados. Kn distintos 
casos particulares ya nos hemos encontrado con costa estructura. 

Llamemos producto directo (externo) de los grupos arbitrarios 
A y B, al conjunto 4 X £ de todos los pares ordenados (a, b), donde 
a€ A, DEB, con la operación binaria 


(2, 5,) (a, b,) = (a,2,,0,b.). 


Hablando con propiedad, correspondería escribir (a,, b,)*(a,, ba) = 
= (4, % a, d, OJ 03), donde o, (OD, +, son operaciones binarias en 
A, By A Xx B respectivamente, pero, para simplificar la escritura, 
convenimos denotar todas las operaciones con ua punto (de paso, 
omitiéndolo). Para la escritura aditiva de los grupos, por ejemplo, 
de los abelianos, es natural hablar sobre la suma directa A Q B. 

En A X 5 se contienen los subgrupos A X e, e X 13, isomorlos 
a A y B., respectivamente (otra condicionalidad más: los clementos 
unidades en A y B se anotan con un símbolo e) La aplicación e: 
A XxB=>BBYXA, dada por la igualdad «q ((a, b)) = (6, a), eviden- 
temente, establece el isomorfismo de los grupos A XxX Ay B XA. 
Si tenemos tres grupos A. 1. C, entonces, se puede hablar de los 
productos directos (A Xx B)--C y A Xx(B XC). Haciendo 
v (((a, db) c)) = (a. (b, e)), nos convencemos fácilmente de que 


(A XB)xC A4AXx1(BXxC). 


Las propiedades de conmutatividad y asociatividad del producto 
directo, nos permiten hablar sobre el producto directo de cualquier 
número finito de grupos G,, Ga, . - -. Gn, y escribir 


Gx G2X ...XGp= |] G,, 


sin indicar explícitamente mediante paréntesis, en que orden se 
toman los productos directos de dos en dos (con esto, fransforma- 
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mos el conjunlo de todos los grupos en un semigrupo conmutativo, 
cuyos elementos son grupos). 

TEORFMA 3. Sea (G un grupo con subgrupos normales A y B. Si 
A NB =ey AB =G, entonces, G = A X B. 

DEMOSTRACION. De la igualdad 48 = G se deduce, que cualquier 
clomento £ EC se escribe en la forma g = ab, donde a € A, LbEB. 
Si, además, g — 4j)b,,4,€ A,b, € B, entonces, ab = ayb, > aya = 
= bb" "EA ML = e. En consecuencia, e, = a, db, = b, y llegamos 
a la conclusión, que la anotación g =- abes univoca. Luego, A <y G => 
> k = a (bado -- a Ed; BX<G=>k= (aba-* b-* = Y'b-l € 
€ B. o sea, el conmutador kE A [| = e es un elemento unidad y, 
por lo tanto, ab =- da. 

Definimos «hora Ja aplicación q: G => 4 X B, haciendo q (g) = 
=- (4, b) para cualquier g = ab, Conforme a lo antedicho, q (gg) = 
= q (aba o") =- q (au'bb") == (aa”, db') = (a, db) (a, b') = q (ab) x 
X q (a 0) = q (2) 6 (2). Luego. q (ab) = (e, ec>a =e, b=e, 
o sea, Ker y -- e. 12l epimorfismo de q es evidente. De este modo, 
q satisface lodas las propiedades de una nplicación isomoría de 
grupos. A 

El grupo G, que satisface las condiciones del tevrema 7, lámase 
producto directo (interno) de sus subgrupos 4. B. Difiere del producto 
directo externo en que G contiene en calidad de factores directos Jos 
propios grupos A, BB, y no sencillamente sus copias isomorfasÁ Xx e, 
e Xx B. Se sobreentiende, que el producto directo externo G = 
= A X HB también es producto interno de los subgrupos Á X e, 
e Xx B, y, con cierta experiencia, es posible no hacer diferencias 
entre ellos, utilizando la expresión reducida «producto directo». 

Alguna información sobre los homomorfismos de los productos 
directos, es dada por el 

TEOREMA 8. Sean, GC=A XB., y A,<3A, B,< B. Entonces, 
Áy X PB, < 6 y GHA, X B,) 25 (d4/A y) X (B/B). En particular, 
GÍA ex E. 

DEMOSTRACION. Sean, 1: A — 4/4, y e: B — BiB,, homomortfis- 
mos naturales. Definimos la aplicación q: G — (4/4, X (B/B,) por 
medio de la relación q (ab) = (x (a), p (b)). Se comprueba inmedia- 
tamente. que q es un homomorflismo con núcleo Ker p = A, X B, 
e imagen (4/4 ,) x (B/B,). PP 

Al igual que en la teoría de los espacios vectoriales, es fácil 
demostrar que si G es un grupo con subgrupos normales G,, .. .. Gn» 
entonces, ( sz || G; sólo en el caso cuando G =(G,, .. ., Gp) y 


GN (Gr... Ep. .., Gn) = €, para lodo j (el sombrero A sobre 
G, significa que el componente G, se omitió). Lo mismo se expresa 
con la propiedad siguiente: G es el producto directo de sus subgrupos 
normales G,, .... G,, ya que cada elemento g € G permite, además, 
unfvocamente, ser escrito en la forma E = £¡ ... En, £1 € Gj- 
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El producto directo de nr ejemplares del grupo H también se 
llama potencia directa n-ésima y se anota con el símbolo H” = 
=fT xXx... X H. En BP” se destaca un subgrupo especial, la diago- 
nal A =((A, h, ..., A) |2R € H), isomoría a H. 

Si en el teorcina 7 se desprecia la condición M <] G, enlonces, 
llegaremos al concepto de producto semidirecto: (;s — AB, A NB =e, 
A <IG (a veces se escribe G — A X B). En esta definición corres- 
pondería introducir también la descripción de la operación del 
subgrupo B con los automorfismes en el subgrupo normal 4, lo 
que ordinariamente se hace en cada caso concreto. 


Muchos de los grupos que conocemos, se representan en forma de productos 
directos y semidirectos. Por ejemplo, S, es el leo semidirecto dol subgrupo 
normal A, por el grupo cíclico ((12)) de orden 2: 5, 2 A, »< Zg. Utilizando 
Jas anotaciones del ojenmiplo 2, p. 1, se puede escribir: A, = Y,¿ Xx ((123)) e 
eL (Za X Za) X Za Sy¿= VaX Sy zz [Za X Zo) X (Za x £,)- Órro ejemplo 
más: ol grupo A 4, R) de las transformaciones afines R —> R (véaso el ejorci- 
cio 3, $2, sE 4) us un producto semidireclo de un suhgrupo normal de trosla- 
ciones por el subgrupo G£ (1, R) de ransformacionos, que dejan el punto 
z =(0 en su lugar. 


5. Generadores y relaciones determinates. La cunestión sobre 
los sistemas de generadores del grupo G ya se discutío en el $ 2 del 
cap. 4. Regresamos a ella para echar una mirada a algunos grupos 
que conocemos, desde un nuevo punto de vista. De los resultados del 
cap. 4 se deduce que para los grupos cíclicos no hay necesidad de 
componer Jas enormes tablas de Cayley. La escritura condicional 


Cn = (le ]ct =e) (3) 


brinda toda la información necesaria sobre el grupo ciclico abstracto. 
Cn, de orden nr, se supone, que C, == fe, c,c*, ..., € 73), además. 
cet =c¿* para s+i<nm, y cet =c**t-” cuando s+ft>n, 
Por otra parte, todo grupo cíclico es, con exactitud hasta el isomor- 
fismo, una imagen homomoría de un grupo único (Z, - ). 

En este sentido, como grupo universal para todos los productos 
directos posibles A = (a,) X ... X (a,) de los grupos cíclicos. 
de órdenes 2n,, ..., R, (R, es un número natural y el simbolo 00) 
serviá la r-ésima potencia directa 2” =Z O... 02. (vóaso el p. 4) 
con los generadores 


2, = (0, ...) 1, 0); i=1, 2, TN 
y la composición 


Y) 821 + Y => (s, +1 )2=(8, Ft .. p Sr 1] t,). 


La aplicación z, > a, 1<i<r, se continúa univocamente haste 
el homomorfismo de los grupos «p: (Sy, Sa, - » ., Sp) — avast... ar 
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con núcleo Ker q -- mjé BD... O m,ó (véase cl leorema 8), donde 
Mi =Mj, Sin; < 00, y m;¡= 0, si n¿ = oo, 
Por analogía con (3), se puedo escribir 


All... 0 |am =€8,..., am =e), 


suponiendo lácitameute, que los generadores 2,, .. ., €,, además. 
conmutan. Las expresiones a —e, ..,., arr =e se denominan 
relaciones delerminantes del grupo abeliano A, y 2” se llama grupo 
abeliano libre de rango r (o con r generadores libres z,, .. ., 2,). Es 
evidente, que 


ASE > (47, .. ad =e<c>8=... =5, =0). 


Si ahora, £”, 0s un grupo arbitrario, engendrado por d generadores 
fi» - - «. fa, entonces, cada uno de sus elementos f, se escribe (posible- 
mente, de muchos modos) en la forma 


[=Huf3 Fi 1€E41, 2, ..-,d), sj¡EL, (4) 


donde ¿Hija j=1,2,..., k— 1. Esto siempre se consigue 
con las sustiluciones elementales [if = 19, f, =e y je = ef; =f,. 

Cuando se cumplo la condición =e<>35, =... =8Sp =0 para 
cada f, anotada en la forma (4), se dice, que Fy¿ es un grupo libre, 
engendrado por d generadores libres. Los elementos del grupo Fy 
habitualmente se llaman palabras en el alfabeto (fx. fi%,..., fa fa). 
La escritura irreducible (4) de la pulabra f y su longitud l(f) = 
=l|s|+Is]1+... + [81 | están definidas uuivocamente: en 
caso contrario, la palabra vacia e = ff-* (elemento unidad en F,) 
tendría una longitud >0. Para un d dado, dos grupos libres F'¿ y 
G¿, engendrados por los generadores Jibres f,, . . ., fa y 811 - - «+. 84» 
respectivamente, son isomoríos: es suficiente hacer U (f;) = g,, 
1<i<d, y para la palabra arbitraria f de la forma (4) contar 


DH =8082... Ef 


(las unidades, en £ ¿y y G¿ tienen el mismo simbolo). Si, no obstante, 
G¿ no es un grupo libre, entonces, YD será sólo un epimorfismo con 
núcleo Koer Y compuesto de aquellas palabras que con la sustitu- 
ción f¡—> E; pasan al elemento unidad del grupo Ga. Esta propiedad 
untrersal (posibilidad de continuar f; — £;. 1<1<d, hasta el 
epimorfismo Y: Fy — Ga para cualquier grupo C¿ con d generadores) 
se puede tomar como definición del grupo libre Fg¿, pero no nos 
detendremos en esto. 

Pura que los grupos libres no parezcan objetos místicos, ofrece- 
mos algunos de sus realizaciones concretas. 

d=4.F,<=(¿, —) es el grupo libre abeliano de rango 1, o, lo 
que es igual, el grupo cíclico infinito. 
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d = 2, Sea Z [tl el anillo de los polinomios en t con coeficientes 
racionales enteros. En el grupo lineal especial SL (2, 2 1£1) examine- 
mos el subgrupo £, engendrado por las malbricos 

y 11 : UÚ | 
E E tl" 


E 
3 


014 


Demostremos, que F' es un grupo libre. Una inducción liviana sobre 
k muestra, que el elemento 


Y, = AB AMBA, a, pp 0, 1<1<k, 
tiene la forma 


” l+,.. 0-2 El... Op ata 070 

= 

RA... — apoptosis, 

donda 5, =a,B, ... xPa, y con puntos se indican los monomios 


de menor potencia con respecto a 1. Es claro, que W, + E. Cual- 
quier clemento del grupo F' se escribe bien en la forma BP4% < E, 
o bien en la furma W =: BP, 4%. Si W = £, entonces, Wa = 
= B-BA-4, lo que, sin embargo, es imposible (comparar Jas poten- 
cias para k >, y k =1 y efectuar la comprobación inmediata). 

Un sencillo razonamiento complementario muestra, que con la 
sustitución t = m, donde m es un húmero entero cualquiera >2, 
el grupo F continúa siendo libre. 

Ahora. introducimos la siguiente 

DEFINICION. Sea, F¿ un grupo libre con d generadores libres 
fio... fai S = fw;,, ¿€ T), algún subconjunto de los elementos 
wi (fi - - fa) E Fa, y K = (S'a) el menor subgrupo normal en Fa, 
contenedor de S (intersección de todos los subgrupos normales, con- 
tenedores de S). Se dice que el grupo G está dado por d generadores 
Gr, . . +» Qa Y por las relaciones tw; (Qz, .. ., Ap) += e, 1 € f, si existe 
cl epimorfismo sx: F¿—>G con núcleo K tal, que a (f,) = €2, 
1<k=<d. Además, se escribe 


G= llar ..., Aa | Uj¡ (Ar, «.., la) ==é, 1€l) 


y llaman a G grupo finitamente determinado, ya que Card 7] < oo, 
El propio grupo Fg cstá «libre de relaciones», lo que explica su 
nombre. De Ja definición se deduce que cualpuier grupo H con d 
goneradores b,, ..., ba, que satisfacen las mismas relaciones 
wi (0, ..., ba) =€, 1El, y, posiblemente, algunas otras, es la 
imagen homomoría del grupo G. En particular, [H |< [GC 1. 


EJEMPLO 1. (grupo de diedro). El grupo G = (a, bla? = b? = abab == e) 
con dos generadores tres relaciones, tiene el ordon |G | < 8, por cuanto ba = 
= ab” = (a%)-1.adbh.(b?)”1 = adh y G, en todo caso, se agota con lo elemen- 
tos e, a, ad, b, ab, a?b. Como, para las permutaciones (123), (12). generadoras 
de Sy¿, se cumplen las relacionos (123 = (12)? = (123) (12) (123) (12) = e, 
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entonces, Ja aplicación q: G-» Sy definida por la correspondencia a —> (123), 
b— (12), será el isomorfismo G ex $3. Por lo tanto, el grupo simétrico .£, es 
dado por dos gencradores y tres relaciones. Recordemos qne S, también se 


identifica cun el grupo de todas las Lransformaciones de simetría del triángulo 
equilátero. 

E] grupo completo de transformaciones de simetría del n-ágono regular 
P, ee lama grupo del diedro (grupo diedral) y se anota con el simbolo D,. La 
rotación 
cosg9 —sen 0 
seu Ú cos O 
de un polígono en su superficio a un ángulo 0 == 2n/n alrededor del contro O, 
ubicado en el origen del sistema de coordenadas cartesianas, engendra el grupo 
cíclico (A) de orden rr. En PD, está contenida también Ja reflexión Y = | 6 e: | 


del poligono P,, en relación con el eje que pasa por el centro y uno de sus vér- 


Poy definición, 82 = e. Las distintas transformaciones de simetría 
OEA APO YABB. APYU (5) 


en la cantidad 2n, agutan el grupo Dn. Efectivumente, toda transformación «le 
simetría se define por su operación en log vértices 1,2, ..., a del polígono P,,. 
Si alguna transformación traslada 1 a kh, entonces, o debe conservar ej mismo 
orden cíclico de vértices, como lo hace .4k, o híen cambiarlo por el inverso, 
como lo hace .4A-1,8. Por eso, ningún otro olemento, excepto (5), en D, no 
hay. Observemos, que la transformación .8,4 coincide con 4*-1.8, por cuanto 
ambas giran el orden de los vértices y trasladan 4 a n. De este modo, tienen 
lugar las relaciones 


Ac, Bize ABAB=0. 


Esto significa, que D, es imagen homomoría del grupo 
G= (e, b| ar = bd? = abab = e). 


Poro, como cunado n= 3, obtenemos ba = arib = gñ-l, así que cualquier 
palabra cn el ulfabelo (a, ad b, ba") se reduce a at, o bienaab, 0< ¿< 
n—i1. Por lo tauto, |(4] <2n, y en virtud de lo dicho anteriomente, 
deherá tener Ingar el isomorfismo G = P,. Deo esto modo, el grupo diedral 
ha sido dado mediante los generadores y relaciones determinantes. Jdontifi- 
quemos G>—con Do: 

Dy = ta, bjar=e, bi==e, (ad = e). 


Como (a) -<3 Le, y Pn*(a) es un grupo cíclico, entonces, co base al teorema 4 
para el conmutante Ps del grupo D,, tenemos la inclusión DP — (a). Doro, 
ad = abarp-1 >- la, hl € Dr; cuando r es iinpar D;, = (a), y cuando n es 
par D,/(a3) = (a. b) e Y, €s el producto directo de dos grupos cíclicos de 
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orden 2, de donde DP; = (a?*). De acuerdo a la paridad de ». también varia 
el centro Z (2),) del grupo 2, y el número r de sus clases conjugadas. 
Mostramos lus tablas prepuradas (y fácilmente comprobables): 


n=2m, Dn =(a%), (Dp:Dp)=4, Z(Dp)="fa TY), r=..w43 


n= 2m+4.Dh= (la). (O: D)=2, Z(Dp)=e r=mt2 


Los representantes de las clases conjugadas están en Ja fila inferior y las» 
potencias de estas clases, en la superior. 

Queda por subrayar, que la forma de las relaciones determinantes (sus 
primeros miembros en la escritura w, = e) depende esencialmente «de la elec- 
ción del sistema de los grupos generadores. Por ejemplo, 


Da (81 a1el= gl= (£181)” = £). 
Si ye parte de la tarea anterior, se puede hacer g, = ab, gy == b. 
EJEMPLO 2. (grupo de cuaterntones). A diferencia del ejermplo anterior, desde 
un principio defínimos el grupo de cuaterniones Qg (el nombre se explica en el 
cap. $9) por sus generadores y reluciones: 


Qg4 => (a, bjat=e, bixmmal, baba! = ar), 


Nuevamente, dba = a7*) = ab y, por cuanto b? = a?, cualquier palabra en el 
alfabeto (a, a7!, b, b-1) se lleva au la forma a'b', 0Z%X3X 3, 0<t<1Í, 
por la tanto | QO31 < 8. , 

¿Podemos afirmar que | Qa | = 8? Sí, pero sólo después de que haya sido 
presentado un grupo de 8 elementos, con dos generadores del mismo vinculados 
por las mismas relaciones que a, b. Un grupo así es engendrado por las matrices 


i 0 0 tl. r— 
Á= o ell Br 1 Ya 
En cfecto, 
A4A= E, R3= A?, BABA = A”! 
1.0 1 0 0 1 0 1 
== -/- . 
ya m=(=|, ||. +|; rl ol +l| ol 


La aplicación a > A, b-—» B deline el isomorlismo Qg ex (A, 13). Observe- 
mos que a? € Z (Qg), y corno el grupo cociente respecto al ccubro de un grupo 
no abeliano no puede sor cíclico (véase la observación en el p. 2), ontonces, 
(a2) = Z (Qg). Todos los grupos de orden 4 son abelianos, por eso Va Z (Q4) es 
ex YV4, es el producto directo «e dos grupos cíclicos de orden 2. Por lo tanto 
el conmutanto Q¿ coincide con Z (0) y (03 : Q3) = 4. Los dutos sobre clases 


194 
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conjugadas, se tienen en la tabla: 


Los grupos finitamente determinados, de los que examinamos ejemplos 
elementales, se encuentran en diversos dominios de las matemáticas, por ejem- 
lo, en calidad de los llamados grupos lundamentales de heterogencidados. 
Vo sorprende, que muchas cuestiones referidas a ellos, no han sido resueltas. 


EJERCICIOS 


1. Recordemos Ja definición del p. 2, $ 3, cup. 4, de automorfismo interno 
Ta: 8 — aga”! y de grupo Inn (6) CAut (6). Mostrar, que Inn (6) <y Aut (G) 
y Inn (G) = G/Z (G), donde Z (G) es el centra del grupo G. El grupo cocionte 
Out (6) =Aut (G6YInn(G) se llama grupo de automorfismos externos. 

2. Sean E y K, subgrupos del grupo G. Mostrar, que | AXix1gH NN K|= 
=| HA| -| K | análogo de la fórmula conocida de la Leoría de cspacios lineales). 
Mostra, a continnución que el conjunto FX será subgrupo si, y sólo si, H K = 
== KH, cuando A <] G, esta condición se cumple antomáticamente. 

3. Mostrar que en el grupo resoluble finito G, se hallurá una sucesión de 
subgrupos e == G9 6, SE... EG, = €, donde, G41<1i<n, y cada 
índice (G; : G¿-1) = p, es algún número primo. 

4. Componer pata el grupo simétrico S la tabla 
1 | 3 6 8 | 8 


€ | (12) (34) (12) | (123) | (1234) 


análoga a la que usamos en el curso de la demostración del teorema 5. Apoyándo- 
se en los mismos razonamientos, repetir la discripción do los subgrupos norma- 
les del grupo S,, que hernos dado en el ejemplo 2. 

5. Demostrar que el grupo alternativo A,, n >3 es simple, observando 
el esquema «le razonamientos expuesto a continuación. 

a) En el subgrupo normal K < A,, K sx e, corresponde tomar la persuuta- 
ción nx We, que deje en su lugar ol mayor númoro k posible da símbolos de 
Q= (1,2, ...n) Si k=nr— 3, entonces, 1 = (ijk) y K = A, (véase 
el ejercicio 8, $ 2 del cap. 4) por eso, consideramos k < n — 3, 

b) Si n = (123 . . .) es el desarrollo de << en ciclos independientes, entonces 
la paridad de 1 y la condición k < n — 3 conllevan k < n — 5. También es 
e que 1 =— (12) (34) .. . se componga de ciclos indopendientes de longi- 
tud 2. 


c) En todo caso, examinar el conmutador [x, 0) = non-lo-1 4 e con y = 
= (345) y comprobar que él deja en su lugar más do k símbolos. Esto contradice 
la elección de k y demuestra la afirmación. 

6. Mostrar, que Z (A X B) = Z (4) X Z (B). 

7. Si K,, K2< 6, K1 MN Ka= e, entonces, G es isomorfo a un cierto 
subgrupo cn (6/X,) Xx (CÍKo). ¿Es ciorto ésto? 
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8. Sea K<JG =A X B. Demostrar que, bien el subgrupo K es abeliano, 
bien una de Jas intersocciones X N A, K MB es no trivial. Dar un nO 
de grupo A X B con subgrupo normal no trivial K tal, que K NA = e y 
NB =e. Con esto, de K JA Xx B, hablando en general, uo se deduce que 
K =(K NA)x (K NB). 

9. ¿Es o no el grnpo de cuaterniones (Q¿ producto semidirecla de algunos 
de sus dos propios subgrupos? | 

10. Mostrar que Y <] Q¿ para cualquier subgrupo propio ¿1 <Q. 

11. Mostrar, que los grupos D, y Qg nv son isomotríos. (Fudicación. Contar 
los elementos de orden 2 o utilizar el resultado del ejercicio 10.) 

12. Mostrar que Aut (D,) = PD, (como ] Z (D,¿)1 = 2, entonces, de acuerdo 
con la afirmación 41, Out (G) == 2). 

13. Todas las rníces complejas de primer grado p?t, ¿i=0,1,2,..., 
forman el grupo infinito C (p*). El se llama cuasiciclico, por cuanto cualquier 
número finito de sus clementos engendra un grupo cíclico. Comprobar esto 
y mostrar quo 


C(p)=(4,, 22, Ag, .. le =1, a, ¡=4;, i=1,2,3,  .). 


14, (J. Monthly 80, N” 9 (1973).) Sea 
Gz= (a, bj aba = bah, aAr=e, bin = e), 


donde n € fy, Demostrar que 1 = 1, osca, b= e y, de hecho, 6 = (1| a? = e) 
es un gmpo cíclico de orden 3. (Indicactón. aba = bath -- bu”tb= abi = 
= aba-arlb = har1b-a-1b = ba"1-aba = bla. Sacar de aquí la conclusión de 
que ad = ba y, en consecuencia, teniendo en cuenta otras relaciones, b= e) 

15. Completar con detalles la definición formal siguiente de grupo libre F,, 
con n generadores. Al alíubeto A = (ay, a7!, ..., ap, ez), compuesto de n 
Jetras a,, ..., a, y Sus suntípodase a“?, ..., al, se lo agrega el símbolo e. 
Sen S el conjunto de todas las «palabras» obtenidas mndiante la escritura de 
estos 2n 4- 1 símbolos en cualquier orden, en filas de longitud finita. Se permi- 
te repetir símbolos en las palabras. Por producto uv de dos palabras u, v, se 
entiendo la agregación do la palabra v al final de la u. Se llama inversa a u = 
== az ela an, 8) = +1, k=1, ..., m, la palabra uo! == am ,.. a, 
el =e, En $ se introduce la rejación de equivalencia. Precisamente, dos 
palabras so consideran equivalentes si una se obliene de utra como resultado 
del empleo de un número finito de las transformaciones elementales siguientes: 


tee, 


ajaj” -b, ala; -e, 


aje — ar2, ate - a 
e; - Al, ea? meat. 
En cada clago de equivalencia hay una única palabra «no simplificables (más 
corta). Un las clases de equivalencia respecto a la relación está definida la 
uperación asociativa de multiplicación (y rotación de clazes), inducida por 
la multiplicación de palabras. Será unidad la clase de equivalencia de la palabra 
«vacía» e. El conjunto de clases dde equivalencia, con la oporación de multipli- 
cación dada, es, precisamente, el grupo libro F, con n generadores 4,, ..., Gn 
(grupo libre de rango n). 

2JE£MPLO. Por «el ocho», que encierra en sus ojales dos columnas, corre en 
distintas direcciones un niño con un ovillo, colocando cada vuelta siguiente 
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sobre las anteriores. Los caminos recorridos por él can puntos iniciales y Finales 
en el centre ontre los columnas se intorpretan. ovidentemente, como elementos 
del grupo libre F, de rango 2. Las palabras no simplificables corresponden a Jos 
hilos tirantes, Jiberados de los ojales triviales «ua-t, arta, bb=2, ba1b. En la 


Lig. 2%, los partes e y a7!, b y bal, están representadas geométricamente distin- 
tas, sójo para facilitar la comprensión. Nuestro ejemplo realiza Fa cn forma 
de un conjunto de clases de «caminos homotópicamente equivalentes» (termi- 
nología topulágica) de lemniscata. En este sentido, el grupo fundamental do 
pétalo, reprezentado en Ja fig. 21 (pág. 333) será el grupo libre F,. 


$ 4. TEOREMAS DE SILOV 


Eu el punto 4, $ 3, cap. 9 prestamos atención al hecho de que 
en el grupo finito G de orden |G | puede no haber ningún subgrupo 
de orden d. divisor de | G |. De ejemplo mínimo, sirve el par G — As, 
d=6. 

Como en un grupo simple no abcliano no puede haber subgrupos 
de índice 2 (on virtud de su normalidad), entonces, según el teorema 5 
del $ 3, en el grupo alternativo A, de orden 60 no hay subgrupos de 
orden 30. En efecto, en 4, tampoco hay subgrupos de órdenes 20 
y 15. (¿Por qué?) Use los razonamientos expuestos on el ejemplo 2, 
p. 3, $ 2). Sobre este fondo, especialmente notables parecen las 
leyes generales, que hace más de un siglo formuló el matemático 
noruego Silov. Ellas se refieren a los p-grupos (cun los cuales nos 
encontramos en el $ 2), contenidos en calidad de subgrupos del 
grupo G. La existencia del elemento de arden p en el grupo abeliano, 
cuyo órden se divide por p, fue observado ya por O. Cauchy. 

Sea |G | =— p"m, donde p es un número primo y m uno enlero, 
además, p y in son primos entre sí. Al subgrupo P <G de orden 
JP | =p" (si existe) lo llamaremos p-subgrupo de Silov del grupo C. 
Como en el p, 3 del $ 2, por N (P) se comprende el normalizador del 
subgrupo P en GC. 

TEOREMA 1. (primer beorema de Silov). Los p-subgrupos de Silov, 
existen. 

TEOREMA 2. (segundo Leorema de Silo v). Sean P y P, dos p-subgrupos 
de Silov cualesquiera del grupo G. Entonces, existirá un elemento 
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aE€G, para el cual P, = aPa”?. Con otras palabras, todos los p-sub- 
grupos de Silov están conjugados. 

TEOREMA 3. (tercer teorema de Silov). Para el mimero Ny de los 
p-subgrupos de Stlov del grupo G. tiene lugar la igualdad N, = 
=—- (G: N(P) y la congruencia N, = 1 (mod p). 

Juas demostraciones de los tuvoremas 1 — 3, sirven do ilustración 
de los métodos generales y razonamientos expuestos en el $ 2, Co- 
menzamos con el teorema 2 

DEMOSTRACION del teorema 2. Y bien, sea que Jos p-subgrupos de 
Silov en G existen, y P es uno de ellos. Sea, luego, P, un p-subgrupo 
arbitrario del grupo G, no necesariamente de Sílov. Obligamos a E, 
a operar con traslaciones por la izquierda en el conjunto G/P <= 
=UY g;P de clases adjuntas por la izquierda de G respecto a P (la 

i 


limitación de la operación de (Gen G/P descrita en ul $ 2). De acuerdo 
con los resultados del p. 2, $ 2, la longitud de cualquier órbita con 
relación a P,, divide el urden [P,| =p, k>n. De este modo, 


n 
m= 24-19 16 /P|= ptr pra 


donde p*:,p»,... son las longitudes de las órbitas. Como el m.c.d. 
(m, p) = 1, entonces, por lo menos una áúrbitn tiene In longitud 


pi=1,0 sea, 
P¡aP = aP (1) 


para algún elemento a = g¿€ G (esto se parece a lo demostración 
del teorema 2, $ 2). Reescribimos la relación (1) en la forma 


P,aParl = aPa-!. 
llogamos a la conclusión, que 


P, cc aPa-! (2) 
£por cuanto aPa-! es un grupo). En particular, si P, es un p- subgrupo 
de Silov, entonces, |, | = | P | y de (2) se deduce que P, = aPa*? 


DEMOSTRACION de los teoremas 1 y 3. El teorema 1 se puede inter- 
pretar como coroJario del teorema 3, puesto que NY, = 1 (mod p) => 
=>Np30, y Ny 0=S EU, S os el conjunto de todos los 

p-subgrupos de Silov dol grupo G. 

fin lo que respecta al teorema 3, la igualdad Np =(G: N (2) 
se deduco directamente de la conjugación de los p-subgrupos de 
Sílov (teorema 2) y de la atirmación gonoral sobro lu longitud de la 
órbita 776 en 01 $ 2. A la congruencia N, == 1 (mod pj) llegaremos 
examinando una situación un poco más general. en sea 
|[G | =p, donde s <a (£ puedo dividirse por p). y sea N, (s) 
el número de todos los subgrupos de orden p* en (+. HResulia que lenc 
lugar la congruencia N, (s) = 1 (mod Ph en particular Ó contiene 
subgrupos de cualquier orden pf, $ =1,2,... Ay Na (0) = Np. 
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Razonamos del modo siguiente. La operación con traslaciones 
por la izquierda del grupo G en sí mismo induce, conforme a la 
observación al fina) Aa p. 1,$ 2, la operación de G en el conjunto 

=iMCG||34M]=p> 


de todos los il [81 - - -» Ep) de p* elementos cada uno. 
Recordomos que £-([81, - - -, Epa) = (8E1, - - -» E£p»). El conjunto $ 
se parte en (;-órbitas Q¡: Q = UY (2,, de modo que 


12] =d [2,1, 19,| =(6: G.), 


donde 4, = fg EG 18M; = M¿) es subgrupo estacionario de algún 
representante 47, E Q,. 


Como C¿M, = 3M;, entonces, M¡ = 5 Gig.) es la unión de 


varias clases adjuntas por Ja derecha de E con relación a G;. Por 
eso, p=]M,| =v,|G;¡], de donde, |6; [=p <p”. En el 


caso en que ]€,¿]| <p”, tenemos | 2, | = p" "1 =0 (mod pt); las 
igualdades |, ] =p? y 192¿|=t son equivalentes. Obtenemos 


|G 
(—.)-10= 3 19,1 (00d p1) (3) 
Pp ¡Tot 

Conforme a lo expresado anteriormente, | Q,| =t=>|G¡]| = 
= p => 3, = Ca, (a, = 811 es algún elemento de G) y, por lo tan- 
to, az'M, —- ar'G ja; == P, es un subgrupo de orden p*). La órbita 
Q, se agota con algún número de clases adjuntas por la izquierda 
P; del grupo G respecto a £?,. 


Reciprocimente, cada subgrupo H CG de orden |/1 | =p, 
lleva a la órbita 0” = (8H |g € G) de longitud £. Los distintos 
subgrupos Ff; con WA E = p* conllevan a distintas órbitas (;, por 


cuanto, de 17, = gH,, sigue e = gh, de donde g =h;' EH, y H, = 
= H),. De esta Manera, se tieno una correspondencia biunívoca entre 
los subgrupos de orden p?* y las órbitas (Q, de longitud 2. La congru- 
encia (3) se reescribe en la forma 


IGN > 
s JE 72, 19%, |==20V p (s) (mod (pt), (4) 


donde correspondería escribir N, (s, G), a fin de subrayar la depeuden- 
cia de N, (s) respecto a E. 

Hasta ahora, Ja especificidad del grupo G no desempeñó ningún 
papel. Si se toma G como un grupo cíclico de orden p*t, entonces, 
para él, N, (s, 6) = 1 (teorema 5,83, cap. 4), y, por eso 


(0 = 1-1 (mou pt). (5) 
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Como los primeros miembros de las congruencias (4) y (0) respecto 
a un mismo módulo pt coinciden, entonces, tenemos 


t= 1N, (s) (mod pt), 
que brinda precisamente la congruencia buscada Y, (s) = 1 (mod A | 
Aunque en realidad se ha dumostrado más de lo que se pedía, 


no nos disponemos utilizar este hocho, recomendando a los inte- 
rosados la literatura especial. 


EJEMPLO. Sea G = SL (2, Z,) el grupo do todas las matrices de dimensio- 
nes 2 X 2, con determinante 1, sobre el campo £,, de y: elementos. De la des- 
composición 


p=11; 0 
GL(Q,Z2p= U pe [sz (2, Zp) 
¡=] 
del grupo lineal completo G£ (2, Z y) en las clases adjuntas respecto a SL (2, Z,) 
ge 


educe que 
GL (2, Z,)1=(P2—D01SLQ, Zp). (6) 


Examinando G£ (2, Zp) como grupo de automorfismos del espacio vectorial 
bidimensional Y sobre Z,, es fácil hallar el orden de | G£ (2. Z,) 1. Efectiva- 
mente, GL (2, Z,) opera en el conjunto de pares (+,, vz) de los vectores básicos. 
Cualquier vector f, € V diferente de coro (en total hay p? — 1 unidades) puede 
ser imagen de v,, y, soa cual sea la elección de f,, imagen de va puede ser 
un vector arbitrario f¿ de YX (4,) (de ellos se tienen p* — p unidades). Por 
lo tanto, | G£ (2, Zp)] = (22 — 1) (3 — p), que en combinación con (8) 


conduce a la fórmula 
|SL(Q, Zp)=p(*—1). 
Por Jo menos dos p-subgrupos de Sílov del grupo S£ (2, Z») hollamos ense- 
1-0 
1 


guida: 
nl 3 rezo). rf 


5n correspondencia con el levrema 3 tenemos 


ny" (06:N (pd) = 1-4 kpo> 1, 
AM 


ls Ho Ho, 


y, cn consecuencia, el normalizador N (P) contione el subgrupo 


A) a 
Hi=( Aral 
de orden p (p — 1), ontonces, queda la única posibilidad 


WN (P) = H, Ny=1+p. 
Entre el grupo 
1 017 ¡(1 4 Y 4 
a 29=(|, ,l- l ol l | 


lol lol de ol 


ezo), 


y como 


1] 22a 
0 4 


la, EZ" Ap 0) 
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y ol grupo simétrico Y, inmediatamente se establece el isomorfismo 
1 0 4 
1.0 11.0 


fambos grupos tienen la misina tarea cov generadores y relaciunos). Para p > 2, 
el grupo G== S£ (2, Z y), liene centro Z (64) <=(+Ej de orden 2. El grupo cocien- 
te PSL (2, Z,) — 6:Z (6), al que es natural denominarlo grupo especial pru- 
yectivo (él es grupo de transformaciones de la recla proyectiva Z,yP! = Pl (1) = 
= (0,1, .... p— pl U (00 3), desempeña un papel importanto en cl álgebra 
desde los tiempos de Galois. La cuestión es, que cuaudo p > 3, el grupo PSL 
(2, Zp) os simple y, junto con A,, es uno de los primeros cjemplos de grupos 
simples finitus. 


(02 3-. 


a 2) 


Recurramos de nuevo al caso general y obtengamos una espe- 
cificación útil de los teoremas de Silov. 

TEOREMA 1. Son justas las afirmaciones sigientes: 

(1) el p-subgrupo de Silov P del grupo G es normal en (si, y sólo st, 

p ? 

(ii) para que el grupo finito G de orden |G | = pi3... pj resulte 
un producto directo de sus p-subgrupos de Sílov P,. ..., Px, es nece- 
sario y suficiente, que lo estos subgrupos sean normales en G. 

DEMOSTRACION. (i) Todos los Subgrupos de Silov, que responden 
a un divisor primo p dado de orden |G |. según el segundo teoroma, 
son conjugados y, si P os uno de estos subgrupos, entonces, N, = 
= <> 2Px! =P, VWEeEG<=>P <C. 

(1)SiG=P,Xx... X P, es producto directo de sus subgrupos 
«dle Silov, entonces, P, <] G es como cualquier multiplicador directo. 
Por lo tanto, la condición de normalidad es necesaria. 

Sea ahora P, IG, 1<i<k, o sea, No, =41. Observemos, 
primero, que 

s t 
EP.NP,, ixj>orrie, Pie> re. 


Por lo tanto, P¿ NP, = e, de donde, para cualquier 7, EP¡¿,x,€ PP), 
tencinos 


[2;, 1,]= | 


(5,2, ) 13 =xj EP, ] 
Seba A =>[2,, 2,]=-€e 
Ll; (2,0707) =x 1 €P, ¿ ) d 


o sen, las elemuntos x, y xy son permutables. 
Supongamos por un minuto, que cl elemento unidad e € G cslá 
escrilo en la forma € — Y¡Ya - - - Yu, donde y; E Py. es un elemento 


de orden a, -— pit Jlacieudo a = |] a, y aprovechando la per- 
1+) 
mutabitidad de y,, . . .. ya oblenezmos 
€ (YiYe --- Yun)” = UV - +. Yh= yj. 


Pero, como e y a,son primos entre sí, enlontes, y¿/ = y] = e => y; = 
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= e. Esto es cierto para cualquier j, y, por lo tanto, la igualdad 
€ = YiYa - . - Ya Sólo es posible cuando Y, = Ys: --. =Yn — €. 

Por otra parte, cada elemento 2 EG de orden r + rs... Tp. 
r¿ = pít, se escribe on la forma 


T=XLZg --. Y llie)i=!r. 1< 1 34. (5) 


Es suficionte hacer x, = 2%, donde los exponentes se definen 
mediante las condiciones 


h 
narir, 1= Y tri. 
init 
Si ahora z = 2,2, .. . x; es olra escritura de x en forma de producto 
de p;-elementos, entonces. en virtud de la permutabilidad de zx,, zx; 
con diversos índices inferiores, tendremos 
Pomo ld 


e=(x Z, ... Ti) (2¡Lg ... TA SI EE AT, 


que, como se indicó más arriba, conlleva a la igualdad x 25! = 


= ERA AZ 0,0808, 2, = 2, T% — Taro. A E Zo 
Y bien, cada elemento del grupo G se expresa, sea dicho. de un 
modo único, en la forma (7), o sen (véase el$3),G =P,x... <P. 


Observación. 1 p-subgrupo de Sflov normal P del grupo G, es 
característico en G, o sea, invariante para la operación de cuaJquier 
automorfismo q € Aut (G). Efectivamente, |p (2) | =|P |, por 
eso. q (P) es un p-subgrupo de Sílov y, por lu tanto, y (P) = P, 
si NV, =1. Es también digno de mención, que los rnálogos de los 
subgrupos de Sílov se observan cn estructuras algebraicas, lejanas 
a los grupos finitos. 


EJERCICIOS 


1. Flallar el número de lus 5-subgrupos de Siloy en 41. 
2. Comprobar que el conjunto P do las matrices 


1.0 —1 —1 —i —1| | 0 1 
E A E 
0 1 —1 —1 = 4 ¿| e 


sobre Zz forma un grupo isomorio al grupo de cuulerniones Q, y que es 2-sub- 
grupo de Sílov en S£ (2, 73). Mostrar que P <] SL (2, Za). 

3. Mostrar que los grupos $, y SL (2, Zy) no son ¿somorfos. ¿Serán o no 
isomorfos los grupos PSI (2, Zj) y A¿? 

4. Demostrar, que todo grupo € de arden py ([p < q. snm números primos) 
es, bien cíclico, bien no abeljano con g-subgrupos de Silov narmal, además, esto 
último es posible si, y sólo si, q — 1 se divide por p. En porticular, todos los 
grupus de orden 45 cs cíclico. 

5. Obtener nuevamente (véase el $ 3, cap. (6) la congruencia (p — 11 + 
2-1 = 0 (mod p) para e) primo p. por medio del cálculo directo del número 
Ny de los p-subgrupos de Sílov em el grupo simétrico $). 


1 
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$ 5, GRUPOS ABELIANOS FINITOS 


En el grupo abcliano, todos los subgrupos son normales. De 
este hecho evidente y del teorema 4 del $ 4, se deduce inmedia- 
tamente, que cualquier grupo aheliano A, de orden |A | = 


= pp... pi*, permite la descomposición 
A =A (pj) XA (pp) XxX... Xx A (pr) (1) 


en el producto direrto de sus subgrupos de Síilov A (p;). Los factores 
directos A (py). ..., A (p,) Írecuentemente se llaman componentes 
primarios de grupo abeliano. La descomposición (1) está definida 
univocamente: cada componente Á (p;) es sencillamente un conjunto 
de todos los p;-elementos (elementos en A, cuyos órdenes, sirven de 
potencia del número primo pj). 

Nuestra finalidad consiste en prescutar el grupo abeliano A en 
forma de un producto directo de grupos elementales, como lo son 
los cíclicos. Si o se impone ninguna limitación a los órdenes de 
Jos grupos cíclicos. entonces, la condición de univocidad de esta 
descomposición es imposible do cumplir, como lo muestra el sen- 
cillo ejemplo: 

A =(a Ja? =e) = (a) x (af), 


Sin embargo, Ja posibilidad de arbitrariedades en la descomposición 
es basinnte Jimitada, de modo que el resultado final (teorema 3) 
pareco totalmente salisfactorio. 

1. Grupos abelianos primarios. En adelante tendremos en cuen- 
ta. que si el grupo abeliano A es engeudrado por sus subgrupos ff, C, 
entoncos, en realidad, A = BC; además, A =B XC si. y sólo 
si, BNC -- e (véase p. 4, $ 3). 

A diferencia del caso general, el grupo cíclico Ch de orden p” 
es indescompontble, o sea, no se puede representar en forma de 
producto directo de grupos cíclicos de menor orden. En efecto, si 


a n-i 
Cpa == (ar y Cpi—= (aP ), entonces, en la cadena 


se ecuentran lodos los subgrupos del grupo Cn. Cualesquiera dos 
de ellos X == e. Y e poscen una intersección no trivial X (MY > 
> C, y, Por eso, no pueden servir de componentes de una descum- 
posición directa. 

TEOREMA 3  Cadu p-grupo abeliano finito es producto directo de 
grupos cíclicos. 

DEMOSTRACION. Razonando por inducción y suponiendo demostra- 
do el leorema para lodos los p-grupos abelianos de orden <p”, 
elegimos cn nuestro grupo A, |A | = p”, el elemento a + e de 
máximo orden p” y pasamos al grupo cociente Á = A;(a). Como 
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JA] =p"-"< p", entonces, por presupuesto de Ja inducción 


ÁA=A,X... XA. (2) 
donde  A¿= (b¡) — (bi; la)) = [(a), b¡ (a), .... bi (a)] es 
un grupo cíclico de orden p",1<Xi<T,M, +... +M, =N—M. 


Por definición 
y, aunque cada elemento zx € Á tiene la forma 


EU Eé=(a, esa Hi. atea, (3) 


ra... dar, 
esta escritura, hablando en general. no es única. Debrinos «corregir» 
los elementos b; € A de modo taJ, que los exponentes s; en (3) seau 
iguales a cero. No es difícil hacer esto. Recordando que m, < m 
y elevando ambos miembros de la relación (3) a la potencia p""*", 
obtendremos 


m-m, 


e= atP 0) 
de donde, s, = t,p”i (teorema 3,52, cap. 4). Si ahora se hace a; = 


= b;a7', entonces, (3) se convierte en la relación 
m 
i j ; : 

a" =e 1i<i<ria> la) M (a? -- e), (3) 
además, a, =4, la) =b;(a)=b,, y, en consocuencia, (a) = Aj. 
Nuevamente 

Xx = a . ... a Tgh 
para Cualquier x € A, y esta expresión es ahora única. En caso con- 
trario se obtiene la relación 

ae arraY o e, 0<vy <p", 0O<v <p”, 

(no todos los v;, v son nulos), a la que, para ol cpimorfismo A —> A, 
corresponde la relación a,! ... ar =— 6. En condiciones de la des- 
composición directa (2), ella es equivalente al sistema a 
1i<i<r, o, lo que es igual, ai € (e). Pero, de acuerdo con (3'), 
esto sólo es posible cuando v, = 0, pero. entonces también v = 0, 
La contradicción obtenida muestra que 


A=(a1:x...xa x(a;. | 


= é, 


Observación. La demostración del teorema 1 expuesta, se asemeja a la 
demostración geométrica del teorema sobre la forma normal de Jordan de la 
matriz del operador lineal nilpotente (véase el complomento). 


De complemento importante al teorema 1, sirve el 


TEOREMA 2. Si el p-grupo abeliano finito A se descompone de dos 
modos en producto directo de subgrupos cíclicos: 


A=A¡X...XA4,=B,X...X<B,, 
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entonces, rs y los órdenes de | A; |] coinciden con los de | Bj, |. con 
cierto ordenamiento de los últimos. 

DEMOSTRACION. Guando [A | = p el teorema, evidentemente, es 
cierto. Utilicemos la indueción sobre | A |. Es cómodo ordenar desde 
un principio los componentes A; y 13, de tad modo, que sus órdenes 
no sean crociontos: 


A, == (ap | ta) ] =p", 


MAMA. 2AMQ O Mo) 2 M= 1, (4) 
Bj (03, | tb32 | =p”, 
MANR RMN a Ma (5) 


De Jas relaciones 
(yr) PP, (Py (e)A, 
legítimas en cualquier grupo abeliano (véase (3), $ 1, cap. 4), se 
deduce que el conjunto 
A” = Gr lxEead) 

de los p — a grados de todos los elementos de 4, forma un sub- 
grupo en A. independiente de cualquier descomposición de Á en 
producto directo. Por otro lado, si 


i ¡ P 7 
autl .... a ...o ar =x—bi e... b,* ... bs”, 
entonces, leniendo en cuenta (4) y (5), lenemos 
: 3 
(apyl ... (ade == (bey! ... (Bl) 


Por lo tanto. 


34 


(2)9x...x(2)=4=(6)3x... x (bp, 


m¡-1 -1 


donde a, =- a?. b, -: d3, son elementos de órdenes p y 1) 
respectivamente. Como |4?|<]|A |, entonces, por presupueslo 
de la inducción, q =tym—41=nm—1,...,.m—1i=NMm—1Í, 
de donde m, == My, .-., Mg = Rq- Observando también, que 

| A q+1 X ...o A A, | 2 pr, | Br E ... X B, = p?=", q q ?. 


obtenemos 
e.» 7 o mn a 
port 5 *q pr ss 14] Esa pa ap? e: 


Por consiguiente, $ = 5, y todas las afirmaciones del tuorema han: 
sido demostrudas. 

Los órdenes pa, ..., p”r de los nuitiplicadores directos cíclicos 
so llaman invariantes lo divisores elementales) del p-grupo abeliano 
finito A. Si dos grupos abelianos 1, P?, tienen los mismos invarjan- 
tes, crlonces, 


A =A1X...XApn B=B,X...X.8B,, A¡=C,¿m, Bj, 
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y el sistema de aplicaciones isomorías (y: A¡ > B,. induce el iso- 
morfismo q: p((A,, .... 4) = (pr (01), .... 4, (8,)) entre dos 
grupos A y B. Por lo Llanto, el teorema 2 dice que el grupo A se deter- 
mina con exactitud hasta el isomorfismo por medio de sus invariantes. 
En particular, cabe el 

COROLARIO. El número de grupos abelianos no isomorjos de orden p”, 
es igual al número p (n) de particiones 


R=R+RT:--Fñnoa di>M>... 2d, 
l>r>=mnm. y 


La función de números enteros p (2) iue tratada por nosotros 
durante la descripción de Jas clases de elementos conjugados en el 
grupo simétrico S, (véase el ejercicio 4 del $ 2). Fl grupo abeliano 
de orden p” con invariantes p,. . . -, p, habitualmente se llama grupo 
abeliano elemental. Este grupo A se caracteriza por la condición 
AP =e. Dando preferencia a la escritura aditiva, observamos que 
el grupo abeliano A, con pá = 0 (p es un número primo), es un 
espacio vectorial sobre el campo finito Fp de p elementos. En electo, 
si los elementos de F, se identifican con las clases de restos A res- 
pecto al módulo p (F, — Zp) y se haco ka —= ha, 0 € A, entonces, 
llegaremos a provocar la operación F, sobre 4, que transforma a A 
en un espacio veclorial sobre F,. lista operación está definida corroc- 
tamente, porque de k — K' sigue (k — 4%) a = l (pa) -- 0. La des- 
composición de A en una suma directa de subespacios cíclicos co- 
rrespoude a la descomposición del espacio vectorial cn una suma 
directa de subespacios nnidimensionales (teorema sobre la base). 
Así, 

AZ=£=Z,0...0 Lp, 


Cuan grande es la arbitrariedad en la elección de los espacios básicos 
unidimensionales, incluso cuando r = 2, se aprecia del ejemplo en 
el $ 4: Z3 permite p (p — 1) descomposiciones distintas. 

2. Teorema fundamental sobre grupos abelianos finitos. Hacien- 
do hincapié en la descomposición (1) y en su unicidad, así como cn 
los teoremas 1 y 2, Jlegamos inmediatamente a la afirmación funda- 
mental sobre los grupos abelianos siguiente. 

TEOREMA 3 odo grupo abeliano finito A es producto direclo de 
subgrupos cíclicos primarios. Cualesquiera dos descom posiciones de este 
tipo tienen cada una el mismo número de multiplicadores de cada orden. 

Adoptando Ja terminología de la teoría de espacios vectorialos, 
diremos que Jos elementos a,, .. ., €,, de órdenes d,. .. ., d,, com- 
ponen la base del grupo abeliano A, si cada olermento « € A se escribo 
de un modo único en la forma 


¡ ] 
zx =altats eos. lar, 0< li, <Q», k=: 1, .... fr. 
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Por supuesto, en tal caso 


A=(U4)Xx...x (4) |4|=dd ... d,, (6) 


y cl teorema 3 0s equivalente a la afirmación sobre la existencia, 
en todo grupo abeliano finito A, de una base con elementos pri- 
marios (o seca, los órdenes d, de los mismos, son potencias de los 
primos p, divisores de | A |) además, el sistema (d,, de, .. ., d,) 
no depende de la elección de la base. Por esta razón, como en el 
caso de los grupos primarios, los números d,, . . ., d, se llaman in- 
variantes O divisores clementales del grupo A. A veces también se 
dico que (d,, . . ., d,) son el tipo del grupo abcliano finito A. 
Indiquemos todos Jos invariantes, colocándolos en filas que 
responden a diferentes divisores primos de orden | A |: 


PDA, PD,  pUM  .. RA ARANA ro 
pa, p3*, paa, $ “> ña 2092 Raz => .. ., 


n n n d 
IN TN A O ER 


Puede considorarse que todas las filas tienen la misma longitud /, 
si?se completan algunas de éstas con unidades. 
Los números enteros 


mo) ptae p¡Upot ..o pra, j == 1, 2, c.o.<s l, 


se llaman factores (o multiplicadores) invariantes del grupo abelia- 
no Á. Por construcción 


VPA| =MmMy ... My Mjyalmy j=1, 2, ..., ¿—14. (7) 


De la descomposición (6), reescrita en la forma 
A =((0))X... XxX (ar y)... X (la) XxX... X (421), 
pasamos ahora a la descomposición 
A =(u) X (Ug) Xx... Xx (47) (8) 


con multiplicadores cíclicos directos de órdenes m,, Ma, .. ., Mi. 
Para oso, es suficiento hacer 


Uj —= Qjjlo] + - - Apj, 1 < j < L, 


y alegar la proposición del final del p. 3, $ 2, cap. 4. 

Para el grupo primario A, las descomposiciones directas (6) 
y (3), evidentemente, coinciden, pero, en el caso genera), la (8) 
es más brove quo la (06) (1<r < kl), además, en (8) se separa de 
inmediato cl elemento u, de mayor orden ,,; los órdenes de los 
demás elementos del grupo A dividen el primer factor invariante m,. 
El número entero m, se denomina también índice (o exponente) del 
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grupo Á. El grupo abeliano A es cíclico si, y sólo sí, su irulice coincide 
con el orden de | A |. 

Queda por agregar, que la cuestión sobre la existencia del grupo 
abeliano A con los factoros invariantes dados m,, My, ..., Ma, 
no Surge: es suficiente examinar (on escritura aditiva) la suma directa 
de los grupos cíclicos Zm,. - - -. Lim: 


En calidad de ejeraplo, enumeremos todos los grupos abelianos de órdenes 


06 y 36. 
[4] =16=2% pl(ág)=5: Zu, 2,0 Zy 
2,0%, 202,0 %1, 21=7:0 2,0 2,02, 


Y 
| Á pu 36=a22.32 le eta Le Ina LLaRtá 
La Dd Za = Zas 4, 9 36 
12107: 097, =L1, 02: 2, 2, 9, 18,2 
74021925 =211 90 Z3 4,3, 3, 12,3 
724072921 DZa =2. Da 2,0, 0,3 6,6 


Considoremos otro ejemplo más. Indiquemos el grupo Z,3 O Zy¿ un térmi- 
nos de factores invariantes. Al principio, cada uno do los sumandos ciclicos 
los expresaremos por medio de los componentes primarios cíclicos: 


Zp=2Z,0%p 24=2,02,0 2, 
Luego, unamos todos los componentes primarios 
211 0 Zu = (2490 Z) 9 (2,0 ZJ) 9 2, 
(suma directa de p-subgrupos de Sílov). Ahora queda sopatar «“um sumando 


cíclico de orden máximo en cada componente primario, y tepelir este proceso 
con los sumandos restantes: 
Zi O Za = (249 Z 0D 21) O (2,0 23) = Zg04 O “110 

Si se hace lo mismo con el grupo Zya Y Z1aa, 8ntoncos, se obtendrá un resul- 
tado análogo. 

Eu consecuencia, 

Za D lu = Zas O Zin 

(hablando en rigor en todos lados hubiese correspondido poner cl signo ex 
en lugar del de igualdad). En particular, scñalemos, «ue los índices de ambos, 
grupos son iguales a 504. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar el teorema 1 o incluso la primera parle del teorema 3, sin 
pasar a log factores cocientes. (Indicación. Se inicia del mismo modo. Luego, 
al grupo cíclico (a) de orden máximo m en A se le dehe agregar el sumando 
directo máximo B. Si (a) < B = A, entonces, todo está demostrado. En caso 
contrario, examinar el elemento c € A, no contenido en (a) X B, poro tal, 
que cP€ (a) X B para el exponente primo p. Los razonamientos ulteriores 
se efectían en el grupo le, (a) X B), procurando ohtenor para ol mismo la 
descomposkión (a) X B”, B' >B). 
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2. Obtener la descomposición del grupo abeliamo finito A en componentes 
primarios, sin recurrir a los teoremas de Sílov y, por supuesto, no utilizando 


el teorema 3. En particular, para que siendo n = dida ... da, dq = pei (p¿ son 
diversos divisores primos), obtener la descomposición 
2n =<Z/,02Z¿,€ .. 9%, 


del grupo cíclico (Z,,, +), se puede utilizar cl ejemplo 1 del p. 1, $3, o la pro- 
posición del p. 3, $ 2, cap. 4. 

3. Mostrar, que en el grupo abeliano finito A, para cualquier d]| A] 
existe por lo menos un subgrupo de orden e (giro del teorema de Lagrange). 

4. Mostrar, que con us ordenamiento correspondiente los invariantes de 
su subgrupo sou divisores de los invariantes de un grupo abeliano. 

; Si An 9 A=BO B, donde A y B son grupos abelianos finitos, enton- 
ces, A =B. 

So 4, B, C, son grupos abelíanos finilos, y A 9 CE B 8 C, entonces, 
A = B. 

7. Mostrar, que el grupo abeliano con factores invariantes my, ..., Mm), 
no puede ser engendrado por menos de ! elementos. 

8. El grupo aheliano finito de orden n, no divísiblc por el cuadradu de 
ningún número entoro >1, es cíclico. 

9. Hacer recuento de todos los grupos abelianos no isomorfos de orden 72 

10. ¿Son isomorlos los grupos Zig O Zy2 y Z15 O Zas? 


Capítulo 8 


ELEMENTOS DE LA TEORÍA 
DE REPRESENTACIONES 


A la definición exacta de la teoría de representaciones lineales 
de grupos, le anteponemos dos problemas cercanos por su espíritu. 

PROBLEMA 1. En el espacio (m — 1)-dimensional V,, de los 
polinomios reales homogéneos 


(2, Y) = 2937” + arTridy +... + Op yx + amy” 


(o, más bien, de las funcionos polinómicas (x, y) — f(x, y)) de 
grado m, se separa el conjunto de soluciones de la ecuación bidimen- 
sional de Laplace 

on derivadas parcialos (véase el ejercicio 9, $ 4, cap. 6). El operador 


+30 (3 


Por eso las soluciones de la ecuación (*) forman cicrto subespacio 
ga, q 
de Laplace AA +37 es lineal: 


Alaf + Pg) =2a 04 +BAg, a, BER. 


Por eso, las soluciones de la ecuación (+*) forman cierto subespacio 
Hs, del espacio Vm. Se comprueba inmediatamente, que 


m-?2 
Af = 2, (m—k) (m—k—4) a, + (442) (641) Opral y. 
En consecuencia 
Af =0<=> (m — k)(m— k— 1) a, + (k + 2) E io 


< k <m — 2, 
y todos lus coeficientes a, se expresan mediante dos de ellos, diga- 
mos, €, y 4,. De este modo, din H m < 2. 

Pero dos soluciones lincalmente independientes se pueden indicar 
enseguida. Efectivamente, extendiendo respecto a la lincalidad la 
acción del operador Á a los polinomios con coeficientes complejos, 
tendremos 


A (zx + iy)” = m (m — 1) (1 + iy + 
+ imi (m — 4) (2 + iy" "=0, 2= —, 
Separando las partes entera e imaginaria, obtenemos 
2 (2, Y) = (1 + iy)" = Um (2, y) + ¿Um (x, y), 
de donde 
pe Aum + 1 Adm —= Alm = 0 => ÁAum =0, AUm -=0. 
sí, 
Hm = (Um (z, y), Un (7, y)) R. 
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Interpretando ahora x, y como coordenadas de un vector on el 
plano euclídeo KR? con un sistema de coordenadas cartesianas dado, 
veamos qué pusarú con un cambio ortogonal de coordenadas, cuando 
se hace girar e] plano R? alrededor del punto de origen a un ángulo 
enalquiora 0: 

/ 


2 =- (Dg (1) = zcos Y — y sen A, 
y” = Do (y) = zx sen v + y cos 0. 


La regla de diferenciación de funciones complejas, conocida del 
análisis (y fácil de comprobar para los polinomios), da 


ay 92 or 0% 
q = 5 00s*0—2 PE cos 0 - sen 0+ Gr sento, 
9% y e" 9? 


de donde 

9? e _ 0, 0 

EC TAS A To 
Esto significa, que Ja ecuación («) que da invariante fronte a un 
cambio ortogonal de variables o, como también podríamos decir, 
con la operación del grupo SO (2) == W¿. En particular, los polino- 
mios Um (2, Yy'), Um (2, y') serán soluciones de la ecuación (») 
y como tales se exprosarán linealmente medianto Um (x%, Y), Um (2, Y). 
De esto modo, el grupo SO (2) oper: en el espacio de soluciones de la 
ecuación de Laplace. lón este caso su habla sobru la representación 
real lincal bidimensional 


| Pm: Da — DO") (9) 
dol grupo SO (2). 
Volviendo de nuevo a los polinomios complejos, observamos que 


a + iy! = 010 + iyel0 = el0 (2 + iy), 


Conservando para el operador lineal complejo D 62 (8) su deno tación 
anterior, tendremos 


D 0” (0): 23m —> Zm = e 3,,. 


Las llamadas representaciones unitarias lineales DW : D¿— e*”0, 
m€Z, del grupo SO (2) desempeñan un papel importante en el 
«análisis. 

Observemos, que la operación (P induce la operación dol grupo 
SO (2) en todo el espacio V. y, desde este punto de vísta A, es un 
espacio invariante en Vm. 

PROBLEMA 2. La ovaluación del número de los posibles compuestos 
orgánicos, por ejemplo, en la química de hidrocarburos cíclicos, 
se reduce al problema vital-abstracto siguiente. ¿Cuántos collares 
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distintos de longitud r se puede formar, a partir de una reserva 
ilimitada de perlas q, de diferentes colores? 

Tratemos de responder a esta pregunta (siguiendo a G. Poliá) 
considerando, que los collares están orientados, o sea, un collar 
dado vuelta, hablando en general, no se identifica con el original. 
Obsérvemos, que el número total de segmentos de hilo con n perlas 
enhebradas quo se tiene es g” (número de palabras de longitud nr en 
un subgrupo libre con qg generadores). En el conjunto $, de estos 
segmentos opera el grupo cíclico (0) de orden n con el generador 
o=:(12...»2)€ S,, que permuta cíclicamente tas perlas en cada 
segmento. Es natural considerar el collar como (0)-órbita del seg- 
mento o, si se desea, cierto conjunto de círculos concéntricos (fig. 21). 
La segunda interpretación es más evidente. Ella está vinculada con 
el isomorfismo 


2x1 21 
Cos —— — Sen => 
D:a— 0 (0) = 97 dm ||» 


sen ——— Sc 


con el que antes ya hemos encontrado, y que más tarde llamaremos 
representación real lineal bidimensional del grupo (0). El número 
buscado de r collares se expresa mediante la fórmula del ejercicio 5, 
$ 2, cap. 4 


4 n-1 
r== Y N (0%). 

head 
Si d | n, entonces, el elemento 0% de orden r/d deja en sus lugares 
aquellos segmentos (y collares) que se disponen en d períodos de 
longitud n/d (en relación con esto, véase el ejercicio 13, $ 2, del 
cap. 4). Por eso, N (0% =q , y N(o*) =qmeod(n,h . A la 
magnitud N (o ) con m.c.d. (n, k) =d en la suma Y N (0*) de 
corresponde exactamente q (3) sumandos (q es la función de 


Euler). Esto significa, que 


1 n 
r= > SN Q ($) q“. 
dln 
El paso a collares físicamente distintos (no orienlados) está ligado 
con identificaciones complementarias de los elementos en Q,, me- 
diante una representación lineal bidimensional corriente del grupo 
diedral D,. Procure hacer esto independientemente. 

No sólo en los ejemplos examinados, sino que también en proble- 
mas físicos concretos Jas representacionos lineales de grupos, apare- 
cen arbitrariamente, como reflejo de una u otra simetría. La idea 
y la lengua de la teoría de representaciones son, respectivamente, 
muy naturales. Así, los ejemplos expuestos en el $ 1, se refieren a 
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problemas bien conocidos y al parecer no aportan nada nuevo. Sin 
embargo, el propio hecho de que se encuentren «bajo un mismo techo» 
debe conducir a reflexiones útiles. 

La finalidad perseguida por la teoría de representaciones es 
doble: 1) puramente matemática, dictada en parte por el deseo de 
emplear un aparato complementario para la investigación de los 


Fig. 21 


propios grupos, 2) aplicada, ilustrada, digamos, por su gran contri- 
bución a la cristalograflía y a la mecánica cuántica. Ninguno de estos 
aspoctos en esencia, está reflojado en el presente capítulo, cuyo fin 
cs más que modesto: decir algo interesante sobre la teuría de repre- 
sentaciones, basándonos exclusivamente en un material que nos es 
accesible, provonicnte del álgebra lineal y de la teorín de los grupos. 


$ 1. DEFINICIÓN Y EJEMPLOS DE REPRESENTACIONES LINEALES 


1. Conceptos fundamentales. Hablando con propiedad, ya hemos 
estudiado la teoría de representaciones cuando consideramos (en el 
$ 2, cap. 7) la operación de grupos en los conjuntos. Tomemos ahora 
en calidad du conjunto el espacio vectorial V de dimensión n subre 
el campo K y separemos en el grupo $ (V), de todas las transforma- 
cionos biyectivas Y >» V del subgrupo GL (V), que es el grupo de 
los operadores lineales invertibles en V (o grupo de automorfismos del 
espacio V). Es claro, que para cualquier elección de la base 
[€1, . . ., en) en Y, el grupo GL (Y) se vuelve un grupo matricial 
común GL (N, K), que puedo considerarse grupo de automorfismos 
del espacio lineal aritmético K . Con esto, a cada operador lineal 
A € GL (V), le corresponde una matriz A = (a;;) tal, que 


n 


Acj= 2 Qjjer, a,¡EX, det A=>zX0. 


DEFINICION 1 Seca G algún grupo. Todo homomorfismo Q: G — 
> GL (V) se llama representación lineal del grupo G en el espacio V. 
La representación se denomina exacta, si su núcleo Ker D sólo eslá 
compuesto por el elemento unidad del grupo G, y trivial (o unidad) 
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si D(g) = 8 es un operador unidad para todo elemento g € G. 
La dimensión dimx V, también se denomina grado de la representa- 
ción. Para K =Q,R o C, se habla, respectivamente, sobre una 
representación racional, real o compleja del grupo G. 

De este modo, la representación lineal es un par (MP, V), com- 
puesto del espacio de representación V (o G-espucio) y del homomorfis- 
mo Dd: G=> GL (V). Por definición 


WD (e) =8 es un operador unidad; 
D (gh) = O (g) D (h) para todo £, REG. 


Conviniendo en designar por g * v la operación del operador lineal 
D (g) sobre el vector y E V, Jlogamos a Jas relaciones 


Ex(u+0)=gxru+geo u vcEer, 
g* (0) =1(g+0), AER, (1) 


ex y =0U, 
(gh) =v = gu (h xy), 


que imitan las propiedades de los operadores lineales, además, las 
dos últimas rolaciones sustituyen lo que antes se expresó con el 
signo Dd (comparar con (i), (ii) en el $ 2 del cap. 7). Las relaciones 
(1) en la representación lineal (0, V) llevan a un primer lugar el 
G-espacio V, lo que a veces es cómodo hacer por unas u otras razones 
(por ejemplo, cuando V no es un espacio lineal abstracto, sino alguna 
realización concreta del mismo). 

Por otra parte, el espacio Y puede no mencionarse, si por repre- 
sentación lineal se comprende sencillamente cl homomorfismo Q 
del grupo G en el grupo matricial GL (nu, K). Como antes, D¿, = 
= D,D,, pero aquí D, es una malriz no degenerada, además, D, = 
== E es una matriz unidad. La interpretación matricial es preferible 
desde el punto de vista del cálculo, pero es menos invariante y carece 
de evidencia espacial. De hecho, es importante dominar el arte 
(simple) de pasar libremente de representaciones G-espaciales «u 
matriciales y viceversa. 

En relación a esto, recordemos el hecho, bien conocido del curso 
de álgebra linea], que dos matrices A, £, que responden a un mismo 
operador lineal en distintas bases, son semejantes: 1? = CAC-1(C es 
la matriz de paso de una base a otra). En el caso de representaciones, 
cuando so habla sobre cl grupo de operadores lineales, la dependencia 
de la elección de la base, so toma en cuenta del modo siguiente. 

DEFINICION 2. Dos representantes lineales ((P, Y), (Y, W) del 
grupo G se llaman equivalentes (isomorfas o semejantes), si existe un 
isomorfismo de los espacios vectoriales 0: Y > PF, que vuelve a) 
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diagrama 
v Sw 
sol. |ve 
VS w 
conmutativo para todo g€G, o sea, 
Y (8) 0 =00 (8), g€6, 


o, lo que resulta equivalente, 
Y (8) = 00 (g) 07” (2) 


(comparar con la definición de equivalencia de las operaciones de Jos 
grupos en los conjuntos, dada en el ejercicio 1, $ 2, cap. 7). A veces, 
escribiremos Dz Y para las representaciones equivalentes, y 
D= Y para las uo equivalentes, 

Enunciemos dos variantes más de Ja definición 2. 

a) TERMINOLOGIA MATRICIAL, Sean (G un grupo, y V: (g, v) > 
> qa5, W: (g, u) — g D vw, dos G-espacios con opercionos +, O, 
que satisfacen la condición (1). El isomorfismo o: V -— VW de los 
espacios vectoriales, es un isomorfismo G-espacial, si 


g 0 0 (0) = 0 (g * .) (21) 


para todo g EG y vE V. También se dice, que la aplicación U es 
permutable con la operación G. 

b) TERMINOLOGIA G-ESPACIAL.. Si V= (V,, ..., Un» W= 
= (101, .. . Wa) y Dz, Yg son las matrices de los operadores linea- 
les D (g), Y (g) respecto a las bases elegidas, entonces, la condición 
de equivalencia (2) se expresa en la forma 


Y, =C0,C-, (2”) 


donde € es cierta matriz no degenerada, la misma para todo g E G. 
Los coeficientes de todas las matrices examinadas, pertenecen a un 
campo K. 

La relación de semejanza de matrices, expresada por la condición 
(2%), es la relación de equivalencia que divide al conjunto M, (K) 
en clases disjuntas. En correspondencia, las representaciones del 

rupo G también se parten en clases de representaciones equivalentes. 

ás adelante quedará claro, quo para la teoría de representaciones 
son interesantes y esenciales, precisamente Jas clases de representa- 
ciones equivalentes. 

Recurriendo nuevamente al curso de álgebra lineal, intentemos 
darnos una idoa más ovidente de la operación del grupo U (G) en el 
espacio V. Con relación al operador lineal 4: V > V en V puede 
existir el subespacio invariante U: u € [' > 4u € U. Completando 
la base arbitraria fe,, . . ., en) en Y, hasta la base de todo el espacio 
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V x= (8... € Carro » - -» €), Veremos, que la matriz del opera- 
dor 4 en la base ([€,, . . -, €n?, tomará la forina triangular en blo- 


ques: 
o 4, | 
-. 3 


El bloque A, corresponde al subespacio invariante U, y el bloque As 
al espacio cociente V/U. Si A, es una matriz nula, entonces, A =: 
= A, + A, es la suma directa de los bloques, y V = U O W es la 
suma directa de los subespacios invariantes. 

La existencia de un subespacio invariante propio respecto a + 
está siempre asegurada, ya que cl campo básico K es algebraicamente 
cerrado (véase el $ 3, cap. 6). Si, por ejemplo, K = C es un campo 
do números complejos, entonces, habrá un vector vE V, v0, 
para el cual, 4v = Av. Aquí 4 es raíz del polinomio característico 


14) = NE-A|=P—(rA) MAR... + (—4)” det A 


(A es una matriz arbitraria del operador lineal 4). Este razonamien- 
to permite elegir una base en V, respecto a la cual A toma la forma 
triangular 


% x 


con raices características A. %a, - - -, An en diagonal. Un análisis 
un poco más detallado termina con la reducción de A a una forma 
normal de Jordan J (A) (véase el complemento), a una suma directa 
de células de Jordan 


4 140... 0 
Fm 2 e del k . ps De 
000... A 


(m X mes la dimensión do la célula, ? es una de las raíces caracte- 
rísticas). 

Observemos, que si 4%? = E, entonces, JA 1 = En esla m x m- 
-matriz unidad para cada célula de Jordan 4m, 1 de la matriz A, 
y esto, evidentemente, sólo es posiblo cuando m = 1 y 2 es la raíz 
de grado q de 1 (como siempre, consideramos K = C). En conse- 
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cuencia, 


A, 0 


A E>CACA = , Mi =1, (3) 


0 da 


para cierta matriz invertible C. Lo mismo se deduce de un criterio 
más simple de diagonalización del vperador lineal 4 con Ja matriz Á 
y ol polinornio característico fa (1) = 2? — 1 sin raíces múltiples. 

Toilos estos razonamientos, referidos a un operador aislado 4: 
V > V, es útil tenerlos en cuenta al pasar al grupo UD (2), 2 €G, 
de operadores lineales. 

DEFINICION 3. Seca ((P, V) una representación lineal del grupo G. 
El subespacio U C V se llama invariante (o estable) respecto a G, 
si D (g) y €U para todo u € U y g EG. El subespacio nulo y el pro- 
pio espacio Y de la representación Y son subespacios invariantes 
triviales. Ta representación que sálo poste subespacios invariantes 
triviales, se denomina irreducible. La representación es reducible, 
si tiene por Jo menos un subespacio invariante no trivia). 

Conforme a do dicho más arriba, en caso de una representación 
reducible ((b, Y) con subespacio invariante U, el espacio V tiene 
una base, con relacion a la cual 


D¿ U; 
o 0; (4) 


para todo £€G. Como Dg = D¿D., D =E, y D¿(U)C U, 
entonces, Ja aplicación Dd”: g — D¿ define la ropresentación en U, 
llamada subrepresentación en D. En el espacio cociente V/U también 
está definida la representación. Ella se llama representación cociente 
y es dada por las matrices V,, g € G. 

Si en Y so puede elegir la base de tal modo que todas las matrices 
Dd scan nulas, entonces, se habla de una representación descompo- 
nible Y, y más exactlamente, sobre una suma directa de representa- 
ciones D =- YY -1- (D”, La descomposición de (P, V) en una suma 
directa es realizable exactamente cuando el subespacio invariable 
UC Y tiene un subespacio invarianle suplementario W, así que 
V =U 9 W es la descomposición en una suma directa de los subes- 
pacios, y D(U)< U, D(W)< W. Si esto es así, entonces, Dd" = 
= 0 ly, 0” — Y ly son limitaciones de D en U y W respecti- 
Vamente. 

La representación lineal (4, V) se llama indescomponible, si no 
puede ser expresada en forma de suma directa de dos subrepresenta- 


Dd, = 
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ciones no triviales. También se habla sobre el G-espacio V indescom- 
ponible. 

Desintegrando sucesivamente, si esto es posible, Y, (7, W, etc., 
en la suma directa de subespacios invariantes, llegamos a la suma 
directa V=V,GB ... BV, de varios subespacios invariantes 
(correspondientemente a la suma directa VD - PD 4,,,. x qt” 
de varias representaciones). Para una elección correspondiente de la 
base en Y, las inabrices de operaciones lineales toman la forma 


2 Do... 0 
0 MP... 0 


0. 0 ... 0 


DEFINICION 4. La representación Jineal (O, V) del grupo G, que 
es la suma directa de reprosentaciones irreducibles, se denomina 
completamente reducible. Una terminología análoga se nsa con respecto 
a los G-espacios. 

Es intuitivamente claro que las representaciones ¡rreducibles 
desempañan el papel de bloques de construcción, de los cuales se 
construyen representaciones lineales arbitrarias. Las representaciones 
totalmente reducibles se obtienen como resultado del uso do la 
estructura elemental, la suma directa. En adelante se verá que en 
muchos casos esto es suficiente para describir todas las representa- 
ciones. Observemos que algunos grupos importantes para la física, 
como el de Lorentz, tienen representaciones irreducibles de dimensiones 
infinitas. Naturalmente, ellos no se reducen de ningún modo a los 
de dimensiones finitas y deben estudiarse por separado. 

2. Ejemplos de representaciones lincales. Hemos dado todos 
los conceptos esenciales de la teoría de representaciones. Queda 
por lenarlos con contenido real, para lo que, al principio, cs muy 
útil conocer (y entender fundamentalmente) la serie de ejemplos que 
se brindan a continuación. 


EJEMPLO 1. El grupo lineal completo GL a K) sobre el campo K tiene, 
por definición, una representación lineal irroducible cxactu de grado r con 
espacio de representación Y = K”. En este mismo espacio opera un grupo 
lineal cualquiera FH > GL (n, K) exacto, pero. posiblemente, reducible. 
Observaciones análogas se rofieren a otros grupos clásicos, indicados en 
el $ 4 del cap. 7. Digamos, el grupo unidad U (n) opera do un modo irreducible 
on el espacio hermitico, y el ortogonal, O (a) en el euclideo. Esto se deduce 
inmediatamente de la afirmación más fuerte, demostrada en el curso de álgcbra 
lineal, que los grupos U (n) y O (n) operan transitivamente (en el sentido de 
ejemplo 3 del p: 3, $ 2, cap 7) en ol conjunto de vectores de longitud unitaria. 
MPLO 2. Haciendo operar a GL (n, K) en el espacio vectorial M, (K) 
de matrices de orden n por la regla y¿: X»=»AX (A E Gl (n, K). X € Ma (K), 
nos convencemos fácilmente de que Pa (aX + PY) = apaX + PbaY y Pan = 


= Pp, Pp. Por eso, (p, My (K)) es una relación lineal de grado n?. Sea MP (K) 
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un subespacio de las matrices 
0 .... Ei ... 0 


0 fni --» 0 


con una sola columna X() diferente de cero. Como es fácil comprobar, este 
subespacio es invariante respecto a p,, A E¡GL (n, K), irreducible e isomorío 
(como el GL (r, K) — espacio) al espacio natural X*, en el cual opera GL (n, K). 
De este mudo, 


Mn (K)=MP (O... OMPI) 


es la descumposición en in suma directa de n¿GL (n, k) — subespacios isomor- 
fos, a Jo que corresponde la descomposición 


Y=VYO +... + 15) 


on la suma directa de » representacionos equivalentes. Simbólicamente, este 
hecho se iudica en forma 


Mn(X) =nMpP (K); VonvY0) 


EJEMPLO 5. Definamos ahora la operación 4 del grupo GL (n, K) en M,, (X) 
huciendo D, : X=» AXA”!. Nuevamente, (0, M, (X)) es una representación 
n 


lineal de grado n?. Si X = (z;;), entonces, como de costumbre, tr X == > 7) 


ij 
es la traza de la matriz X. Es bien sabido que tr (aX + BY) = a. trX + Ptr Y 
(linealidad de la función tr) y tr 0, (X) = tr X. De esto se deduce que el 
conjunto Mg (k) de matrices con traza nula es un subespacio invariante respecto 
a D, Por otra parte, UV, (AE) =2É£ y trA£ = ná. Así, en caso de un campo K 
de característica nula tiene lugar la descomposición en la suma directa de 


GL (n, K) — subespacios 
Mn (K) = (E 9 MUR (5) 


de dimensiones 1 y n? — 1 respectivamente. Notemos que cuando n = py ka 
== ¿n de descomposición del tipo (5) está ausente, por cuanto, en este caso, 
tr£ =0, 

De acuerdo con la definición, la forma normal de Jordan Y (X) de la matriz X 
no es otra cosa que la representación más sencílla y cómoda de¿GL (n, €) — 
órbita, contenedora do X. La limitación de Y en cualquier subgrupo Y 
c GL (n, K) hace natural la cuestión «obre los representantes canónicos de 
H-6rbitas. 

EJEMPLO 4. En el ejemplo anterior hagamos K = R y limitemos O en el 
grupo ortogonal 0 (nm). Como A€0(n) =>'A= A”, entonces $X = eX, 
e= +1, t(AXA7TR) = 14.(X lA = ¿€AXA”"*. Por lo tanto, el espacio de 
la representación M, (R) del grupo (0 () se escribe en forma de la suma de 
0 (rn) — subespacios 


Mn (R)= (E) O Mi (K) O Ma (R) 


del espacio unidimensional (£E)p de matricos escalares, del espacio (rn + 2) X 
X (n — 1)/2-dimensiona) de matrices simétricas con traza nula y del espacio 
n (n — 1)/2-dimensional] de matrices antisimétricas. En bien conocida la corres- 

ndencia biunivoca entre las matrices simétricas (antisimeétricas) y las formas 
ilineales simétricas (respectivamente, antisimétricas). La operación de 0 (n) 
en Ed O Mi (R) y en Mz (R) se traslada a los espacios de las formas corres- 
pondientes. El tevrema sobre la reducción de la forma cuadrática q (z) a los 
ejes principales, no es otra cosa, que la posibilidad de elección en la O (n)— 
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órbita, contenedora de q (x), de la forina diagonal WiA¡x, con 4; realos, deter- 
minados unívocamente con exactitud hasta la permutación. 

Sustituyendo R por T y 0 (n) por el grupo unidad U (a), llegamos a la 
descora posición 

M, (0) = (EX O MP (0) O M5 (0) 

en la suma directa de YU (n)—subespacios oscalares, hormiticoz con traza nula 
z davis punemmitess sl caso n = 2 fue analizado delalladumente en ol 

, cap. 7. 


EJEMPLO $. Sea G un grupo de permutaciones, que opéta en cierto conjunto 
2 con un número de elementos | 2] =n >1, o sea, G = 5,. El ospacio vec» 


torial 
V= (e,11€ 0) 


sobre el campo K de característica nula con base numerada por los elementos 
del conjunto (2, la transformamos on G-espacio, haciendo 


0(D() dee) =5) 40 (Ja =)) egin 
1£Q ¡Ca 168 


(t-—> g (i) es la operación do permutación gE€ GC en ¿€ Q). Como (gh) (i) = 
= g (h (1)), entoncos, se obtiene una representación lineal «de grado n del gru- 
po" G. Ella nunca es irreducible, por cuanto 


Y=33 4701 ho der] MEX] (6) 
$€2 A+ ... +A g=0 


es la descomposición en la suma directa de los espacios invatiantes unidimen- 
sional y (n — 1)-dimensional (si char k =p >0 y p]| 1, ouronces, ya 10 se 
obtiene una suma directa). 

Separomos dos casos particulares, 

a) G + Sn. El monomorfismo Sy — GL (n, *%), coustruido en vi p. 3, 
3 cap. 4, colncide con nuestra representación lineal (D, si se loma en calidad 

e e, la ¿-ésima columna coordenada E(!). La descomposición (6) muestra que 
para Sn existe una inclusión más económica Sy -» GI (n — 4, úp). Más Larde 
será demostrada la irroducibilidad de esta representación lineal de grado n — 1 
(incluso sobre el campo C) 

b) Representación regular. Sea G=un grupo finito cuulqniora. Haciendo 
e =G, obtendremos ol amado G-espacio regular V = (e,] g E GC), y, corres- 
pondientemente, la representación regular (p, V) dol grupo G: p (a) e, = tay, 
para todo a, g € G. Con la reprosontación regular con designaciones algó distin- 
tas, ya nos encontramos al demostrar el teorernma do Cayloy (5 3, cap. 4), pero, 
entonces no nos interesaba el espacio V, sino el conjunto (e,) de sus vectores 
básicos. El significado de la representación regular del grupo finito G consiste 
en que olla contiene todas las representacioues irreducihles de G, considerada 
con exactitud hasta la equivalencia (véuso el $ 5). 

EJEMPLO 6. La representación de grado 1 es sencillamente el homomorfis- 
mo O: G » K* dol grnpo G en el grupo multiplicativo del campo K (K es un 
espacio vectorial unidimensional sobre sí mismo). Como cl grupo multiplicativo 
de un campo es abeliano, entonces, Ker PD >”, dondo G” as ol conmutante 
del grupo G (teorema 4, $ 3, cap. 7). Obsorvemos que la equivalencia de dos 
representaciones untdimenstonales 0”, PD” (con igual espacio de representación) 
es e dea a la coincidencia de ambos, puesto que a Dd” (g) e! = 0” (=> 
=> Y” (8) = D” (£) > 0 = 0”. Sea g2=e. Entonces, D (7)"” = O (gr) = 
= (O (e) = 1, o sea, D (g) es raíz de la unidad. El núcleo de cualquier repre- 
sentación unidimensional puedo ser no trivial incluso para ol grupo cíclico G. 
Si, por ejemplo, G = Z, y K = Za, entonces, Kor Y > 27,. Por otra parle 
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en el caso en que X= €, cualquier grupo cíclico tiene representación unidi- 
munsional exacla. 

a) GC - (2, +). La representación k»>» 24 para [A] +4 es exacta. Si 
pA1 = 4, entonces, según la fórmula de Euler, 4 = e?xi0, BER, y el núcleo 
de la aplicación k—» e?ni0kh es distinto de coro sólo cuando 8 € (). 

El grupo Z tiene representaciones complejas indescomponibles de grado 
tan grande como se quiera, que, sín embargo, no son jrreducibles. Es suficiente 
apoyarse en el teorema sobre la forma normal de Jordan de una matriz y exa- 
minar la aplicación 

1310... 0 Oj 
D141 ... 0.0 


0 0... 4 1 
0 0 


db) G= (a | ar = e). Seca £ = a la raíz prirnitiva de grado n de 1. De n 


O 


representaciones unidimensionales 
(PAM: op EPR, ma, 4d, ..., n—í, (7) 


p (=) serán exactas. Señalemos un hecho interesante: el grupo cíclico de orden n 
liene exactamente n representaciones trreducibles no equivalentes de dos en dos, 
sobre. Todas ellas son unidimensionales y tienen la forma (7). 

Efectivamente, sólo es necesario convencerse de que en un grupo cíclico 
finito no existen representacionos de dimensión > 1, irreducibles sobre €. 
Pero, antes de la definición 3, se observó el hecho de que cualquier operador 
linea) Y (g) de orden finito puede ser diagonalizado sobre €. En este caso, 
ésto equivale a Ja reducibilidad total de la representación O. Si dim 0 =>, 
entonces, UV se descompone en la suma directa de m representaciones unidimensio- 
nales. 

Para el grupo cíclico de orden finito se ha obtenido, en esencia, la descrip- 
ción de todas las representaciones lineales complejas. Con exactitud hasta la 
equivalencia 

DE” 0 
D¿= pa 
1 
0 wr) 


donde «DM) es una de las representaciones del tipo (7). 

Nuestra finalidad consiste en establecer loyes semejantes en el caso genoral. 

BJEMPLO 7. Ya en los ejemplos anteriores se estableció una fuerte dependen- 
cia de las pane de Ja representación lincal Y del grupo G, respecto al 
campo fundamental X. Pongamos complementariomente en claro esta cuestión. 

El grupo cíclico G = (a| an = e) de simple orden p, que opera en el 
espacio vectorial bidimensional V = (v,, va) sobre un campo arbitrario K 
de característica p, de acuerdo a la regla a » y, = 5,, € « vs = Y, + Y, define 
la representación ¿indescomponible (UL, V) 


A , P 0O<kA<p—1. 

En efecto, la matriz (PD, tiene la raíz caracteristica 1 de multiplicidad 2. Por 
eso, la descomposición de Dd en la suma directa de dos representaciones unidi- 
mensionales, significaría la existencia de la matriz invertjble C, para la cual 


al pe sá 


C,¿C-! = A == E, Pero ontonces, UV, = CAEC = E, lo quel no es 
cierto. 


91] DEFINICIÓN Y EJEMPLOS DE REPRESENTACIONES 319 


Sea luego, G = (a | a? = e) un grupo cíclico de orden 3 y K =w R. La repre- 
sentación bidimensional (D, Y), V = (v,, va), dada en lo base prelijada por 
la matriz 

La 
1 ol 


es irreducible, por cuanto el polinomio característico 1? 4- ¿ + 4 de esta matriz 
no tiene raices reales. Pero, si Y $0 considera Sobre C, entonces, naturalmente, 
V se descompone en la suma directa de G-subespacios unidimensionalos 


V= (o, + ela) O (1, + e02) 


e 0 M + Y —3 ca]! 2h 


CMAC71 ad 


ge $ = ——— "aaa. 
0 el 2 dl 
De esto modo, cuando sc amplía c] campo, la propiedad de irreducibilidad de 
la representación puede perdersc. 

En adelante, sulvo raras excepciones, el campo fundamental K será el 
campo de los números complejos (el más importante desde el punto de vista 
práctico), o cualquier campo algcbraico cerrado de característica nula. 


EJERCICIOS 
1. El grupo SO(2) se da mediante su representación hidimensional natural 
. sm -—|[|cos9 —sen0 
E =| send cos 
irreducible sobre R. Comprobar, que 


—» 


E ll y [ect (2, O), 


En consecuencia, DP” es la suma directa de dos representaciones unidimensiona- 
les no equivalentes (en este caso, sencillamento distintas). 

2. ¿Es o no irreducible el GL (n, C)-espacio M; (€) en la descomposición 
(5) para n= 2 y 3? (Respuesta: si) 

3. Sean Dd y Y ropresentaciones complejas irreduciblcs del grupo cíclico 
(a] ar = e) de orden n. Mostrar que 


AD' (8) A= 


10 
er 1) 
ó ja | para Á= 


n-1 
1 , sio=Y, 
a Ss WD (ar) Y (ak) = ( 0, si Dv, 
k=0 


4. Apoyándose en el ejercicio 3, convencerse de la veracidad de la afir- 
mación siguiente. Cualquier Inmación compleja f en un grupo cíclico (a | an = e), 
so puede escribir en forma de una descomposición «por armónicos elementales» 


n-1 
f(ak)= Y cme”A,, eme. 


m=0 
Los «coeficientes de Fourier» e,, se calculan por medio de ja fórmula 
n-1 
== > f (añ) em, 
h==0 


5. De la fórmula para el número de collares (véase el comienzo del capí- 
tulo) deducir las conclusiones elementales: a) qP — q s= (1 (mod p) (pequeño 
teorema de Fermat; véase el $ 4, cap 4); 


D) Ja (2) =n. 
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$ 2. UNITARIEDAD Y REDUCTIBILIDAD 


í. Representaciones unitarias. Recordomos que, en el curso de 
álgobra lineal, la forma no degonerada (u, v) —> (u | v) en el espacio 
vectorial V sobre € se llama hermitica, si 


(e | 1) = (0 |u), 
(au -- feu) =a(u |) +o(u ju, (1) 
(vo |v) >0 para todo v +06 


(como siempre, z > z es el automorfismo de conjugación compleja). 
El espacio V, examinado junto con la forma hermílica no degenerada 
(u | 1), se llama espacio hermítico. El espacio euclídeo con productos 
escalares, dado por medio de la forma bilineal simétrica no degenera- 
da, sirve do análogo del hermitico. Tomando la base €,, ..., €n 
en V, escribamos la forma (u | v) para u = Y uje;, U = Y 0%; del 
modo _ 
(uJo) =2) h,¿uj0). 
La matriz Y = (£;;) cumple la condición 4; — Aj; y también so 
lama herméítica. Ya empleamos esta terminología en el $ 1, cap. 7. 
Existe una base ortonormada (definida por la condición (e; | ej) = 
= $,;), con relación a la cual 
nx 
(u]v) = pa u¡v;. 
i= 


El operador lineal 4: V => V, que conserva esta forma, o sea, que 
posee la propiedad (4u | xv) = (u ¡| uv), so llama operador unitario. 
En el caso real, a él le corresponde el operador ortogonal. La condi- 
ción de unitariedad, escrita en forma matricial A-'4 = E conA = 
= (6,3), "A = A* = (a,,), ya la encontramos en el cap. 7. Designan- 
do por ..2* el operador lineal con matriz *4 = A*, expresemos la 
condición de unitariedad en la forma 4:«A* == A*-A. 

El grupo de todas las matrices unitarias (grupo de operadores 
unitarios, 0, simplemente, grupo unitario) se suele designar con el 
símbolo conocido U (nr). Por definición, U (n) < GL (a, C), y si la 
representación 0: G — GL (n, 1) es tal, que lm D < U (n), entonces, 
((D, Y) se llama representación unitaria. 

TROREMA 1. Toda representación lincal ((D, V) sobre C del grupo 
finito G, es cquivalente u una representación unitaria, 

DEMOSTRACION. Blijamos en el espacio de la represontación V del 
grupo G una forma hbermítica no degenerada cualquiera H: (u, v) — 
> JT (u, 0) = Y h;juiy (la escritura es respecto a cierta base 
fi» - - ., fn del espacio V) y consideremos la forma (u ¡ v), obtenida 
de H (u, y) «promediando» respecto a G: 


(u Jo) = [G [7 2470 (g)u, D (2) o). (2) 
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El multiplicador ¡G ¡7? no es esencial y se puso sólo para que, on 
caso de ser H unitario, tuviese lugar la igualdad (u ¡ v) = H (u, u). 
Como 


H (0 (g) u, OD (g) o) = E (0 (g) v, O (8) u), 
H (0 (g) (au + fo), D (g) w) = 
= H (a0 (g) u + BO (g) v, D (8) 0) = alí (Dg) u, Dd (g) w) + 


+ PH(O (go, 0 (gw), H(D (gu, D(g)v) >0 


para v=£ 0 y todo g EG, enlonces, la forma (2) cumple la condición 
(1) y resulta, por consiguiento, una forma hermítica no degonerada. 
Además (y esto es lo más importante), 


(0 (2) 10 (g) v) = | ]"* 2.4 (0D(9) 0D (hju, D(g) D(A)w" 
=|G|"* > H(O(gh)u, D(gh)v)= 
heQ 


=161* 2 HO (Hu, D (1) v) =(ujo' 


o sea, el operador ÚD (g) para cualquier g € G deja 1a forma (u | v) 
invariante. Elijamos en V una base €,, . . ., €n, ortonormada respecto 
a la forma (u |v). Entonces, en esta base, las matrices D, de los 
operadores Y (g) serán unitarias. PP 


Observaciones. 1) La afirmación del teorema 1 no se deduco automática- 
mente del hecho por nosotros conocido, que cada matriz (P, con gm = e, os 
semejante a la diagonal unitaria diag (Aj, . . ., An) con A = 1. 


2) En el caso real, un razonamiento totalmente análogo muestra, que la 
representación (UD, V) es equivalente a la ortogonal. 

Por muchas razones, las representaciones unitarins desempeñan un 
papel importante en las aplicaciones do la teoría de representaciones, y es muy 
notable, que el teorema 1 siguo siendo válido para una clase mucho más amplia 
de grupo3 compactos tales, como U (nr) y O (n). La demostración es la misma, 
pero la suma por los clementos do los grupos ge sustituye por integración (res- 
pecto a cierta medida) en el grupo. Recordemos, que cl grupo compacto SU (2) 
geométricamente no se diferencia de la esfera tridimensional S?, y, por eso. 
tiene sentido hablar, por ejemplo, sobre su volumen. En gonuorul, oxisto un 
marcado paralelismo entro la tcoría de representaciones y los grupos compactos, 
pero no tenemos posibilidad de detenernos en esto. Dol ejemplo 6a) del 5 1 se 
ve que las representaciones de grupos no compactos (por ejemplo, G = Z) no 
son unitarias obligatoriamente. 


Para finalizar, observemos, que aunque la domostración del teorema 
4 es constructiva, no sería nada práctico utilizar en su búsqueda la reali- 
zación unitaria de la representación que se tiene. Por ejemplo, para el gru- 
po G engendrado por los elementos ay, ..., 44, es suficiente lograr la uní- 
tariedad do las matrices UDa,, ..., Vag. Entonces, también el grupo 
(Dar, ..., Dag) =0(G) será unitario. 


21-0392 
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EJEMPLO !. El grupo simétrico Sy = ((12), (123)? posee la representación 
bidimensional Y, contenida en calidad de sumando directo en la representación 
tridimensional nabural (véase el ejeraplo 5 del $ 1). Precisamente, si Y (1) e, = 
= Cali) i= 1, a 3, y f1 = €, — €3, fa = € — (3, ontonces, 
dh ((+2)) hi7 e —e= la Dd ((12) f, = e. — “<= Í1 
DMA es —4= —/1+ Í2, D ((123) f¿ = €3 —- €, = —f1. 
Como a = (123)! (12), donde ¿=0,162yj=06 1, entonces, sin esfuerzo 
se obtienen todas las matrices Y, = D (¿y E 
0 1 —i1i —i 
sol aa — [17 el 
1 [ 


) —1 —1 0 1 
—1 _al, (128) — | 4 ol 132) ||_; _al. 
He las rolaciones det [ $ Talle: y (123) =e se deriva que 


1 illo. Je 0 | AE 
c| ole =| cl) E 


100 
e ||, ¿ll Mn: 


(23) 


2 


pera cierta matriz no degenerada C. La conjugación con ayuda de C no debe 
fringir la propiedad de unitariedad de la matriz 


| 1 o! d 
Las condiciones linoales 


0 41 0 4 4 —1 
cl 0 1.0 E cl 4 o | 


son cumpJidas por la matriz 


4 —e? 
c-| —.e. 1 


Ahora tenemos la posibilidad de escribir las conocidas representaciones 
unitarias del grupo Sy: la unitaria (PD, Dd): 1e> sgn (5) = +1, y la repro- 
sentación bidimensiona) recién obtenida WE) = Y. Para referencias ulteriores 
es cómoda la tabla: 


e 0 
O el 


o, cul sl 


Q | (1 | (19) | (05) | 25) 
pre 4 4 1 4 1 4 


pr: —1 dui —1 4 4 
El Elo” el 
| 20 eal 0 € 


0 
E21 0 


1 
lali 
(pe ls A 10 


EJEMPIA %. La representación ortogonal natural de un grupo tufinito, 
precisamente del SU (2), obtiene el epimorfismo (b: SU (2) > SÓ (3), construi- 
do en cl $ 4, cap. 7. 

2. Reductibilidad completa. De las definiciones y observacio- 
nes hechas en el $ 4, es claro, en que medida resulta fundamenta) 
la afirmación siguiente. 
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TEOREMA 2 (teorema de Mashke). Cada representación lineal del 
grupo finito G sobre el campo K de característica, no divisora de | G | 
len particular, nula), es completamente reducible. 

Recordemos, que la afirmación del teorema 2 significa la descom- 
posición (0, V) en la suma directa de respresentantes irreducibles, 
Hablando con propiedad, el teorema clásico de Mashke dice lo 
siguiente. j 

(M) Cada subespacio G-incariante U CV, posee el suplemento 
G-invariante W: 

V =U0W. (3) 


Demostraremos, precisamente, esta afirmación, de la cual el 
teorema 2:se deduce automáticamente. En efecto, o la representación 
(D, V) es irreducible, y entonces nv hay nada que demostrar, o bien 
existo su propio G-invariante subespacio U, y entoncos es justa la 
descomposición (3) con cierto G-subespacio W. En este caso, dim UY < 
< dim V, dim W < din: V. Emplcando los mismos razonamientos 
para U y W, y usando la inducción sobre la dimensión, obtenemos 
la descomposición requerida en componentes irreducibles. 

Pasamos a la demostración de la afirmación (M). Como antes, 
nos interesa más el caso del campo X = C, por eso es útil traer dos 
razonamientos independientes. 

PRIMBRA DEMOSTRACION (XK .— C). Conforme al teorema 1, existo 
una forma hermítica no degenerada (u |v) en el espacio de la repre- 
sentación V, invariante rospecto a Jos operadores lineales O (g). 
Para cada subespacio Y C V existe el suplemento ortogonal 


Ul =(bEV|(u]9)=0, Vue y), 


y por el conocido teorema del curso de álgebra Jineal 
V=UOTEL, 


adomás, (U1)1 = U. Supongamos ahora, que U es un G-subespacio 
en V, o sea, D (g) UC UY para todo g€G. Como 4% (£) lu es un 
automorfismo, entonces, cualquier elemento u € U se escribe on la 
forma  = O (g)u', u" € U. Queda por aprovechar la invariancia 
de la forma 


vEUL=O (u10 (8) 0) = (0 (g) u" | 0 (g) v) = (u' |v) =0. 


Por lo tanto, vEUL=0(g)v€ U1. Faciendo W= Ut, 
llegaremos a la descomposición (3). 

SEGUNDA DEMOSTRACION. Sea. como antes, U un subespacio en Y, 
invariante respecto a la operación de G. Examinemos la suma directa 
V=U06U', 

21+ 
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donde U” es un suplemento a U elegido arbitrariamente. Hablando 
en general, U' no es G-invariante. Consideremos el operador de 
proyección Y: Y => U”, definido por la relación 


Pv=uW4 
pura todo vector yv =u-+u', Tenemos 
v—Í$LEUO, F(U)=0, TF? =4$, (4) 


Introduzcasmos ahora el operador lineal «promediado» 
Pe = [Gl 2) Dl) PO) 


(la división por |G | es posible, por condición). Tenemos 
D (2) Pa = Pa Dlg), VEEG. (5) 
Electivamonte, 


D (8) PoD (81) =16]"" 0 (£) D(M) PO (17) 0 (87!) == 
=1G1* 2, D(8h) $0 (8h) )=161120 (150 (E9=8%0, 


que lleva a la relación (5). Hagamos 
W = Pg (V) = [Fov ¡uv € V). 


De acuerdo con (5), O (gw = 0D (g) FPgv = F¿D (g) vV = 
= Pgu =w' E Y, para todo w € W, así que el subespacio vecto- 
rial W —< V realmente resulta un G-subespacio. 

Queda demostrar, que V = U O W es la suma directa de G- 
subespacios. Como 0D(h"Byv—XFO (h-vE€U (véase (4)), en- 
tonces, vL—OD(AR)FPO (243 Uv = 0 (2) [0 (2) y — FO (Ax 
X v) ED (4) U = U (invariancia de U). Por consiguiente, 


v—TPo=|G|"* 200 (Rh) FO (h71)) =u €UO, 


y obtenemos U=u+0w, con w= PovE W, o sea, V =U +W. 
Luego, D (24- U <= U=>JF0 (2 U = 0 (véase (4)) > D (h) x 
Xx FO (hr) U =0 => Po (U) = 0. Porlo tanto, v — Kgv = u € U=> 
=> FP¿ (v — FPev) = 0, de donde, P¿v = FPiv para todo v E V. Esto 
significa que F¿ es una proyección en W a lo largo de U: 
FP¿(U)=0, TPi=%Fy. (6) 
Ahora vE U MW => F¿ yv =0, por cuanto, vE U, y v= FP,¿v', por 
cuanto vEXF¿(V) = W. Usando (6), obtenemos O — F¿ y == 
= Po (P¿v) = Pip" = Py" =v=> U Ww<=0. 
No es oportuno formular una conclusión más contundente acerca 


de la univocidad de la descomposición en componentes irreducibles 
(G-subespacios irreducibles): V =V, 9 V,0-.. 0 V,. Si, por 
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ejemplo, D (g) = € es un operador unidad para todo g € 6, enton- 
ces, cualquier descomposición directa de V en subespacios unidi- 
mensionales, será una descomposición en componentes irreducibles, 
y tales descomponentes son infinitamente muchas. Distinto es, 
si agrupamos todos los componentes irreducibles isomorfos: 


V=U,G...0U, 


Como n y distinguimos los G-espacios isomorfos, entonces, puede 
considerarse 
U,=VY,0VY,0...0Y =nmY, 


U.=V.BV,0...0V,=n Y, 


donde nr, es la multiplicidad de conformación del componente i¡rre- 
ducible V, en la descomposición V. Veremos, que la multiplicidad 
se determina unívocamente. 


EJERCICIOS 

1. Toda representación continua unidimensional del grupo (R, +) (cuando 
a los números cercanos les corresponden operadores cercanos) tiene la forma 
D(2): 1,1, ¿2 donde a es un número complejo. Mostrar que D(%) es unitario 
si, y sólo si, a € R. (Indicación. Derivar la igualdad «944% — 4 respecto a 1, 
y hacer t = 0.) 


2. El núcleo del homomorfismo Jj): t >» del grupo 


sent  cosí 


(R 4) en SO (2), se compone de los números t == 21m, m € Z. Do este modo, 
O (2) =x R/2xZ y a cada representación unitaria irreduciblo U (conforme 
a los resultados del $ 4, ella ca necesariamente unidimensional) del grupo SO (2) 


lo corresponde la representación unitaria irreduciblo %: ¿+ 25m — O (1), 
0 <t< 2x, del grupo R, para el cual Ó (21) = O (0) = 4. Deducir del ejer- 


cicio 1, que Ú = 09), n € Z. En combinación con la observación 3) del p. 4, 
esto significa, que toda representación irreducible del grupo SO (2) tiene la 
forma Dia) (t) = ent ne Z. Comprobar, que 

21 


na ! etht ¿Mem Sh: 


cos $— sen £ | 


(comparar con la relación en el o 3 del $ 1: el orden n se ha sustituido 
por el «volumen» 27 del grupo SO (2)). En el análisis, el sistema de funciones 
a sirve de ejemplo clásico de sistema ortonormal completo de funciones 
riódicas (o de funciones en la circunforencia Si — SO (2)). Con esto comienza 
a vasta teoría de series de Fourier. 
3. Con ayuda del teorema de Mashke demostrar que cualquier representa- 
pr IDO compleja exacta de un grupo finito no abeliano, es irre- 
ucible. 
4. Sean UD: G -» U (n), Y: G => U (n), representaciones irreducibles unita- 
rias equivalentes del grupo finito G. Demostrar que existe una matriz unitaria U, 
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para la cual U,¿U-l = W¿, Yg EG. (Indicación. Por condición, COd¿C7! = 


= Y,, para cierta malriz C= = (cp € E GL (n, al La dead E Á r> A . = (A, 
aplicada a Cd¿ = Y,¿C, da DC Coro, e donde, DC*C = Creme. 


Por cl lema de Schur C*C == AE. Luego, A = Sens [.—= pp, pEC, y U= 
kual 


= 10 es la mulxjz unitaria buscada.) 


$ 3, GRUPOS FINTITOS DE ROTACIONES 


En oste parágrafo so tratará sobre los subgrupos finitos de) grupo 
SO (3). Conociéndolos, a un mismo tiempo obtendremos las repre- 
sentaciones ortogonales irreducibles de tales grupos, como A ¿, Sa As, 
además, en una envoltura geométrica fácilmente memorizablo. Jn la 
primera lectura se puede omitir el punto 1 y la demostración (muy 
puntualdizada) del toorema 2, pero, quien desee probar si ha asimila- 
do bien la idea general de «operación de grupo» ($ 2, cap. 7), leserá 
útil tomar conocimiento del contenido de todo el parágrafo. 

1, Ordenes de Jos subgrupos finitos en SO(3). De acuerdo con el 
teorema de Euler del curso do úlgebra lincal, todo elomento 4 € 
ESO (3) 4 +6, os una rotación (giro) en el espacio euclídeo R? 
alrededor de cierto eje. Con otras palabras, se tienen exactamente 
dos puntos en la esfera bidimensional unidad $S*?, que permanecen 
inmóviles para una operación de 4: los puntos de intersección de la 
esfera con el eje de rotación. Estos dos puntos se llaman polos de 
rotación de A. 

Sean ahora, G un subgrupo finito en SO (3), y S el conjunto de 
polos de todas las rotaciones no unidades de G. Es claro, que G opera 
como grupo de permutaciones en el conjunto $. Si x es un polo para 
cierta rotación 4>+€, 4 € G, entonces, para cualquier Y EG, 
tenemos 


(PAGA) BL1 BB  Ax= BI, 
o sea, Hz es polo para HAZH” y, por lo tanto, Yzx € S, Designemos 
con £ el conjunto de todos los pares ordenados (.4, x), donde 4 EG, 
A +8, x es polo para 4. Sea, luego, G, el subgrupo estacionario 
(estabilizador) del punto x, o sea, el subgrupo en G de todos los 
elementos que dejan . en su lugar. Si 


G=G.UgxC:U... U Em,Ge 


es la descomposición de G on clases adjuntas por la izquierda, respec- 
to a G,, entonces, Ja G-órbita del punto z será el conjunto 


G (2) = [x, gat, - - -+ Emxt) 


con un número de elementos | G (7) | = m,. Según el teorema de 
Lagrange, N = myn,, donde N = [G |, n, =|] G, | (en compara- 
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ción con el $ 4, cap. 7, las notaciones se han modificado un poco). 
Obseervemos, que +, es el orden de un subgrupo ciclivo en G, en el 
que cada uno de sus elementos es la rotación alrededor del ejo que 
pasa por «. Se dice, que ». es la multiplicidad del polo «, o que z 
es el n,-polo. 

A cada elemento 4 3 € de G le corresponden dos polos, por eso, 
pQ | = 2 (Y — 4). 

Por otra parte, para cada polo x se tienen n, — 1 elementos de G, 
distintos de e, que dejan inmóvil el polo x. Porconsiguiente, el 
número de pares (.,4, x) es igual a la suma 


[2] =2, (2:—1). 
xES 
Tomando como ([z,, . . ., Zx) el conjunto de polos, uno de cada Órbi- 


ta, haciendo n; = hx,, Mi = M,, Y Observando que 2, = Ry, = Mi 
para todo x € G (2), obtenemos 


R k 
¡213 (1:—1)= Y, m, (1n,—1)= > (N —m)). 
ES j=1 t=1 


De este modo, 
k 
2N—2= » (N —m;). 
m1 


Dividiendo ambos miembros de la igualdad por N, tendremos 


1 2 (17). 0 


Suponemos N > 1, así que Sl <2. Como n,>2, entonces, 


+<1 ==<1, y, por eso, dk debo ser igual a 2 Ó 3. 
CASO 1. k=2, Entonces 
- 4 1 
dm (lt), 
o, lo que es equivalente, 
Tr N 

Sie PT Mi + M2, 
de donde, m, = my = 1,n, = ny = ÑN. Por lo tanto, G tiene exacta- 
mente un eje de rotación y G = Gy es un grupo cíclico de orden N. 


GASO 2. k = 3. Sea, para precisión, n, < ny < R¿. Si Mm > 3, 
entonces, tendríamos 


Y (1 L)>3 (14)=2 


tal iamtf 
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lo que es imposible. Por lo tanto, n, = 2, y la ecuación (1) se escribe 
en la forma 


Evidentemente, e A es una contradicción. Por 


a R Z* 
030, Ry=2 6 3. ñ ; 
Si na¿=2, entonces, => =m (N deberá ser par) y m¡= 
= My = Mm, m¿ = 2, Estos datos corresponden al grupo del diedro Dm 
(véase el ejemplo 1, p. 5, $ 3, cap. 7). 
Si ny = 3, entonces 
1 2 1 
Ci 


y tenemos sólo tres posibilidades: 


2) n,=3, N=12, m= 6 m= 4 m= 4; 
2”) Nhg = 4, N = 24, mi, = 12, Ma ua 8, My = 6; 
27) ni=5, N=860, m, =30, my¿=20, my = 12. 


Recojamos todos estos datos en la tabla: 


números de órbitas EM Ordenes de Jos estabilizadores 


(2) 


Flemos demostrado la afirmación siguiente. 

TEOREMA 1» Jea G un subgrupo finito en SO (3), ni diedral ni 
cíclico. Entonces, para su orden N se tienen solamente tres posibilidades: 
N = 12, 24 6 60. Otras limitaciones al grupo G se hallan contenidas 
en la tabla (2). 

2. Grupos de poliedros regulares. La existencia de grupos de 
órdenes 12, 24 y 60, comprendidos en SO (3), se demuestra muy fácil- 
mente. Con exactitud hasta la semejanza, existen sólo cinco (conoci- 
dos desde la antigúiedad) poliedros regulares convexos en el espacio 
euclídeo R?: el tetraedro Ay el cubo De, el octaedro Ag, el dode- 
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caedro hi y el icosaedro ¿/ qg0: 


Si el centro del poliedro regular M se coloca en el punto de origen 
del espacio R?, entonces, las rotaciones de SO (3) que hacen coincidir 
a M consigo, formarán un subgrupo finito. Pero, sin embargo, apare- 
cen no cinco, sino sólo tres grupos de rotaciones diferentes (= no 
isomorfos), por cuanto para el cubo y el octaedro, y también para el 
dodecaedro e icosaedro, son iguales. Esto es muy fácil de explicar 
geométricamente. Si se unen con segmentos los puntos medios de las 
caras adyacentes del cubo, entonces, todos estos segmentos serán 
aristas del octaedro inscripto en el cubo. Cualquier rotación en R?, 
que deje el cubo invariante, traslada en sí mismo el octaedro inscripto 
y viceversa. Una observación igual es válida para el par dodecaedro— 
icosaedro. En la tabla a continuación N, es el número de vértices del 
poliedro, N, el número de aristas, Na, el número de caras, y es el 
número de aristas (lados) de cada cara, y v el número de caras que 
convergen en cada vértice. Como antes, N es el orden del grupo corres- 
pondiente. 


Dodecaedro 
Icosaedre . 
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De acuerdo con el teorema geométrico de Euler sobre los polie- 
dros, Ny NN, - A, -= 2. El número total de polos es igual a Ny + 
+4 N, EN,- 2, 2. Para cualquier rotación que traslade al 
policdre sobre sí mismo, una arista a,b, dada coincide con cualquier 
otra «ib; o bja¡, de tal modo, que N = 2N,. Observemos también, 
que (p. v) —= (13, a), donda Ra, ft, son las imultíplicidades de 
polos, formuladas en el p. l. 

Seatr, luego, T ol grupo ilel telracdro; O el grupo del cubo (octa- 
cedro) e E el grupo del icosuedro (dodecacdro). 

Los elementos de T son las rotaciones en áuagulos alrededor de los 
cuatro ejes que unen los vértices con los centros de las caras opuostas, 
el giro en un ángulo sí alrededor de cada uno de los tres ejes que unen 
los puntos medios de las aristas opuestas, y la rotación unidad. 

l¿n el grupo O, además de la rotación unidad, se tienen rotaciones 
en angulos ignales a 12, mí, 312 alrededor de los tros ejes que unen 
los centros de las Caras opuestas del cubo, rotaciones en ángulos 
2ñ ¿xn Ed 
a alrededor de cuatro ejes que unen los vértices opuestos 
extrenlos, y rolacioles en un ángulo y alrededor de cada nuo de los 
seis ejes que unen los puntos modios de las aristas diagonalmente 
Opucstas. 

El tetracdro rogulur se inscribe en el cubo y queda invariante 
con respecto a algunas rotaciones de O de orden 3 y 2. Junto con la 
unidad son una cantidad de 12 tipos de rotaciones, y ellas componen, 
precisamente, el gropo T. En consecuencia, TC O, ycomo 0: T | = 
= 2, entonces T JO. 

A cada elemento de O Je corresponde exactamente una permuta- 
ción en el conjunto, cumpuesto de las cuatro diagonales principales 
del cubo. De la igualdad de los órdenes de los grupos | O | = | S, | = 
= 24, se deduce el isomorfismo de ellos: O ez Í,. 

Respectivamente, T ex As. 

El ejercicio 2 muestra que l = A;. 

Volviendo a la demostración del teorema 4, observamos, que 
para Ry = 2, na = ny = 3, se tienen dos órbitas tetraelementales 
G (P1) = (Pr, Pas Pas Pad» EG lg) = (Qi, Ya» 43, 44) de los polos, «lon- 
de p: Y q: son puntos opuestos en la esfera S?. Si nes un te- 
lracdro con vértices p;¿, entonces, su grupo de transformaciones de 
simetría T* contiene a (7. De |G | =12se deriva que A; es un tetrae- 
dro regular, o se, Aj = £44yYT"=G=T. 

Para n¿ = 3, Na = 4, tomamos la órbita lexaelemental G (py) = 
= [Pr ..., pg) de los polos que se dividen en pares, por cuanto 
i43=>n +4. Estos tres pares de puntos en la esfera $? los 
tomamos como tres pares de vértices opuestos del octaedro A;. Como 
en el caso anterior, |G|=24=> A, = As (en el sentido que A; 
es un octaedro regular) y 0” =G =0. 

Finalmente, para n,=2, n¿=3, n= 5, se construye un 
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icosaedro A;, con vértices pi, tomados de las órbitas G (py) = 
= (p,,- - «+ Pa0)- Nuevamente, | G | = 60, conlleva a la regularidad 
del icosaedro As. Y la coincidencia de los grupos: Ps d=1. 

Queda por observar, que cualesquiera «dos poliedros regulares 
de un mismo tipo, inscriptos en la esfera S?, se obtienen uno de otro 
mediante cierta rotación (cambio de sistema de coordenadas). Con 
esto se establece la conjugación de los subgrupos isomoríos en SO(3). 
Recojamos los resultados obtenidos, en forma de teorcma. 

TEOREMA 2. Todos los subgrupos finitos en SO(3) se ugotan, con 
exactitud hasta el isomorfismo, con los grupos Cr, D,, nEN; T = 
e A, Ox S,€ 1 <= A;,. Cualesquiera dos subgrupos finitos isomorfos 
Son conjugados en SO(3). PM 

COROLARIO. Los isomorfismos indicados en el teorema 2, dan repre- 
sentaciones ortogonales tridimensionales irreducibles de los grupos A 4, 
S1U As. 

Empleando el teorema 2 y el epimorfismo P: SU(2) -—>50(3) 
(teorema 1,$ 1, cap. 7), llegamos fácilmente a la descripción de todos 
los subgrupos finitos del grupo SU(2) (se puede operar en el orden 
contrario). Cualquier grupo G*, «liferente del ciclico, resulta preima- 
gen de cierto subgrupo finito G <=. SO(3). Aparecen las llamados 
grupos binarios: 


A =P (D,), T*=dGw1(T), 0* = 71 (0), 1* = 07 ()), 


grupo binario del diedro, del tetraedro, del octaedro y de) icosaedro. 
Los grupos binarios, al igual que las reprosentaciones ortogonales d>: 
SU(2) > SO(3) en genoral surgen naturalmente al describir los 
estados de sistemas físicos de partículas con spin. 


EJERCICIOS 


1. En el grupo 1 del icosaodro, adormás del subgrapo unidad, se tienon 15 sub. 
grupos cíclicos conjugados de orden 2, 10 do orden 3, y 6 de arden 5. Demostrar, 
que ] es un grupo simplo. (Indicación. Wirar la demostración del teorema 5, $3, 


. 7.) 
2. Establecer el isomorfismo entro los grupos ly As. (Indicación, Utili- 
zando la conjugación de todos Jos elomentos de orden 2, mostrar, que ellos se 
disponen en «ramillete» (fig. 21) de cinco subgrupos do Sílov de orden 4 conju- 
ados, disjuntos de dos en dos (más exactamente, intorsecados respecto a e). 
1 grupo 1 opera en el «ramillete» con conjugación. Esta operación es exacta, 
por cuanto ] es un grupo simple (véase el ejercicio 1).) 
3. Si A es un subyrupo finito de orden impar un SE (2) o SU (3), entonces, 
H os cíclico. (Indicación. Emplear cl teorema sobra homomorfismos para el 
caso (D: SU (2) > SO (3).) 
4. Si el subgrupo finito f SU (2) no os preimagen de algún subgrupo 
G SO (3), entonces, | H| = 4 (mód 2). 
$. Mostrar, que con exactitud hasta la conjugación 


0-4 oll> llo «- 


|etpe41=0). 
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6. ¿Qué tienen de común entre sí el grupo binario 1* del icosaedro y el 
grupo 
a b | 
c d 
7. Sea que los átomos q de diferentes calidades (q < 200) se disponen do 


todos los modos posibles (sin consideración de ninguna relación química) en los 
vértices del poliedro regular 4. Las «moléculas» obtenidas unas de otras por 


SL (2, Zp) = (| ad—be—be=41; a, by C, Zo) ? 


rotación alrededor de cierto eje, no se diferencian. Sea f (M, q) el número de 
«moléculas» distintas. Obtener las fórmulas: 


gi 
[6 dh (+1), 
(Oo D=L (04+1199+0), 


1(Ap D=3, (014391412048). 


(Indicación. Usar los razonamientos empleados para el cálculo del número de 
collares (ejercicio 2, al principio del capítulo).) 

8. Mostrar, que ol cálculo del número de coloridos distintos de las caras M 
con pinturas de q calidades, conlleva, en el caso del tetraedro A, a la misma 
fórmula que ev el ejercicio 7, y en el caso del cubo y del octaedro las fórmulas 
cambian de lugar. 
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1. Lema de Schur y su corolario. Toda teoría matemática inte- 
resante, habitualmente se basa en algunas ideas relativamente sen- 
cillas (pero afinadas). Una de las piedras de toque de la teoría de las 
representaciones, es la afirmación siguiente. 

TEOREMA í (lema de Schur). Sean (Dd, V), (Y, W), dos represen- 
taciones complejas irreducibles del grupo G y a: V — W una aplicación 


lineal tal, que 
Y (g) 0 =00 (g), VeEd. (1) 
Entonces: 
(i) si las representaciones D, Y, no son equivalentes, entonces o = 0; 
(ii) si V = W, P = Y, entonces o = 26. 
DEMOSTRACION. Cuando o = 0 no hay nada que demostrar. Por 
eso, consideramos 0 540 y hacemos V, = Ker o Y, 
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Como 00D (g) dv, = Y (g) 0v = 0, para cualquier va € Vo, en» 
tonces, D (g) Va = Vo, o sea, el subespacio V, es invariante respecto 
a G. En virtud de la irreducibilidad de (D, V), tenemos V, =0, 
o Va = V. La igualdad V, = V es imposible, por cuanto o 0, 
Por lo tanto, Ker u = 0. 

Análogamente, suponiendo W, = Im y —W, tendremos w, € 
€ W, => Y (g) w, = Y (8) o (v1) = 0 (0 (g) vy) = w, € W,, así que 
W, es subespacio invariante en W. Nuevamente o 0=> W, 0, 
y, por cuanto (Y, W) es una representación irreducible, queda la 
única posibilidad W, = W. 

(i) Como Kerco = 0, Im y = W, en consecuencia, a: V > W 
es un isomorfismo, y la condición (1) no es otra cosa que la condición 
de equivalencia de las representaciones D, Y (véase el $ 1, defini- 
ción 2). La afirmación (i) ha sido demostrada. 

(ii) Por condición, a: V —» V es un operador lineal en V, Sea A 
uno de sus valores propios; él existe, por cuanto el campo fundamen- 
tal C es algebraicamente cerrado. El operador lineal 0, = v—418 
tiene núcleo no trivial (en él está contenido el vector propio) y cum- 
ple la igualdad Y (£) o, = 0,0 (g). Por lo demostrado antes, 0, = O, 
o sea, 0 =4A8. 

COROLARIO. Sean (D, V), (Y, W), dos representaciones irreducibies 
sobre C del grupo finito G de orden |G |, y 0: V — W, una aplicación 
lineal cualquiera. Entonces, la aplicación «promediada» 


g= ar Y Y (g) 00 (g)* 
gEG 
tiene las propiedades siguientes: 
(1) Dr+* Y =>0..0; 
(1i) V=W, DO=Y=>0=2f, 1= 5. 
DEMOSTRACION. Tenomos 


Y (8) 50 (8) 1= 161 Y Y (Y (90 (4) 0 (8) = 
= [(7|71 2 Y (gh) 00 (gh)*=/]G|* > Y (00D (97 On 


así que Y (g) 0 = 90 (8), Y g € G. Según el loma de Schur, inme- 
diatamente se obtienen ambas afirmaciones, además, la precisión 
referida a la constante A, se deduce de las relaciones 


(dim V)iA=trA8=tr0 |G|7i 2), 11D (8) 00 (g)!= 
g 


=|G|"1 Y) tro=tr0. 
gEG 
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Aquí hemos aprovechado la conocida propiedad «de la función de la 
traza: tr CAC =trA. 

Nos será necesaria la formulación matricial del corolario. Con 
este fin, elegimos en Jos espacios V, W, dos bases cualesquiera: 
V=(]1i612,W= ()1]€J). Escribamos en estas bases nuestras 
aplicaciones (identificándolas con las matrices correspondientes): 


De = (q: (0D), Yy = (par (8), 


a = (0,1), o = (05): 1, EL, ES. 
De acuerdo con la definición de S, 
=|G |”! 2 o la oyo... (871). 2 
| gEG, dl (£) d'1 Pi (8 ) ( ) 
La aplicación uv: Y —> W es totalmente arbitraria. Podemos tomar 
04:=0, V (1% do); Ojoto = 1. (3) 


Entonces, a la afirmación (i) del corolario le responde la relación 
1617 e Vigo (8) Pis (£7) =0, 


Vi, lo» Í, fo (4) 


(D y Y son representaciones no equivalentes). 
Si nhorn Y = W y ( —= Y, entonces 


tro= 3) d¡¡= e Di 0ji ME 


Y  tr0 e lo ón 
vis =80 a y= may 2 órrore. 
7 


Comparando la expresión obtenida con (2), obtenemos 


JG|”* A Py; (8) O; (g71) e e V >) 8 /¡05'0311, 
8gEG, í',j e 
le donde, en virtud de la arbitrariedad en la elección de o (véase (3)), 
Jlegamos a Ja conclusión, que la afirmación (ii) de corolario responde 
a la relación 


me 750 si = lo, 
¡Gp >, Pio (4) Pis (09 dim Y > Jo =t0 (5) 
gE6 O en caso contrario. 


lén las relaciones (4) y (5) se encuentra toda la información que 
necesitamos. 

2. Caracteres de las representaciones. Con cada representación 
lineal finitodimensional compleja (UD, V) del grupo G, se vincula 
la función 


20 : G =>C, 


E 


$ 4] CARACTERES DF 1.1S REPRESENTACIONES LINFALES 335: 


definida por la relación 

lo (8) =tr D (8), g€6, 
y llamada carácter de la representación. Ella también se designa con 
el símbolo xy, o sencillamente con y, si está claro de qué representa- 
ción se trata. 

Sea 0D, = (ps, (8)) la matriz que corresponde al operador (D (g) 
en cierta hase del espacio Y, y A, ..., An (a = dim V) «us raíces 
características, tomadas teniendo en cuenta sus multiplicidades. 

Por definición, 


n yv 
lo (E) = Y.v (8) = 2 Pei (0-2 ho 


Si C es una matriz invectible cualquiera, entonces 
lr? =trVv,. 

Pero sabemos, que loda reprosentación Y, equivalente «a 0), tieno 
la forma g > CQ¿C7!. Por oso, los caracteres de las representaciones 
isomorfas (equivalentes) coirciden. Esta observación ruuestra, que: 
el concepto de carácter está definido correctamente. 

Señalemos otra serie de propiedades elementales de los caracteres. 

PROPOSICION. Sea %a el carácter de una representación lineal com- 
pleja (DP, V) del grupo G. Entonces: 

ti) %0 (e) = dim V; 

(11) xo (gh) = Xo (0), Ve, hEG, o ser, Ya es una función 
constante en las clases de elementos conjugados del grupo G; 

(111) Xo (473) = Ya (2), para cualquier elemento ¿€ G de orden 
finito (el sobrerayado indica conjugación compleja); 

(iv) a la suma directa D = PD” 4- (D” de representaciones, le res- 
pon«de el carácter Ya = Yo: — Ya. 

DEMOSTRACION. —Efeclivamente, Xp le) =- Lr WD (e) = rf = 
= dim. Y. Luego, Yo (Rgh”*) = tr D (Ahgh7*) = 1r Q (4) D (g) _ (A == 
= lg UD (9) = xo (£). Parn la demostración de (i11) observemos, que 

£F=e>0D(p"=f. 


y Sid, ..., A, son las raíces características de operador d> (g), 
entonces, An, - . ., /4% serán Jas raíces O del oneridos 
b (De En particular, AM? =41,1Í<I1<», y. por lo tanto, |24, ) = 
= 41, A; = 47. Por eso 


Y (87) =tr O (871) =112 0 (8) 1=)) 1 = Y 2, = O, 2) = XL (8). 


Finalmente, en el caso Y = (P” + 0D” sabemos que con la corres- 
pondiente elección de la hase en el espacio de la reprosentación Y, 
todas las matrices D,, g € G, adoptan la forma 

, 
D¿ 0 | 
o oz 


g= 
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de donde, tr Dd, = tr Dg + tr D¿. Esto significa precisamente que 


lo (£) = Yo: (E) + xo- (8). Y 
Observemos, que para n= dim V = 1 se tendrá Yo € (2) = Y (8), 
pero, cuando n > Í, el carácter xp no es homomorfismo de G en C*. 


EJEMPLO 1» Examinemos el grupo SU(2) en su representación bidimensional 
natural. Sea y el carácter correspondiente. De acuerdo con (5), $ 1, cap. 7, 
cualquier matriz g € SU (2) es conjugada con la matríz 


Í 
2 
e 0 
bp= pl 0<p<?n, 
iZ 
0 e ? 


así que las clases de elementos conjugados del grupo SU (2) se parametrizan 
con los números reales q del intervalo indicado. En correspondencia con la 
propiedad (ii) de los caracteres, tenemos 


E 12 
x (6) =x (UtdqU=)=x(bg=e "qe *=2000H. 


Con una representación canónica P: SU (2) > SO (3), la matriz by pasa 
a la matriz 

cosp —seuqp 0 
sen q cosp 0 
0 0 1 
que también sirvo de cómodo representante en la clase de matrices ortogonales 

conjugadas del grupo SO (3). Es ovidente, que 
% 9 (By) = 1 + 2 cos q. (0) 


Usaremos la fórmula (6) más adelante. 


By= , 


El conjunlo CS = (G >C€) de todas las funciones de G en C 
está dotado de estructura natural de espacio vectorial sobre €: 
para %14, 249ÉC, Ya. Xa€ CC, bajo 1x1 + %aXg se entiende la 
función con los valores 


(21% + %X2) (8) = 21% (8) + %xa (8). 
La función de CS“ se llama central, si ella es constante respecto 
a las clases conjugadas del grupo G. Las funciones centrales generan, 


evidentemente, el espacio vectorial en C%, que designaremos con el 
símbolo Xc (G). Hablando en general, Xg (G) es un espacio infinito- 
dimensional, pero, si en el grupo G sólo se tiene un número finito de 
clases de elementos conjugados C,, Ca, .... C, (así será siempre 
para el grupo finito G), entonces, el espacio Xc (G) es finitodimen- 


sional. Por ejemplo, 
Xq (6)=(Pp Pa... Pg (7) 
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donde 
1, si gEC;, 
P,()=1p si g6C,. 


Por lo demostrado (proposición (ii)), los caracteres del grupo G 
pertenecen al espacio Xq (G). Veremos, que el espacio estirado en 


ellos, de hecho coincide con Xg (G), por lo menos para el grupo 
finito G. 

Más adelante suponemos, que el grupo G es finito. Transformemos 
C“ en espacio hermítico con el producto escalar 


(6, De=337 DOTE). o, TEC”. (8) 
gEG 


Es fácil comprobar, que la forma (0, 7) —> (0, t)6 cumple todas 
las propiedades de una forma hermítica no degenerada. Su estrecha- 


miento en el subespacio Xg (G) = CS, resulta un instrumento muy 


útil, en particular para el estudio de los caracteres de las representa- 
ciones lineales. 

TEOREMA 2. Sean D, Y, representaciones complejas irreducibles 
del grupo finito G. Entonces, 


le si DY á 
Mo: Xd 10, si 0+Y. (5) 


DEMOSTRACION. En notaciones matriciales tenemos 


nr n 
Xo (8)= 2 Pr (8), Kg (E) = 2), Vi (8). 
Haciendo ip = li, jo =j en la relación (4), y sumando luego con 


respecto a i y j (en los intervalos admisibles para ¿ y )), obtendre- 
mos 


0= [6 2 E) Pu (EOI (Qi pu (671) = 
=]6|" 2 My (8) 10 (7H =16 no: Lw (8) %0 (8) = (Lg Zo)o 
para cualesquiera representaciones jrreducibles no equivalentes (>, 


Y, del grupo G 
Empleemos ahora (para ¿, = l, fo = J) la relación (5): 


1= (2 0,)/dim V= [an 9 Py) (g)) (2 Pe: (871) == 
=]G|”1 LXo (8) %0 (87) =(Lor Xo)c 


22-0392 
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Como los caracteres de las representaciones isomorfas coinciden, 


entonces, (Xw». Xw)s = 1, para D = Y. 

La expresión (9) se llama (primera) relación de ortogonalidad 
para los caracleros. 

COROLARIO. Sea 

V=V,...0/V, (10) 

la descomposición del G-espacio V en la suma directa de G-subespacios 
irreducibles V¡. Si W es algún G-espacio irreductible con carácter yw, 
entonces, el número de sumandos V¡ en (10), isomorfos a W, es igual 
a (Xv, Xxw)e y no depende del procedimiento de descomposición (multi- 
plicidad con la que W entra en el Gespacio V). Dos representaciones 
(dos G-espacios) con el mismo carácler, son isomorfas. 

DEMOSTRACION. Como mencionamos antes (proposición (iv)), xy = 


= Av, Fo... Ava por eso 
(Ly Aw)e =.z (Xy, %w)c + ... + (Xv,> Yw)G- 


Según el tevrema 2, en el segundo miembro se tiene una suma de k* 
ceros y unidades, además, el número de unidades coincide con el de 
G-subespacios V,, isomorfos n W. Pero el producto escalar (Xw. Xw)a 
en general, no depende de ninguna descomposición (véase la relación 
definitoria (8)), así que hemos demostrado simultáneamente la 
invariunza de la multiplicidad con la que W entra en el G-espacio V. 
Dos G-espacios V, V”, con e) mismo carácter X = Xy = %y- 
contienen en su descomposición cnalquier sumando, isomorfo al 
G-espacio dado irreducible W, el mismo número de veces, precisa- 
mente (X, Xw)a. Por eso, en las descomposiciones 
A ! 
V=0 V,V'=0 V; 
ti 7=1 
en sumasdos «directos irreducibles, podemos considerar l= k, 
V¡ 2V¡,1<1<kXk. Por consiguiente, también son isomorfos los 
mismos G-espacios V, V”. 
Las observaciones hechas después de la demostración del teorema 
de Mashke y el corolario del teorema 2, permiten expresar el carácter 


%Zo de cualquier representación lineal compleja (D, V) de un grupo 
finito G, en forma de una combinación Jineal de números enteros 


8 
Y 

la = a Mia 
i=a 


Aquí, mes la multiplicidad, con la que la representación irreducible 
+ 0 
dy 


(D;¡, Vi) entra en la descomposición (DD, V), así que DO, = 
para ¿ + 5. Usando la rolación de ortogonalidad (9), podemos escribir: 


Lo XaJo Ra 2 mi. (11) 


¡oz 
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Por lo tanto, el cuadrado escalar (%a, %o)a de carácter ya de 
cualquier representación compleja UD, siempre es un número entero, 
igual a 1 exactamente cuando (D es una representación irreducible, [P 

Llegamos a un resultado extraordinario. Los caracleres, o «trazas 
de las representaciones», portadores de referencias muy escasas sobre 
cada factor lineal YD (g) por separado, expresan propiedades esenciales 
de la globalidad de éstos (D (g) | g € G), o sea, de las propiedades 
de la propia representación 0. 


EJEMPLO 2. Convencémonos de la irreducibilidad sobro € de las representa- 
ciones de los grupos Ay, S, y Aj de rotaciones del espacio tridimensional. Para 
eso hay que regresar al corolario del teorema 2, $ 3, y aprovecharse de las fór- 
mulas (6) y (11). La representación Y, descripta un el $ 3 muestra que si xr es 


una permutación de orden q, entonces, UD (11) es un giro a un ángulo «<<, m.c.d. 


(«, q) = 1, alrodedor de cierto cjc. Por eso, el valor del caráctor x = yg se 
calcula inmediatamente por la fórmula (6): 


x (1) =142 cos k Zo m=3, —4, 0,4, a. 1, 


si, respectivamente, q =4, 2, 3, 4, 5 (k = +1), 5 (h = +2), Observemos, 
que 


Y5 e 0 0 
1 2 zarllo er 0llmey-e-+1, 
0.0 4 


das ¿ni 
IA 2-2 144, et=e s . 


El cálculo del orden de la permutación y por su descomposición en cíclos 
independientes fue doscripto en el corolario 1 del teorema 4, $ 2, cap. 4. La 
distribución de los elementos respecto a las clases conjugadas vione dada en las 
tablas (para A, vóase ol EF 8, $2, 0: 7; para S, véase el ejercicio 4, $ 3, 
cap. 7, y para A, véase la demostración del teoroma 5, $ 3, cap. 7). He aquí 
las mismas tablas, completadas con los valores del carácter y: 


22» 
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As lel(12(60| (123) (12345) | (12354) 


ya 


| 1 | 0 0+VDaja—V Bs 

Las relaciones 

(X, a, = qa (13943 (—19944-014-4.02)=4 

(x, Os, = 37 133 (A NE (— 248-024 6:18)= A 

Co Da = qy [3415 (— 11420094 
a 


Muostran, quo la representación Y con carácter y es irreducible sobre € (véa- 
se (11)). 


EJERCICIOS 


1. Scan D, Y, representaciones complejas irreducibles del grupo finito G. 
Ohtener la generalización del teorema 2: 


Eo (%) 
[Gp y Xwy (68) lo (4)=8p, y a 


Y 


Ayuí h es un elemento arbitrario del grupo G: óy y = 1 0 0, según la equiva- 
lencia o no equivalencia de O y W. (Indicación. Reescribir las relaciones (4) 
y (5) en lu forma 


Óy103, 
16012 Y bin (0 Pi, 5 (67 0=050, y q (0 * 
g 
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Multiplicar ambos miembros por pay (4) y sumar con respecto a j/, tomando 
en cuenta la igualdad AY (2) Pigo (E) = Pryo (68). En la relación obtenida 
3 


Pas (a) Os 4, 
|G |"! 2, Pas, (BE) 95, (270) =Ó9, y “Ap (€) 


hacer jo = k, iy = i, y luego sumando con respecto a i y k, pasar a los caracte. 
res. 

a, Emplear el criterio de irreductibilidad basado en los caracteres, en la 
representación 0(3) del grupo Sy del ejemplo 1, punto 1, $ 

3. Demostrar, con ayuda del lema de Schur, que todas las representaciones 
irreducibles sobre C del e abeliano G, son unidimensionales, (Indicactón, 
Sean, O una representación irreducible; k un elemento de G. En virtud de la 


conmutatividad 0 (g) D (4) = 0 (+) O er V¿€G. Haciendo o = 0 (h) en 
ol lema de Schur, obtendremos UD (h) == 4,$. Esto es cierto para cualquier 
h € G. Para una O irreducible queda la única posibilidad: ser unidimensio- 
nal.) 

4. Si el grupo G poseo el automorfismo t, entonces, con cada representación 


lineal (O, V) de este grupo, se asocía otra representación (P*, V), definida 
por la regla O* (g) = 0 (1 (g)). Comprobar, que esto es efectivamente así, 


y mostrar, que la irreducibilidad de Y conlleva la irreducibilidad de 0*. Por 
lo común, 07 = O, pero, en algunos casos, se obtiene una representación nueva, 


¿Qué se puede esperar en caso de automorfismo interno? 

Sean G = As y O la representación examinada en el ejemplo 2. La aplica- 
ción t: 1 > (12) sí (12)7! es automorfismo (extemo) del grupo A,. que permuta 
las clases con representantes (12345) y (12354). El conjunto de valores de loa 


caractores y y x* se obtienen unos de otros por permutación de los lugares 
(d+ Y 5)/2 y (1 — y 5)/2. Mostrar, que los caracteres y y y" no son equivalen- 
Les. 
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1. Número de representaciones irreducibles. Eu caso de grupos 
finitos, las consideraciones precedentes permiten dar respuesta 
a las preguntas principales de la teoría de representacionos. Una de 
las fundamentales es el siguiente 

TEOREMA 1. El número de representaciones no equivalentes de dos 
en dos e irreducibles del grupo G sobre C, es igual al número de sus 
clases de elementos conjugados. 

La demostración del teorema se contione en los lemas 1 y 2, si 
se observa que la cantidad r de clases conjugadas del grupo G la 
interpretamos como la dimensión del espacio X € (G) de las funciones 
centrales de signatura compleja en G (véase (7), $ 4). Como Jos carac- 
teres de las representaciones lineales son funciones centrales, en- 
tonces, ellos engendran en Xq (G) un espacio lineal de cierta dimen- 


sión s < r. Según el teorema 2, $ 4, los caracteres de representaciones 
irreducibles conforman la hase ortonormal (en métrica (*, *)g) de 
este espacio. Por lo tanto, el número que nos interesa coincide con 3 
y no es mayor que r. Queda por establecer la igualdad s = r. 
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LEMA 1. Sean, Y la función central en el grupo finito G, y (Dd, V) 
la representación irreducible sobre C con carácter ya. Entonces, para el 
operador ltneal 

O, = ) T(R)D (4): V-—V 
AEG 
tenemos Dry = A6, donde 
SA 124 A 
A = Xy (e) (Lor Do 
(E es una función central, definida por la igualdad Ts (0) => P (8). 
DEMOSTRACION. Como L' es una función central, entonces 


D(£) 010 (2) => T(1)O(E 0 (A) DS) = 
=Y Pghg") 0 (ghg73) =>. T (1) D()=0p 
REG Qe 


Y bien, Ord (£) = O (g) Or, Vg € G. El loma de Schur (teorema 4, 
$ 4), aplicado al caso y = Oy, muestra que Pr = 48. Calculando 
la traza de los operadores que figuran en ambos miembros de esta 
igualdad, hallamos 


AXo (2) =4 dim V =tr NE =tr Or=2 Y () tr O (+) = 
E 
=|G| UCA xo 00 E (a)) =161 (Xa» Pio N 


LEMA 2. Los caracteres Yy. . . ., ka de todas las representaciones 
trreducibles no equivalentes de dos en dos del grupo G sobre € generan 
una base ortonormal del espacio X«c (G). 


DEMOSTRACION. Por el teorema 2, $ 4, el sistema YX,, . . ., Ls es 
ortonorma] y se puede incluir en la base ortonormal del espacio 
Xc (G). Sea T una función central cualquiera, ortogonal con respecto 


a todo Xi! (Xi, P)¿ = 0. Entonces, según el lema 1, el operador 
lineal DP, que responde a la representación (DX* con el carácter Xi, 
es igual a cero. 
Según el teorema de Mashke, toda representación compleja se 
puede descomponer en la suma directa 
D=m,00+...+m,00 


con algunas multiplicidades m1, .. ., Ms. En correspondencia Con 
esta descomposición para el operador Dry, definido por la relación 


dy = >) Tr (4) O (A), 
Ac 


tenemos 
Dr-=m¡DP?+...m,DS'--0, 
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En particular, esto se reficre al operador linoal pr, donde p es una 
representación regular (véase el ejemplo 5, $ 1). Pero en tal caso, 
tendremos (designando temporalmente con el símbolo 1 el elemento 
unidad del grupo G, a fin de evitar la combinación e,) 


0 =p, (e1) +. T (h) p(H)e,= >, T(h)e, >T (4)-=0, VAG, 


de donde T =0 y, en consecuencia, T =0. IM 


EJEMPLO. El teorema 1, aplicado al grupo simétrico Sy, aflrma, que este 
rupo tiene exactamente tres representaciones complejas irreducihles. No hace 
alta buscarlas: la tabla al final del p. 1, $ 2, contiene toda la información nece- 

saria. Notemos, de paso, que los cuadrados de los grados de las reprosentaciones 
D0), 00, 0) satisfacen la relación 12 + 13 -+ 2% =6 =|S¿[|. Ahora 
veremos, que en el caso general se cumple una relación análoga. 


2. Grados de representaciones irreducibles. Examinemos un poco 
más detalladamente la representación regular (p, (ez | g € G)c). 
Designemos mediante Ai, la matriz del operador lineal p (4) en la 
base dada (ez |£ € G). Como p (h) e = es, entonces, todos los 
elementos diagonales de la matriz R, serán nulos para h *% e, y 
tri, =0. Por Jo tanto. 


lo ()=1G |. xp (4)=0, Vhxe. (1) 
Sea ahora (PD, V) una representación irreducible arbitraria del 
grupo G sobre C. Como muestra el corolario del teorema 2, $ 4, la 


multiplicidad de la inclusión de Dd en p es igual al producto escalar 
(Xo» Yo0)a. De acuerdo con (1) 


(Xor Xodo = 16171 2 xo (2) xo (1) = |GI7* Y, (€) La (e) = 
=|6|7* |G| xy (e) = dim?. (2) 


Vemos, que cada representación irreducible (considerada con 
exactitud hasta la equivalencia) entra en la regular con una multi- 
plicidad igual a su grado. Según el teorema 1 se tienen r representa- 
ciones irreducibles no equivalentes de dos en dos 

DW DA, ..., OM 


(r es el número de clases conjugadas del grupo G), a las cuales 
corresponden los caracteres 


Xi Agr «<-> -> Aro Xi = Xati)- 
de grados 

Ry, Mg o. .) Mp Ni= Xi (e). 
Habitualmente, como (Dd) se toma la representación unidad, así 
que Ya (g) = 1, Vg € G. La relación (2) muostra, que 


027004... +00, 
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de donde 


Yo = Mar +... + NXr> 
En particular, 


|IGl|= (e) =P) +... + nl) =2nX +... +8. 


Llegamos al teorema siguiente. 

TEOREMA 2. Cada representación irreducible D“) entra en la des- 
composición de la representación regular p con una multiplicidad igual 
asu grado n;. El orden | G | del grupo finito G y los grados Ry, .. ., Ry 
A todas sus representaciones no equivalentes están vinculados por la 
relación 


r 


2 ni=161. (3) 


Para grupos de orden pequeño, la hermosa expresión (3) resulta 
suficiente para hallar todos los grados ny, .. ., fp, aunque en el 
caso general es necesario, por supuesto, efectuar razonamientos 
complementarios. 

Los datos sobre los caracteres de las representaciones irreducibles 
(más breve: sobre caracteres irreducibles) es cómodo escribirlos en 
forma de tabla 


e 8 8s coo Br 


Xi Pa %Xil82) Xil[83) --- Xi (8r) 
Ya | My YXel82) Xl(Es) --- X2(8r) 


Xr hr Ar (82) Xr(83) ... Xr (Er) 
llamada tabla de caracteres. En su fila superior se encuentran los 


representantes de todas las r clases conjugadas gf del grupo G. 
Por ejemplo, la tabla de caracteres del grupo S, tiene la forma 


| e aa (123) 


Ls 1 1 1 


X3 2 0 —1 


(compararla con la tabla al final del p. 1 $ 2). 

Como siempre, designemos con el símbolo C (g) = Cg (g) el 
centralizador en el grupo G del elemento g € G. Sabemos, que 
IC(091 124 |=/G| (véase el punto 2, $ 2, cap. 7). Poreso, la rela- 
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ción (9), $ 4 (primera relación de ortogonalidad) se reescrila en la 
forma 


d 1 O 16 —= 
2 Ari e 07 2 Ter ENE) 
Jai Juez) 

1 


P 


= 
a 
$ 
= 


== 1 2 (871%: (84) Ya Y (E) =61 Ya Y e (8) xn (8) =(Xa, Ando = Ós1> 
8EG 


significa, que la r X r-matriz 
M= Xi (8) 
y ici)! 
es unitaria por filas. Pero la unitariedad por filas es equivalente a la 
unitariedad por columnas (M-'M = E =*M-M), así que 


») %1 (25) Xs Xu (6x) ; 
VIC VIC. Sano 


Oo, en una io más detallada: 


ñ 
——== O, si g y f no son conjugados, 

h) = 4 

2 q (E) a (2) [Ce (£)|, en el caso contrario. (%) 


La expresión (4) se llama segunda relación de ortogonalidad para los 
caracteres. 

3. Representaciones de grupos abelianos. La descripción de las 
representaciones irreducibles de grupos cíclicos en el ejemplo 6, 
$ 4, permite la generalización natural siguiente. 

TEOREMA 3. Cada representación irreducible de un grupo abeliano 
finito A sobre C es de grado 1. El número de tales representaciones no 
equivalentes de dos en dos es igual al orden de | A |. Reciprocamente, 
si cada representación irreducible del grupo A es de grado 1, entonces, 
Á es un grupo abellano. 

DEMOSTRACION. El número r de clases de elementos conjugados. 
del grupo abeliano A coincide con el orden de éste, por eso, las dos 
primeras afirmaciones se deducen del teorema 2 (véase también 
el ejercicio 3, $ 4). Haciendo, Juego, en la relación (3) todos los n; 
iguales a 1, obtendremosr = ¡A |, lo que es equivalente a la conmu- 
tatividad del grupo. | 

DEFINICION. Sea A un grupo abeliano. El conjunto 

A = Hom (4, C*) 


de homomorfismos de grupo A en el grupo multiplicativo C* del 
campo de los números complejos, considerado junto con la operación 
corriente de multiplicación 


(X1%a) (a) = q, (a) xg (a) 
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(y, E Á. 4€ 4), se llama grupo de caracteres del grupo A sobre € 
tx? = Y). 

TEOREMA 4. Los grupos A y Á son isomorfos. 

DEMOSTRACION. Del teorema 3 sabemos, que, en todo caso | A | = 
= | Á |. Conforme a los resultados dol $ 5 cap. 7, el grupo A permite 
la descomposición 

A =A4A,XA3X...X Aa 
en ol producto directo de los grupos cíclicos A; = (a¡) (no importa 
cuáles, primarios o no; elegimos la oscritura multiplicativa de la ley 
«de multiplicación en A). Si | 4; ] = s; y es es la raíz primitiva de 
sy-ésimo grado de 4, entonces, a cada elemento a = ayas sa ar de A, 
le corresponde ol carácter y. € A, definido por la relación 


t, rt t 
%a (arar... aji) =8 18722... Eh, 
Evidentemente, XaXar = Laa» (véase la definición). Si 
a t be th tp! TE t! MESS , 
a=4/07 ... 470/02 ... a =0 A 
entonces, existe un indice ¿con f, + t;. En este caso, 
t* 
Ya (0,) =ej1 76 € 1= Ya (44). 


Por consiguiente, todos los caracteres y, son diferentes de dos en dos 
y la aplicación a»->x establece el isomorfismo exigido entre A y 4. 

£l método de demostración del teorema 4 brinda, evidentemente, 
una estructura clata de todas las representaciones irreducibles de un 
grupo abeliano. 


EJEMPLO, Sean, Van Un grupo abeliano elemental de orden 2*, y su carácter 
complejo irreduciblo, distinto de la unidad, o soa, y (a) se 1 para algún a € Van 
Entonces, Ker x = B zs Van-, y tiene lugar la descomposición Van = B U aB 
en clases adjuntas respecto a B, asi que 

yA (atb) le (1, i= O, 1. 


En particular, el grupo cuaterno (de Klein) V,, sobre las representaciones del 
cual se hizo mención en el problema 2, $ 2, cap. 1, tiene la tabla de ca- 
racteres siguiento: 

| e a fh ab 


%1 1 1 1 1 
Y il —1 1 —1 
La 1 1 — — 
% it —4 — 1 


Los resultados sobre Jas representaciones de grupos abelianos, 
permiten obtener también cierta información acerca de las represen- 
taciones de grupos finitos arbitrarios, 
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TEOREMA 5. Las representaciones de grado 1 del grupo finito G 
sobre C se encuentran en correspondencia biyectiva con las representa- 
ciones irreducibles del grupo cociente G/G" (G* es el conmutante del 
grupo G). El número de las mismas es igual al índice (G : G). 

DEMOSTRACION. Hagamos primero una observación general. Sea, 
G un grupo cualquiera, y K su subgrupo normal. Si (D es la repre- 
sentación del grupo G con núcleo Ker Dd > K, entonces, se puede 


definir la representación Y del grupo cociente G/K, suponiendo 


GD (gK) = 0 (g), g€6. 

Que esta definición es correcta, resulta evidente (véase la demostra- 
ción del teorema 1, $ 3, cap. 7). Luego, Ker Y = Ker D/K. En 
particular, para K = Ker O se obtiene la representación exacta 

Recíprocamente, toda representación lineal Y del grupo A, 
induce la representación (WM del grupo G, que permite el epimorfis- 
mo 1: G »A. Es suficiente hacer 

D (8) = Y (x (g)). 

Como x es un epimorfismo, entonces, D (G) = Y (H) y Q, Y, son 
al mismo tiempo reducibles o irreducibles. Según el teorema sobre 
la correspondencia (teorema 3, $ 3, cap. 7) Ker Y = 1? (Ker Y). 
Con cualquier representación unidimensional YD del grupo G se 
asocia el grupo abeliano (más exactamente, cíclico) Im Dd, así que 
Ker 0 >6G”. La demostración del teorema se obtene ahora como 
resultado de una sencilla unión del teorema 3, de la observación 


efectuada más arriba y del teorema 4, $ 3, cap. 7. Ñ 

4. Representaciones de algunos grupos espectales. Aunque en 
principio, para la obtención de todas las representaciones irreduciblos 
del grupo finito G, es suficiente descomponer su representación 
regular (teorema 2), en la práctica esto supone dificultades y se 
deben elegir rodeos. Habitualmente resulta más soncillo construir 
primero la tabla de caracteres, y luego formular las propias repre- 
sentaciones (véase, en relación con esto, cl $ 1, cap. 9). Por otra 
parte, en los ejemplos relativamente sencillos que se brindan más 
abajo, na hay ninguna necesidad de recurrir a diferentes subter- 


fugios. 
EJEMPLO 1. Sea G un grupo de permutaciones 2-transitivo arhi- 
trario, que opera en el conjunto Y = f1,2,..., n), n > 2 (véase el 


ejemplo 3, $ 2, cap. 7). Sea, luego, D la representación natural 
del grupo G en el espacio V = (£,, €2, - - -, €n) con la operación 
D (2) e, = €g) (véase el ejemplo 5, $ 1). Como os fácil comprender, 
el valor xo (g) coincide con el número N (g) de puntos i € 2 (=a los 
vectores básicos e;), que quedan inmóviles cuando opera £. Según 
el teorema 3, $ 2, cap. 7, tonemos 


== Y = 
2, Lo (8) Xo (8) Y, o (67 3 N (g?=2]6), 
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lo quo, evidentemente, se reescribe en la forma 


(xo, Xola = 2, (5) 


Comparando (5) con la relación (14) dol $ 4, llegamos a la conclusión 
de que VW es la suma directa de dos representaciones irreducibles 
(QQ =4 +4es la única expresión de 2 en forma de suma do los 
cuadrados de números naturales). Pero, también sabemos, que D == 
= PD + Y, donde (DU), UY) es una representación unidad, y Y 
es una representación (1 — 14)-dimensional, que opera en el espacio 
W = (e. — Cn, €2 — ln, « - -rEn-1 — €n). Si la descomposición V = 
= U Y W se pudiese continuar a cuenta de la descomposición de W, 
entonces, los sumandos irreducibles serían más de dos. De este modo, 
tiene lugar la «afirmación no trivial siguiente. 

La representación lineal natural (Dd, V) del grupo de permutaciones 
bitransitivo G sobre el campo C, es la suma de la representación unidad 
más otra representación irreducible. 

En particular, cada uno de los grupos Sa, n > 2; An, n>>3, 
tiene una representación irreducible Y sobre C, de grado n — 1, con 
carácier Yw, y se culcula por la fórmula 


1 (8) =N (8) —1. P (6) 


Como se mostró en cl ejemplo del grupo S3 (ejemplo 1, punto 1, 
$ 2), las matrices Y, se hallan fácilmente. Para el cálculo de los 
valores iw(g) por la tórmula (6), es suficiente conocer la estructura 
cíclica de la permutación g. 

Tenemos una breve ilustración: 


Ay | e (12084) (123) (132) 
Xy 3  — 0 0 
Sa | e (284) (12) (123) (1234) 


yl 3 — 1 0 4 


As | e (428%) (123) (12345) (12854) 
y | 4 0 a | 


“*JEMPLO 2. Hiepresentaciones irreducibles del grupo alternativo A 4. 
Recojamos los hechos que nos son conocidos. El grupo A, tiene 
cuatro clases de elementos conjugados. Los representantes de las 
clases y sus potencias se muestran en las dos filas superiores de la 
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tabla 


1 3 4 4 


e (12)(34) (123) (132) 


%1 1 4 1 1 
a 4 4 e g7! 
%s 1 1 87 € 
%a 3 — 0 0 


El conmutante A; = (fe, (12) (34), (13) (24), (14) (23)) =V, biene 
índice 3 en A¿, por eso, 44 posee tres representaciones unidimensiona- 
les DD = y,, DS = y,, DO) = yg (con núcleo A, y con e? = Í, 
e == 1) y una representación lridimensional DW (12 = 12 4 1* -;- 
+ 1? + 3%). Comparando la tabla para A, dol ejemplo 1 con la del 
ejamplo 2, 5 4, nos convencemos de que la representación (DW con 
carácter xq es equivalente a la representación D del grupo A, de 
rotaciones (grupo del tetraedro) y a la representación Y vinculada 
con la 2-transitividad del grupo Á4.- 

EJEMPLO 9. Representaciones irreducibles del grupo simélrico $4. 
Las dos filas superiores de Ja tabla 


1 3 6 8 66 


e (12034) (12) (123) (1234) 


se han tomado del ejercicio 4, $ 3, cap. 7. La representación DM = 
= x, es unidad. La representación MP = y, se da mediante la 
paridad (con el signo) de permutaciones de S,. Como (8, : Sy) = 2 
(ejemplo del p. 2,5 3, cap. 7), entonces,no hay más representaciones 
unidimensionales. La representación bidimensional D% con carácter 
%) y núcleo V, <] S, se obtiene de los razonamientos expuestos en la 
demostración del teorema 5 y en el ejemplo 2, p. 1, $ 3, cap. 7. 
La representación Dt con carácter y, responde a las rotaciones del 
cubo (véase la tabla para S¿ del ejemplo 2, $ 4). La representación 
DS = Y, con carácter y, (véase la tabla en el ojemplo 1) se vincula 
con la 2-transitividad del grupo S,. Ella también os equivalente 
a la representación que corresponde a todas transformaciones de 
simetría del tetraedro A, (rotación + reflejo; precisamente estas 
transformaciones son importantes para la descripción de las oscila- 
ciones de la molécula de fósforo (problema 2, $ 2, cap. 1)). 
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EJEMPLO + Hepresentaciones irreducibles del grupo de cuater- 
niones Oz. Sobre el grupo Qa se ha dicho todo en el ejemplo 2, punto 3, 
$ 3, del cap. 7. Allí también so expuso (pero no se llamó por su 
nombre) la representación irreducible bidimensional D'% con ca- 
rácter Yg- 


X1 1 1 1 1 1 
Xa 1 1 — — 1 
49 4 4 —t 4 — 
y 2 —2 0 0 0 


Cuatro representaciones unidimensionales tienen por núcleo el con- 
mutante (a) y se determinan de la tabla en el ejemplo del punto 3. 


EJERCICIOS 
i. Obtener la relación (4), escribiendo en jorma explicita la expresión 
tig = (Mi xa para los coeficientes de la descomposición T; = )t¡¿x¡ do la 


función central básica TP; (véase (7), $ 4) medianto caracteres irreducihles. 
2. Comprobar (y recordar sobre el isomorfismo entre el espacio vectorial V 
y el espacio de funciones lineales V*, conjugado a él), que la aplicación 7: 


A=>/A, definida por la condición 
a? (1) = 1 (a), 


da el isomorfismo del grupo abeliano Á en A. (Indicación. De al (x143) == 
= a* (21) a? (19) so deriva, que a* es carácter del grupo A. Como (aa y? = 


= a* (a')*, entonces, 1 es homomorfismo de A en A. Luego, E 
Kerr= (EA Ja (y =x1(0)=1, Yxc A) Kert=e y [Á|= 


=|4A|=/A| => 7 es un isomorfismo.) 

Este ejercicio, junto con el teorema 4, establece una parte” de la llamada 
ley de dualidad para los grupos abellanos finitos. Una ley análoga, pero mucho 
más profunda, de dualidad para los grupos abelianos topológicos, que lleva 
a consecuencias importantos, jue establecida en los años 30 por L. Pontriaguin. 

3. Demostrar, que si el grupo abeliano finito A permite una representación 
irreducible compleja exacta, entonces, Á es cíclico. 

4. Seun, un pnl abeliano finito A y su subgrupo B. Demostrar, que cual.- 
anión carácter ilol grupo B se continúa hasta el carácter del grupo A y el número 

e tales proposiciones cs igual al índice (A : B). 

5. Fundamentar la fazc que antecede a los paréntesis al final del ejemplo 3 

en ol punto 4. 


6. ¿A qué es igual la media Y Y (g) de los valores del carácter com- 
plejo y en los elementos del grupo finito G? 
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7. Reunir de distintos lugares (véanse: ejemplo 2, p. 2, $ 4; ejercicio 4, $ 4, 
ejemplo 1), las tablas referidas al grupo A¿en la tabla de resumen de los caracte- 
res 


15 20 12 2 


e (12084) (123) (12345) (12354) 
Xx 1 1 1 1 4 
[3 o 0 7<4+Y'D Su—v5 
a |3 o uv uv 7]a+v5 
a 44 0 1 —1 —1 
e . : 


Dar la descripción de los representantes irreduciblos con caracteres Xy. La. 
X3, Xa: Completar la última fila de la tabla, utilizando la seyunda relación de 
ortogonalidad (4) para los caracteres. (Respuesta: 5, 1, —1, 0, 0 

8. Sean, P = (ABICR; 0O<t,j, k<p — 1) el grupo de orden p? exami- 
nado en ol ejercicio 3, $ 2, cap. 7, V = (€0, €17 ... to.) un espacio vecto- 


rial complojo de dimensión p; €, una raíz primitiva de grado p, de l; 4, B», 
$4, operadores lineales en V, definidos por las relnciones 


Aerea, Brep=eRle,, Gnej=ekte,, 0<!I<p—i 
(los índices inferiores de los elementos hásicos se toman de acuerdo con el módu- 


Pp). 
Mostrar, que la aplicación 
DIN:An A, Br, Cr» En 


da una representación lineal irreducible del grupo P. Las representaciones 
OM, ..., O(P-1) no son equivalentes de dos en dos, y, junto con p? ropresenta- 
ciones unidimensionales (p* es el índice del conmutante P” = (C) en P), agotan 
todas las representaciones complejas irreducibles del grupo ?. 

9. Completar con cálculos Jos razonamientos siguientes. Sos D, =- 
== la, ban =e, db= e, bab-! = a) el grupo de un diedro do orden 2n. 
cuyas propiedades (incluyendo la descripción de las clases de clementos conjuga- 
dos) fueron dadas en el ejemplo, 1, p. 5, $ 3, cap. 7. Como (a) <Y D,, entonces, 
las aplicaciones 2-=»1, bn>1 y ar>1, br» —1 expresan das representaciones 
unidimensionales. 

2ni 
á Seagmm=e” la raíz primitiva do n<ésimo grado de 1. Entoncos, la aplica- 
cion 


0 ed 0 ñ 0 >| 
¿a o tum 
0 edll” 1.0 
definirá una representación de grado 2. La representación «> irreducible 


para j=1,2,.. [35] ((a)) es la parte entera del número real a). Para 
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n = 2m da representación (D(M) se descompone en la suma directa de dos repre- 
sentaciones unidimensionales: a-> —4, br» 1 y ar» —1, br» —1. Esto con- 
cuerda con el hocho, que ol conmutante D¿n tieno indico 4 en Dam Y Dim/D ym as 
zz Za X Zg. Todas las representaciones indicadas gon irreducibles y componen 
un conjunto completo de representaciones complejas irreducíbles del grupo del 
diedro. Hallar la oxprosión real de la representación D(%. Indicar en forma 
explicita el isomorfísmo (oquivalencia) DÍ) = DA), k > m, ¡<m. 

t0. Grupos cristalográficos (para el problema 2, $ 2, cap. 1). Sea, £ un 
espacio euclideo n-dimensional, y Y un espacio vectorial, asociado a E, con 
producto escalar euclídeo. A cada movimiento d de E le corresponde una trans- 
formación lineal ortogonal d <0O (n), además de tal modo, que d,d, = d,da. 
£l grupo D de movimientos del espacio se llama cristalográfico, si la D-$rbita 
de un punto arbitrario es discreta (no tiene puntos límites) y existe un conjunto 
compacto M < E, para el que D(M) = U d(M) = £. És correcto el teore- 


€D 
ma de Schoenflios-Biberbach, conforme al cual, el grupo cristalográfico D 
contiene n traslados afines independientes, que engendran en D el subgrupo 
normal £, y Y ax DÍL es un grupo finito (grupo cristalográfico puntual). En 
total, para n= 3, se tienen 32 grupos cristalográficos puntuales geométrica- 
mente distintos. Entre ellos, evidentemente, habrá grupos que contengan refle- 
jos (movimientos impropios). De las condiciones de cristalografía se deduce, 
que toda rotación propia do D se expresa por medio de una matriz, semejante a 


cos98 —sen9 0 
sen 9 cos 9 ( 
0 0 1 
con trA = 1 +32 c080 € 7.. Apoyándose en el teorema 2, $ 3, y en el razona- 
miento indicado, inostrar, que para n = 3 los grnpos cristalográficos puntuales 


sin reflejos során sólo cíclicos Ci, Ca, Cgs Có Cg dledrales Dy, Dy, Da, Da, 
el grupo del tetraedro T y el grupo del cubo (octaedro) O. 


Á= 
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Las formas concretas, vinculadas con representaciones del grupo 
SO (3), son parle del pensamiento «físico». La operación SO (3), que 
pone de manifiesto la simetría de muchos problemas físicos, es 
interesante desde el punto de vista matemático debido a que, en 
particular, induce la operación en el espacio de resoluciones de la 
ecuación Af =0, donde A - + 5 + 5 es el operador dife- 
rencial de Laplace. El análogo bidimensional de este problema fue 
examinado en el comienzo del capitulo (ejercicio 1). 

Todo elemento del grupo SO (3) es producto de varios operado- 
res Bo, Co del tipo (1), $ 1, cap. 7. Pero By no opera en z, ni Cg 
en x. Por eso, la invariancia de la ccuación Af = 0 respecto a By 
y Co se deduce de los cálculos efectuados en el caso bidimensional. 
Llegamos a la conclusión, que la ecuación Af = 0 es invariante con 
relación a todo ol grupo SO (3) o, lo que es lo mismo 


Af=0=>4A(0,/=0, Vg ESO (3), 
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donde D¿f es una función, definida por la relación 
(Def) lx, y, 2) =$ (87 (2), e” (y). £7* (2) (1). 


Por condición, para la transformación ortogunal g-* con matriz 
(a:,)3, la columna de nuevas variables tiene la forma 


gt (x) Qi Aya Gral [[z 
g (y | =| 221 dz all ll y 
gt (2) da; Gg gl [E 


De acuerdo a (1), 


(D¿(Dii) lx, y, 2) = (DM) (£7 (o), £7 (Y, 87 (3) — 
=f (há (8 (2)), dh! (87 (y), e? (g> (2))) = 
= f ((gh)- (2), (gh)? (y), (2h)=" (23) = (Oiunf) (z, y, 2). 
Por lo tanto, 
b¿D, = Den» 


o sea, los operadores lineales D,, g E SO (3), actúan en das funciones 
de tal modo, que la aplicación D: ge» (Q, resulta representación 
del grupo SO (3). Este modo muy natural de construcción de repre- 
sentaciones (de heclo, utilizado por nosotros antes, cuando se exa- 
rminaron las funciones simétricas con grupo de uperaciones S,), 
en principio sirve para unn extensa clase de grupos, y es uno do los 
métodos típicos de análisis funcional. Es sólo necesario, partiendo 
de condiciones concretas. elegir el espacio correspondiente de las 
funciones, y luego dividirlo en subespacios invarinntes irreducibles 
(problema de análisis armónico). 

En el caso del grupo SO (3), cuando todas Jas representaciones 
irreducibles son finitodimensionales (hecho general parn los grupos 
compactos), como función se toman los polinomios homogéneos 


f(x, Y, 2) == 2 A, Ed? dd ii 
Ss, 


de grado fijo m (m =1, 2, 3, ...). Ellos generan el espacio Pm 
| sE A ios 
de dimensión (+ ) (véase el ejercicio 4, $ 2, cup. 5). Conto 


Af € Pm-2. entonces, la condición Af =0 os equivalente a (7) 


condiciones lineales en coeficientes 0). Las resoluciones f € Pm 
de la ecuación Af == O se llaman polinomios armónicos homogéneos 
de grado m. En virtud de la linealidad del operador A, ellos forman 
un subespacio fi] de dimensión IES == 2m 4- 4 (para 
nosotros < 2m -+ 1, pero, en realidad, tieno lugar la igualdad). 
Conforme a lo dicho, Mm es invariante rospecto a la operación D = 
230392 
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MM del grupo SO (3). Resulta, que es cierto el teorema que dice, 
que el espacio IT, de la representación DM es irreducible sobre C, 
y cualquier representación del grupo SO (3) irreducible sobre C es equiva- 
lente a una de las representaciones ((W"%, En) de dimensión impar 
2m —4. En lugar de demostrar este teorema, limitándonos a lo 
dicho, nos dirigimos al grupo SU (2), donde es un poco más fácil 
obtener una familia de representaciones inreducibles. En virtud de 
que se tiene el cpimorfismo natural SU (2) —- SO (3) con núcleo do 
matrices 44 (véase $ 1, cap. 7), toda representación Y del grupo 
SO (3) también se puedo considerar representación de SU (2) (vénse 
la demostración del teorema 5, $ 5), que cumple la llamada condición 
de paridad: Y.g — W¿. Además, se sobreentiende, también se 
cumplirá la igualdad W_.¿ = Y¿ para todo g € SU (2). Recíproca- 
mente, cuando la representación Y del grupo SU (2) cumple la condi- 
ción de paridad, al mismo tiempo resulta representación del gru- 
po SO (3). También tienen sentido físico las representaciones de 
SO (3) de «dable signo», o Sea, Jas representaciones del grupo SU (2) 
que no cumplen la condición de paridad. A éstas se refiere, por ejem- 
plo, la representación bidimensional común (de spin). 

Señalemos además, que cualquier representación irreducible del 
grupo SO (3), distinta de la unidad, resulta exacta, tal como se 
deduce de carácter simple de SO (3) (leorema 6, $ 3, cap. 7). 

TEOREMA 1. Sea V, = (PyR ik=0, 4, ..., ng el espacio 
de los polinomios homogéneos de grado n, de dos variables complejas, 
con operación Y“) del grupo SU (2) en él, definida por la regla 


YPH (a y) = f (ax — Py, Pz + ay) 


para cada elemento 


s laj?+ /p12=41. 


Entonces, (Wi. Y, ) es una representación irreducible de SU (2) de 
dimensión n -- 1. Para n par, (Y, Y,,) también es una representa- 
ción irreducible del grupo SO (3). 

DEMOSTRACION. Supongamos, que el polinomio 


n 
fa y=Y artyt0 
A”-0 


está contenido cu algún subespacio invariante U — Y,,. Entonces, 
también 


Y mo $ ¿E 
Y ay E (gp (e, y) E8, 


Mod 


donde b, es un elemento de SU (2) del tipo (4), $ 1, cap. 7. Como q 
es un número real arbitrario del intervalo (0, 231), se puede componer 
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un sistema Jineal con determinante de Vaudermonde. del cual se 
sigue, que 

Ha, pyeU=>Ywvy*cl (2) 
para cualquier monomio con coeficiente a, + (0. Pero, si aty"-* E Y 
para algún k, enlonces 


ABRA gm y . =(ar— By)" (Br + ay) WEI aya) Eo, 
Tomando g con af +0, llegamos, en virtud de (2), a la conclusión 
de que 2? € O, lo que a su vez nos da 

n 
DO )Japmeyeo 
3 


s=0 
Como (1)Jar(—p)"20, entonces, IYytúEE, s=04, ..., n. 


Por lo tanto, UY =V,, y Ja irreducibilidad de (Y», Y,) queda 
demostrada. 
Luego 


Y (Py) = (ay (yA (aya, 


así, que para n = 2m se cumple la condición de paridad (véase la 
observación más arriba) y (WEY, Van) puede considerarse repre- 
sentación irreducible de dimensión Zn + 1. 


De hecho, Y es equivalente a la representación DY del 
grupo SO (3) en el espacio de los polinomios armónicos homogéneos 
de grado m, pero no nos delencmos en esto, asi como no intentamos 
(aunque es posible) elegir en Y,, una base tal, que la representación 
Y") se vuelva unitaria. Observeimos solamente, empleando la termi- 
nología del análisis lensorial, que Ja representación We% del grupo 
SU (2) también se realiza en clase de tensores simétricos covariantes 
de rango n. La teoría completa, y suficientemente transparente, de las 
representaciones de grupos compactos, incluyendo SL(2) y SO), 
habilnalmente se desarrolla en los límites del niétodo infinitesimal, 
apoyándose en la correspundencia entre los grupos y el álgebra de Lie. 


EJERCICIOS 


1. Formular 2m4- 1 polinomios armónicos homogéneos y linealmente 
independientes de grado m. 

2. Mostrar que todo polinomio homogéneo / € P,, se escribe en forma de 
combinación lineal con coeficientes que dependen de 2? + y? -|- 22, polinomios 
armónicos de grados m, m—2, m— 4, ... (Indicación. Igualanido das dimen- 
sivnes, obtener una descomposición en la suma directa de espacios 


Pm = Em 012 + 9423) Mm 20 (124 9439 Hno 6...) 
3. Deducir del ejercicio 2, que toda función polinómica 2: (Xx, Y, Z 


> g (z, y, 2) en la esfera 5%: 124 y* + 2i=4 se doscompone on funciones 
esléricas, o sea, en limitaciones de polinomios armónicos en S?, 


23* 
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4. Mostrar, sin recurrir a una doscripción compluta de las representaciones 
irreducibles del grupo SO (3), que el homomorfismo +: SO (3) > SU (2) puede 
sor sólo trivial. (Indicación. in virtud de que SO (3) es simple, la no trivialidad 
de 7 significaría que T es una representación cxacta de grado 2. Pero, como se 
ve (del ejemplo 3, p. 4, $5, 0 do la descripción de los subgrupos finitos en SU (2) 
(véase $ 3), incluso la limitación T|g, y no puede ser exacta.) 


$ 7. PRODUCTO TENSORIAL DE REPRESENTACIONES 


1. Representación contragrudiente. Sea (WD, V) una reprosen- 
tación del grupo G sobre el campo C. Pongamos a consideración el 
espacio dual Y* (de funciones lineales en V) hagamos 


(De (2) 1) (0) =71 (0 (8) 0); fEV*, ev. (1) 


La linealidad del operador Y* (g) se comprueba de inmediato. 
Elijamos, luego, cn Y y V* las bases dunles 


Y = er, E en), V* = o . ...3 Tis ds Í, (ey) 2 0; 


La matriz del operador lineal WD* (g) en la base f,, . . -., fan, es tras- 
puesta a la matriz del operador VD (g-*) en la base €, ..., en: 


di =D. (2) 


Como 
n= Dema = Drogas = (DD) S DD, = MED, 

entonces, Ja relación (2) (o (1)) se determina, hablando en general, 
por la nueva represevtación lincal (D*, V*), del grupo G, denomina- 
da representación contragradiente (o dual) respecto a (OD, V). La 
necesidad de examinar tales representaciones, surge Cada vez, cuando 
a un grupo que opera en vectores (tensores contravariantes), los 
hacemos operar en coordenadas de vectores (tensores covariantes), 
como, de hecho, sucodió en ec] $ th. Como se puede apreciar fácil- 
mente, por ejemplo de (2), (D*)* = Y. Las representaciones recí- 
procamente contragradientes, pueden no distinguirse o ser equiva- 
lentes. Si, digamos, (VD, G) es una reprosentación ortogonal) real, 
entonces, Dg == Py? = Y,. Pero, en ol caso general, las representa- 
ciones (P* y db no son cquivalentes, como lo muestra este ejemplo 
soncillo: 

Ca=(lU ¡a =e); Dla)=e, 

D* (a) = el (e? + e +4 =0). 


Para el grupo finito G, el criterio exacto de equivalencia de las 
representaciones contragradientes se obtiene en el lenguaje de la 
teoría de caracteres. Puesto que los polinomios característicos de las 
matrices A y 'A coinciden: 


det QE — *4) = det (AE — A) = det (AE — A), 
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de las propiedades elementales de los caracteres (proposición $ 4), 


se deduce, que 
os (3) == lo (£). 


En particular, la representación (VD cou carácter que adopta sólo 
valores reales, es equivalente a W*, Por supuesto, siempre 


(los, Zas) = (xo, %o)a» 


así que 0*, (P son a un mismo tiempo reduciblos v irreducibles. 

2. Producto tensorial de representaciones. En el curso de ál- 
gebra lincal y geometría (véase también ol ejercicio 1), se demuestra 
la afirmación siguiente: 

TEOREMA 1. Sean V, W, espacios vectoriales sobre el campo P. 
Entonces, existe el espacio vectorial T sobre P y la aplicución bilineal 1: 
Vx W-—>7T, que cumple las condiciones: 

(11) sid,, .... Un E V son linealmente independientes y Wi, ... 

h 
..., WE W, se tendrá 2, T(v¡,, W¡)=0=>u, =0, ..., Wp =0; 


(T2) siw,, ..., Wr E W son linealmente independientes, entonces» 
YT (0, ww) =0=>0 =0,....t=0; 
(13) x es una aplicación sobreyectiva, o sea 
T = (1(0, 0) )1r EV, w€ Wip. 


Además, el par (1, T) es urtiversal, en el sentido que, cualquiera que 
sea el par (Y, 1"), compuesto por el espacio vectorial T” y la aplicación 
bilineal v: Vx W—>TI', eziste una aplicación lineal única «: 


T—=T', para la cual Y (v, 0) =0 (7 (0, w)), vEV, weWw. 


Suponiendo la existencia do dos pares universales (1, 7), (1, 7), 
descubrimos fácilmente, que las aplicaciones Jinenles a: 7 => 7", 
0: 77 —>T7T, resultan de hecho isomorfismos  reciprocamente 
inversos: 000 =p, 090 = €. De este modo, T=T'", 
además, el isommorfigmo 0: 1 ——> 7” posce la propiedad indicada en la 
formulación del toorema. 

Si el par (7, 7) está delerminado unívocamente, con exactitud 
hasta el isomorfismo, mediante los espacios vectoriales dados Y, W, 
entonces se denomina produclo lensorial de estos espacios. Escribiendo 
T = VQ pW, o, sencillamente, Y = V Y W, debemos aun recor- 
dar, que el espacio vectorial T está provisto de la aplicación bilineal 
(0, w) => v 3 w del producto cartesiano V Y W en 7, que cumplen 
las condiciones (11), (12) y (13). Así pues, como elementos «lol 
producto tensorial V Y W sirven las combinaciones lineales formales 
con coeficientes de P pares ordenados yt Hi, conrEe Y, w EW. 
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Asimismo, se presuponca cumplidas Jas condiciones siguientes: 
(1, 0) DD w—5v GQ ue— 086 =0, (3) 
eS (tt, + y) —-08w,—v9 uy =0, 

do YD wa —vOQ0d de =0,1EP 
(A (tr Y) =40Qw=0u0 As). 


En cl teorema 41, se aprecia inmediatamente, que las aplicaciones 
biyectivas vt Y w=>wQr, (u 9 10) Y w—>¿uQ (109 w), vQ lA 
>190uur-de establocen los isomorfismos, llamados canónicos, 
de los espacios vectoriales: 


V Y W eV a Y, 
(UY VO W =U Y (V Y W), 


VO.PPQV=V. 
Tumbién se cumplen las leyes de distribución: 


(1 Yy)0 W=(U Q 1) 9 (Y 9 W), 
49 (Fr 8W=(U O Y) 9 (U 9 W). 


En el análisis tensorial, de donde son originarios los conceptos 
aquí examinados, se estudian productos tensoriales de tipo especial: 
V*39...0Y*OVO ... QV. 


a Sal y e” Nano USER 0) arto 


p q 


Sus elementos son tensores dol tipo (p, q), p veces covariantos y q 
veces contravariantes. Al elegir las bases duales e Sor pa en 
Vyet..., e” en V*, los elementos €18 ... Der Qe, O. 
- Í e, componen la base del espacio de tensores del tipo (p, g)- 
Habitual e, se entiende por tensor simplemente el cúmulo de 
ly ---¿q 
coordenadas E 
E, --+ 4) 
de cambio de cvuvrdenadas al pasar de un sistema básico a otro. Preci- 
samente así se obtiene la interpretación en cl lenguaje tensorial (de 
hecho, en el matricial) de tales conceptos como forma bilineal y ope- 
rador lineal. Limitándose a estos breves referencias, que no pensamos 
utilizar de un modo pleno, nos dirigimos a la cuestión que nos intero- 
sa sobre las representaciones. 
Sean +: V > Y, $: W => W operadores lincales. Se llama pro- 
ducto tensorial de lus mismos el operador lineal 


A QDÍP:VVQ_H>Vogwv, 


en esta hase, con indicación de la regla 
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«que opera de acuerdo con la regla 
(49 B)(VQw)=AvOQ Gu (4) 


(lego, por Jincalidad: (4 9 3)Q 4,9 6) = Y) de, O Bw)). Es 
cluro, que esta definición concuerda con las relaciones (3). Por 
ejemplo, 
AU, Ev) YD BL— Ar, Q By — AVI DI 

= (AU, + AV2) Q BU— AV, Y H0— Av Y GBw=0. 


Por eso, la operación 4 Y 3 en V O W está dada correctamente. 
Hagamos notar también, las relaciones siguientes, que se deducen 
inmediatamente de la definición (4): 


(ADQLA(COD)=ACDIL, 
(A4+€)08=A40 BP 498%, 
AD(ÍBAD)=ADQÍFTADÍ, 

HDAR=AQÍ=AA4 QS). 
La comprobación se la dejamos al lector. 

Sean, como antes, V = (81, .. ., €n), W = Ur...» fm). Obto- 
nernos la matriz A Y B de dimensión »nm X nm del ovperador 
A SY Y en la base 

Oh... med Í- DÍm- 9h. 
OS: £n ps Fm). 
observando, que 

He; =2 AjiCir, Bl=2 Brifio, 

(4D WD) (1 OÍ) 2 ries O fr 
Por lo tanto, con A = (%;.1), B = (Py y) tonemos 
118 a BR ... %in13 
A89B= (a1B;5) = 


An B AB... Unnb 
En particular, tenemos la fórmula para la traza 
tAD9dB=0ay trBtasytBit... + Appir B =tr A +tr B. 
(9) 
De paso, observemos, que 
det 4 Y B = det (4 Y En) (E, Y B) = 
= det A Y Em det E, Y B = (del 4)” (det By”, 


así que la degoncración de los operadores + y 4 conlleva la degene- 
ración de su producto tensorial 4 Q Y. 
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Sean ahora ((P, V), (Y, W) dos representaciones lineales del 
grupo ( con caracteres xo y Xw, respectivamente. Determinemos 
de un modo común la representación (0 Y Y, V Y W), haciendo 


(108 Y) (£) = 0 (£) € Y (g), VgE€G. 


De las propiedades generales del producto tensorial de operadores 
lineales y de Ja fórmula (5) se deriva que la aplicación P Y Y 
brindará realmente una representación del grupo G con espacio de 
representación Y SY TY y con carácter 


1097 = Yo0Xvy- (6) 


Diremos, que (Dd Y Y, V Y W) es producto tensorial de las repre- 
sentaciones (D, V) y (Y, W). Para Y =D, W = Y se habla tam- 
bién sobre el cuadrado tensorial. En el segundo miembro de la fórmu- 
la (6) hay un producto corriente común de las funciones centra- 
les xo Y %Xw: 

Es totalmente evidente, que si U es subespacio G-invariante en V, 
entonces, también U Y W será subespacio G-invariante en Y Q W. 
Una observación análoga puede hacerso respecto al subespacio G- 
-invariante en W. Pero, de la irreducibilidad de V y W, en general 
no se deduce que Y Y W es irreducible, tal como lo muestra el 
ejemplo del cuadrado tensorial HWY Y SY de la representación 
bidimensional del grupo Sy (véase la tabla en el punto 2, $ 5). El 
efecto, dim DW Y 00 = 4, y el grado máximo de la representa- 
ción irreducible del grupo Sz, es igual a 2. 

La cuestión de la descripción efectiva de las representaciones 
irreducibles, contenidas en D Y Y y, más generalmente, en el pro- 
ducto lensorial DW APO... DP de varias representa- 
ciones Jincales, tiene un significado fundamental, porque muchas 
representaciones (le grupos imporlantes y muy naturales, surgen 
como productos tensorjales. Precisamente, desde este punto de vista 
hay que mirar a las representaciones de los grupos SU (2) y SU (3) 
(véase 01 5 6), y también a los ejemplos 3 y 4 del punto 2, $ 1. Los 
subespacios invariantes de tensores covariantes (o contravarianles) 
simétricos y antisimétricos, permanentemente se encuentran en 
distintas aplicaciones geométricas. El problema considerado es 
atractivo especialmente cuando es cierto cl teorema sobre la redu- 
cibilidad total de las representaciones. 

3. Anillo de caracteres. Por simpleza, nos limitamos al caso 
del grupo finito G y campo €. Sean, 00, DB, ,.., DW, el 
conjunto completo de representaciones irreducibles no equivalentes 
de dos en dos del grupo G sobreC , y X1r Xas + » -» Xr SUS Caracteres 
correspondientes (r es el número de clases de elementos conjugados 
en G). Sabemos que 


LDLOY=m0d?* +... +m00, 
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donde las multiplicidades :r, dependen únicamente de Y y Y. Según 
la fórmula (6) 
loXy = "MUA +++ - + Mr 

Sea Xy (G) el conjunto de todas las combinaciones lineales ente- 
ras posibles de Jus caracteres Y, . . ., Xr. Ya hemos demostrado, 
QUe Xi +.» %r es la base vrtonormal del espacio Xg (G), por eso, 
X7(G) < XAc(G) es, en todo caso, un grupo ubeliano libre 2 Z” 
con generadores Xi» . .-» %r. Sus elementos se Harman caracteres 
generalizados del grupo G. Curacteres verdaderos resultarán sólo 


las combinaciones y miz con m; > 0. 

De lo procedente se aprecia, que el producto tensorial de repre- 
sentaciones, induco en Az (G) una operación algebraica binaria, 
o sea, conmutativa, asociativa, sometida a las leyes de distributivi- 
dad. Hablando con brevedad, es correcto el 

TEOREMA 2. Los caracteres generalizados generan el anillo conmu- 
tativo asociativo Xz (C) con unidad que es el carácter unitario Xy. 


Ae (G) se llama álgebra conmutativa asociativa de dimensión r 
sobre C. La estructura del anillo Xg (G) (del álgebra Xc (6). 
queda completamente delerminada por las constantes estructurales, 


o sea, por Jos númoros enteros m*, de las rolaciones 
LiX)= 2 MX (1) 
En particular, las igualdades my =m, mij= 6 reflejan Jas 
propiedades de conmutatividad de Xx(G) y de unicidad de %z- 
De acuerdo con (7) 
Xi (8) 1,418) = Dimióza (E). VE EG. 


Multiplicando ambos miembros de esta relación por 7 Ya (8). 


sumando con respecto a £gEC y utilizando la primera relación de 
ortogobalidad para los caracteres, obtendremos 


my a dr orto Y (8) 
£gtG 


De este modo, las constantes estructurales se expresan en lérminos 
de los propios caracteres. 
De (8) se puede extraer una afirmación simplo. Precisamente, 


m=-37 2, 21 (8) 1, (8) x (8) =tT 2, 2 (8) x, (8) 
8 g 


= 7 Y 21 (8) 2,08) =(%1+ 30» 


g£ 
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«donde x% == Za)». €s Carácter de una representación contragra- 
diente a 10) (véase cel punto 1). Por lo tanto, la representación unidad 
entra en calidad de componente en la descomposición 03D si, 
y Sólo si, DI es qutelene a la representación DU = DO) * (en caso 
contrario, m6 -- (%, 1De= 0). 

Nutemos la ¡bici que el producto tensorial de una representación 
unidimensional DY por una representación irreducible arbitraria WO, 
resulta siempre tuna representación irreducible de la misma dimensión 
que (DO, Esto es bastante comprensible sin ninguna explicación y for- 
ma lmente se deduce del criterio de jrreducibilidad de los caracteres. 
312 = Xallgald 7 XiXy entonces, Xi (g) yet raíz compleja 


de alguna potencia do 1 y %;(8) xi (2) == 1, siendo, por eso, 


dí. Ko =* 7 ZAIDA Ds le = 
5 


= 7 EM 0 8 = (xy 116=1. M 
8 


¡EJEMPLO 1. (| = Sy (véanse Jas tablaz en el p. 1, $ 2, y en el p. 2, $ 5): 
10310 = $0 32 10) y O, 
EJEMPLO 2. (7 == S, (véase el ejemplo 3, p. 4, $ 5): 


DUDE DE, 
DE) DO) ps), 


Finalmente, demostremos el interesante teorema que sigue, 
generalizador dol teorema 2 del $ 5 sobre la descomposición de una 
representación regular. 

TEOREMA 3. Sea y = xo el carácter de la representación exacta 
(Dd, Y) del grupo finito G sobre el campo de los números complejos C, 
que toma en ( exactamente m valores distintos. Entonces, cada carácter 
irreducible y, entra con coficiente no nulo en la descomposición de por 
lo menos un carácter X= 1, %, Y --.. px". Con otras palabras, 
toda representación trreducible se halla contenida en la descomposición 
de alguna polencia tensorial db -—-DB8...Q,O <im-uz—í, 
de cualquier representación exacta Ú, 

DEMOSTRACION. Sean 0, =x (8), =0, 1, ..., m— 1 valo- 
res distintos, tomados pur el corácter y en G, además, wo = 1 (e) = 
«leg P. Sea, luego, 


Cy =(8€6 1% (8) = 1 (8) = 03). 
En virtud de la exactitud de la representación D, tenemos 
Go = Ker D = (e). 


87 PRODUCTO TENSORTATN DE REPRESENTACIONES 363 


Sea x. un carácter irreducible del grupo G, que no entra en la 
descomposición de ningunu de Jos caracteres x'. Entonces, 


m-i 
0=1G1 (x, Xxdo = 2 LIDO 1m(8=>oi, U<i<m—i, 
Ju gEG) 


es un sistema homogéneo de ecuaciones lineales respecto a T,= 
= » Xan (8), con determinante 
86; 


1 1 1 


m=-l rm -1 m-i 
w 0; O - 1 


diferentes de cero (determinante de Vandermonde). De este modo, 
T,=0,j=0,4,....,m-—t,o sean, 


Y aíteri)=0, ¡j=0, 1, .... m—f. 


En particular, 
0) == ; “Y = , 
PA Y (87?) = Ya (e) 


es una contradicción, que demuestra el tcoroma. 

En caso de la representación regular p, evidentemente, m = 2. 

4. Invariantes de grupos lineales. Llamamos habitualmente 
grupo lineal de grado n, cualquier subgrupo en GL (a, K), donde K 
es algún campo. En adelante se puede tomar K =Ro T. Si G es 
un grupo «ubstracto y DD: G > GL (a, C) su representación Jineal, 
entonces, al pas (G, D) también Jo denominaremos grupo lineal. 
Las transformaciones lineales D, operan ea las columnas de variables 
io a 

D, (21) Ty 


, =0, 


D, (%,,) ta 
Ellas convierten cualquier forma (polinomio homogéneo) f de grado 
mm, huevamente en una forma de grado m: 


| (Dif rr 1 2) = [ (M1 (23), > + + Dos (2,)). 
Distintos casos particulares de esta operación ya han sido tratados 


(véase el 3 6). Lu aplicación D define la representación del grupo G 
en el espacio Py de formas sobro E de grado m (como tensores simé- 
tricos covariantes de rango /2). 
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DEPINICION. La forma f€ P,, que queda inmóvil con la opera- 


ción (D, (Df = f Weg E CG), se llama ¿nvariante (entera) de grado m 
del grupo lincal (G, D). 

En efecto, debería haberse tomado el polinomio de coeficientes 
de Ja forma egencrab de grado m, que queda en su lugar con la ope- 


ración O (G). Así proceden en la teoría goneral de invariantes, pero 
nosotros, para simplificar, vos limitamos a la definición dadu. Si en 
culidad do f se toma una función racional, entonces, se puede pasar 
al concepto de inveriante racional. Es importante también la idea 
de invariante relativo de f, cuando 


Di => OgÍ, 


donde 0,€C cs un multiplicador, dependiente del elemento g € G. 

Es claro. que cualquier conjunto ff,. f2, .. - )de invariantes del 
grupo lineal (G, 4) engendra en Ul|%j,, ..., Ya] el subanillo 
Clf.» f., ...)] de invariantes. 


Examibomos un pequeño número de ejemplos. 

EJEMPLO L. La forma cuadrática x?-|-ri+... + xA4 y cualesquiera 
polinomios de ella, resultan invariantes enteros del grupo ortogonal 0?(m). 

EJEMPLO 2 Los polinomios simétricos elementales 8, (X], . . ., Zn)». - 
... Bn [Ty -.., 5,) Son invariantes enteros del grupo simétrico Sy, examinado 
junto con el monomorfisino canónico D: $, — GL (nm). El teorema fundamental 
sobro polinomios simétricua afirma, que los invariantes s,, . . .. Sn, de grados 
1, 2, ..., n, son algebraicamente independientes, y com las [unciones polinó- 
micas (racionales) de los mismos, se agotan todos los invariantes enteros (racio- 
nales) del grupo (S., D). 

Los polinomios antisimétricos df = (det D,); = ex [sirven de invarian- 
tes relativos del grupo lineal (Sp, (DP). Hemos visto (ejercicio 3, $ 2 cap. 6), 
que cualquier polinomio antisimétrico f tiene la forma f = A, «g, donde A, = 
a (1; — £j). y € €s un polinomio simétrico arbitrario, o sea, un invariante 

=$ 
absoluto. 

EJEMPLO 4 A la representación (Pb4: X — AXA-=! de grado n?, del grupo 
linea] completo GL (2, K), con espacio do representación Mn (XK) (véase el 
cjemplo 3 del $41), le responde un sistema de » invariantes algebraicamunte 
independiontes, que son cueficientes del polinomio curacterístico de la matriz 
Y = (xj). A ellos pertenecen, on particular, los invariantes, bien conocidos 


por nosotros, tr X =: 2 ri, y dot X. 

EJEMPLO + En la forma cuadrática fis. .... Zp)= S a¿¿r¿Tj, escrita 
del modo f (23, .... 2) = 1XAX, A = (aj) = t4, X = [£7, ..., rn). Opera 
el grupo ortogonal O (nm): 

CED(MA(CAN (2 7) = UCN) A (CX) = 
== INICACX = tX (CAAC) X. 


En esle casa, se habla sobre invariantes de la forma cuadrática f respecto a O (ny: 
trA, .... det A. Para la forma cuadrítico binaria ax? 4- 2bay + ey?, loa 
invariantes a +c y ac— b?, que caracterizan mótricamente distintas clases 
de AS de segundo orden, som conocidas también del curso de geometría 
analitica. 
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BJEMPLO 5. Consideremos el grupo simétrico S¿ como liueal de grado 2, 
utilizando la representación J' equivalente a la PG, de la tahla al [inal del 
punto 1, $ 2: 

Y 


ri+etl=0 
0 el 5 


o 4 
,» Yiog)= ; 
| (23) l Ú 


Pi 129) = 


(la oquivalencia se efecióa por medio de la conjugación 
e 4 ess () 
y 4 


n 4 
Sean u, v variables independientes, transformubles lincahmente modinnte 


y. 


= T.. 


Tírza) (1) = en, Tiuzs) (0) = e7to,  Piag) (u) = Y, Tie) (0) = u. 
Como 


Faso (10) =1 59, (0) Thy, (0) =e7lu-eo= wn, 
Tis (up) == pu =ub, 
Faso (1405) =(e714)1+(09)I= 94-09, 
Fin (18403) =v1 4 uu? 03, 


entonces, ol grupo (Sy, F') ticne la forma 
l, 2u, fl¿= 04 (9) 

de grados 2 y 3, en calidad de sus invariantes. 

Luego, el grupo S, opera de modo natural en los polinomios f (=,, ta, 13) 
de tres variables independientes: 

(01) (21, Za, 23) = f (To-1(1)9 To-1(2,> TO -t(g)) 

Haciendo 
veremos, que 
yy (u) = Zo-1(1) 7 £Xo-1(9) + exa 12). 


En particular, 


123) (u) = 23 + lx + 8izz = €u, 
Lisa) (1) = 2, y Ey + 8%, == 0, 
Due (0) = 13 + ex, + ex, = elo, 
Tías) (0) = 11 + tóxy + 813 = u, 


o sea. las operaciones P'¿ en 4, PY 000 7,, 73, 79, están coordinadas. Suslituyen- 
do (10) en los invariantes (9) «stos últimos pasan a sor funciones simétricas de 
L,, La. La, las cuales, según el teorema 4, $ 2, cap. 6, se puedo expresar por 
medio de las funciones simétricas elementales $; = s; (Y. 13, 29). Un pequeño 
ejercicio muestra que 
ly == 114-244 7]+ (e 489) (1,774 2,29 + 5279) = 811 3870 
f,=2 (134 23 +23) —3 (742, 4-73 + 21784 
+ 2,184 1409 + 2218) 4 127,1923= 2 98,8, 42787. 
Especifiquemos los valores de 7,, 7¿ tomando como xj, a, a las tres 
raices de la ecuación cúbica incompleta 


+ pr+q>0. 
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Entonces, s, =7 0, sj. = p, 6 = —9 y, por consiguiente, 
f,=—3p, JT,¿= —29. (11) 
Pero, de (0) se deduce, que 


2 -_—_— 
1 n de T 
dt y Y 


Se eligen tales radicales, que luego de sustituir los valores de (11), se obtienen 
las fórmulas 


3 a ATT 3 3 3 
u= q pu 1 —3D, bp= Ei => V —3D , uv=—3p, 
con la maguitud N) = —4p4 — 27g*, que es el discriminante de nuestra ccua- 


ción cúbica (vénse (16), $ 2, cup. 6). Como u y v ahora son conocidos, entonces, 


del sistema Jineal 


Ey — tT2 -!.- ez, = uu, 


21 + Uxz + EXyg =0, 
£1 E xq | 23 =0 


se hallan las propias raices. Por un camino bastante natural, llegamos a las 
fórmulas de Cardan, sobre las que so hizo mención en el ejercicio 1, $ 2, cap. l. 


El último ejemplo establece, no casualmente, la relación entre 
los invariautes del grupo Sy, que cs cl grupo de Galois de la ecuación 
cúbica general, y Jas lórmulas de Curdan. La teoría de Galois en gran 
medida se vincula al estudio de invariantes de campos (y a sus grupos 
correspondientes), engendrados por Jas raíces de ecuaciones ul- 
gebraicas. 

Doslaquemos algunos hechos, referidos a un sistema de generado- 
res del anillo de invariantes. Sea w una forma arbitraria de n varia- 
bles independientes £,, . . ., Zn. El grupo finito G con representación 
lineal D de grado n opera como grupo de permutaciones en el cor- 
junto 

2 = (0, (u) 18 € 6). 
Es claro.'que cualquier función simétrica homogénea |G | (o, posible- 
mente, algún divisor del número |G |) de los elementos de (2, será 
invariante del grupo lineal (G, MW). Si ahora se toma en calidad de 10 
la variable x2;, entonces, 2, será raíz de Ja ecuación algebraica 


|) (X—0,(=))=0, 


cuyos coeficientes resultan invariantes del grupo (G, WD). De este 
modo, cada variable x, es función (algebraica) de invariantes. Si el 
número de invariamtes algebraicamenle independientes fuese menor 
UE 2, EXPresariamos y, . . -, %, por medio de una cantidad menor 
de variables algebraicas independientes, pero esto es imposible. 
Por consiguiente, hemos demostrado (si se puede llamar demostración 
a un manejo tan atrevido de la dependencia de magnitudes algebraicas) 
uno de Jos teoremas importantes de la teoría de invariantes. 
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TEOREMA 4. Un grupo lineal finito de grado n. siempre tiene un 
sistema de n invariantes algebraicamente independientes. 

Para el grupo (Sy, TD), tales invariantes son las formas (9). 

Se podía completar el teorema 4 con la afirmación acerca de que 
todo el anillo de invariantes enteros de un grupo finito de grado n, 
es engendrado por r invariantes algebraicamente independientes 
fr fas .-., Ín y, por lo común, otro invariante más f,+, (que es 
función algebruica de los primeros nr). Con otras palabras, los restan- 
tes invariantes, son polinomios de fi, .. ., fa, fi4+1 Lste hecho 
es cierto para muchos otros grupos lineales, tanta discretos como- 
continuos. 

La teoría general de invariantes, desarrollada 4 mediados del 
siglo XIX con los trabajos de Cayley, Silvoster, Jacobi, Hermite, 
Klebeiz, Gordan y otros, y que luego experimentó un renacimiento 
en algunos trabajos fundamentales de D. Hilbert, en nuestros días 
es parte de la geometría algebraica y de la teoría de grupos algebrai- 
cos. El interés permanente hacia la teoría de invariantes también 
se funda en las amplias posibilidades de sus usos en muchos dominios 
de la mecánica y la fisica. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar el teorema 1, siguiendo las designaciones usadas en su formu- 
lación, y el conjunto de razonamientos expuestos a continuación. 

a) Si V = (ep, -. . €n?p, ES 47? , entonces, (T1) — (TY) 
son equivalentes a la globalidad de una única con Ición: los vectores T (e,, f7), 
1í<i<n 1<]< m, componen la base del espacio 7 

b) Para cualquier espacio rm-dimensjional 7 sobre P, la aplicación YT £0 
puede definír como la relación 1 (», w) = D a1Bygiy; dondo gy, 1< ¿<A 
1i<]< m, son base en 7. Da acuerdo con a), el par (7, 7) cumple las condicio- 
nes (T1)—(T3), y todos los pares se obtienen del mismo modo. 

c) Para todo par (1, 7%) con aplicación bilincal Y: Y X W —= 7”, defini- 
mos la aplicación lineal o: T > T”, haciendo ou OvijEs )= Vir les, iy. 


De acuerdo con b) y c), T (uv, u) = Njabjr le fp =0 (Cube = 
= 0 (1 (v, w)). Y, viceversa, si 0 (t (0, w)) == TY (vu, u), entonces, O (8) = 
= 0 (7 (ej, f3)) = Y (ej, fp. e 
2. Mostrar, que en el sistema ('1)—(T3), se pucde omitir la condición 
(T1) o (12), y, suponiendo u« priori dim 7 == nm, para el producto tensorial 
es Suficiente dejar una de Jas tres condiciones. 

3. Demostrar la relación det (4 € B) = (det AY” (det By? para las matlri- 
cos cuadradas A, B do órdenes n y m, respectivamento, con conficiontes comple- 
jos. empleando la posibilidad de reducirlas a la forma triangular. (Indicación. 
Existen las matrices no degeneradus C y D tales, que 

%1 2d Py * 
A'=CACTI= EN y, B=DBD= ] 
0 Un 0 Bm 
Por eso, 


A”"8B"=(CODJU OB) (CADA) = (00D 8 BC RD) 
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es matriz triangular con cocficientes diagonales «Bj, que serán los valores 
propios de la matriz 41 9 Bl, y, por consiguiente, A Y B. Tonemos: det 


40 2="] 0iBr=(J] 01)” ([] Ba)" (dot 4)" (det 8) 
4 p] 


4. Con ayuda de da fórmula (8) y las tablas del p. 1, $ 2, p.2,$5; p. 4, 
$ 5, comprobar, «que es correcta la doscom posición 


10 3 0) = 00) 12) - 13) 


para el cuadrado tensorial de la representación bidimensional 4) del grupo 
simétrico Sa y 
DO Y DB) == DI DM 0D < pe) 
para el cuadrado tensorial do la ropresentación bidimensional (D(3) del grupo 
de cuaterniunes Q 
3. Representaciones del producto directo de grupos. Sea que se tionen dos 
grupos G, HF, con representaciones lineales (0, V), (Y, 0). Entonces, haciendo 


(0 9 Y) (£:)= D (2) 8 Y (h), 


donde g:h es elemento dol producto directo G Xx HF de los grupos G, 2, obliga- 
mos a 6 X H operar on el producto tensorial 1 Sc W; como de costumbre, 


((M (g) Y Y (2) (v 9 e) = D (9) 18 Y (h) w. 
Comprobar, que la aplicación asi definida 
E E RS 


es representación del grupo GX HA con caráctor xo0xw" = XoXw- Demostrar 
la afirmación siguiente. Sean PO), .. ., Ur) (rospectivamento V(1), ,.., Y()) 
todas representaciones irreducibles del grupo G (respectivamente, 7). Entonces, 
las roprosontacionus D() YH Yi) del grupo G X H son irrecducibles y todas las 
representaciones irreducibles del grupo G x PH se agotan con las ropresentacio- 
nos DO) 8 VO), 1i<t<r,  1i<]<>b. 

6, Las formas zy, 27 + y" son invariantes dol grupo lineal bidimensional 

el 


del diedro 
0 a lll 0), en 


véase el ejercicio 9, $ 5). Mostrar, que cualquier otro tnvarianto del grupo 
(D,, D) tiene la forma del polinomio de zy, 28 —- yn, 

7. Comprobar, que el grupo de cuaterniones, examinado en su representa- 
ción irreducible bidimensional, no tiene invariantes cuadráticos y, cúbicos. 
¿Qué se puede decir sobro las formas z*y?, + + y+? 


Capítulo 9 


PARA LA TEORIA DE LOS CAMPOS, 
ANILLOS Y MODULOS 


La revisión de lag estructuras algebraicas estudiadas antes, es 
motivada por las consideraciones siguientes. En primor lugar, parece 
deseable, en cierta medida, completar nuestros conocimientos sobre 
los campos y anillos con afirmaciones medulosas, apoyándoso, donde 
sea necesario, en una base teórico-grupal fuerte. Eu segundo lugar, 
los resultados del capítulo 8 sobre representaciones de grupos, de un 
modo natural, se incluyen en la teoría general de módulos sobre los 
anillos, y sería una Jástima no mencionar esto, aunque sea lacónica- 
mente. El concepto fundamental de módulo es por sí mismo impor- 
tante y merece ser estudiado en un aspecto mucho más amplio, pero, 
para esto, se recomienda al Jector dirigirse a otras fuentes. 


$ 1. AMPLIACIONES FINITAS DE CAMPOS 


1. Elementos primitivos y grados de las ampliaciones. Si F es 
un campo que contiene al subcampo P, entonces, F también se llama 
ampliación del campo P (véase $ 4, cap. 4). Al principio, nos limita- 
remos a un caso muy sencillo, cuando Ja ampliación F = P (8) 
se obtiene del campo P con la adjunción (dentro del campo F dado) 
de un único elemento 0 € F. Se dice, que P (0) os una ampliación 
simple del campo P, y 0 es un elemento primitivo de esta ampliación. 
Por su significado, P (0) es el campo de relaciones del anillo entero 
P [0]. El cJemento 0 resulta trascendente sobre P (véase $ 2, cap. 53) 
si. y sólo si, la ampliación P (09) es isomoría al campo de las fraccio- 
nos racionales. Si, no obstante, 0 es un elemento algebraico, enlonces, 
P (0) = P=[X1(f(X)) (véanse, (9), $ 2, cap. 5 y el corolario del 
teorema 5, $ 2, cap. 5). Aquí, f(X) es un polinomio irreducibla de 
grado n > 0, cuya raíz es 0. Reciprocamente, si FÍEP (X] es un 
polinomio irreducible, entonces, se construye en forma canónica 
un campo F (véase $ 3, cap. 6), en el cual f tione, por lo menos, 
una raíz 0. De la construcción se ve que F se identifica con el con- 
junto de elementos del tipo 


Ay 400 de... + 4-10, a¡€P, n -— dey f. 


Para los elementos del anillo P [0] esto es evidente (dividir 
£ (X) por f(X) con resto y sustituir X = 0); y la división en P (0] 
se efectúa así: si g(X) =ad +aX +... + 4,.¡X”, entonces. 
la irreducibilidad de f conlleva la igualdad m.c.d. (f, g) =1 y la 
existencia de los polinomios u (X), v (X) de gradu < n, para los 
cuales fu + go =4; de aquí, g(0)v(0) =1 y 1/g (0) = v (0). 
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El número r se puede considerar dimensión del espacio veclorial 
F = (£, 0, e. ..3 0--D, 


sobre P, con elementos básicos 1, 0, ..., 9*?. 

En el caso de una ampliación arbitraria FO P, también es ra- 
zonable considerar F como un espacio vectorial sobre P. Su dimen- 
sión dim pff (posiblemente, infinita) la designaremos mediante 
[7 : Pl y la llamaremos grado de ampliación P sobre P. Si F = 
= P (0), entonces [F : P] también se llama potencia del elemento 
primitivo. Claro está, que para el elemento trescendente 0 E FP”, la 
familia 1,0,0?%, ... es linealmente independiente sobre P y 
[2 (0), P1 -—- oo. Por otra parte, de lo dicho más arriba se deriva la 
afirmación siguiente. 

TBORBMA 1. Sea E alguna ampliación del campo P. El elemento 
0 EF es algebraico sobre P si, y sólo si,[P (0) : Pl < oo. Además, 
la algebraicidad de Q implica la igualdad P (0) = P (0). Pp 

Llamemos y KA > FO P torre de dos pisos de ampliaciones. Llla 
permite hablar sobre tres espacios vectoriales: Kb (K sobre P), 
KiF' (K sobre 1) y F/P (£ sobre P). Sus dimensiones están enlazadas 
por una relación análoga a la relación de los índices de los subgrupos. 

TEOREMA +. En la torre de ampliaciones K> F > P el grado 
[K : Ples finito si, y sólo si, son finitos los grados [K : FI y [£ : PI. 
Si son finitos, es cierta la relación 


[K: P  =[K: FJ[£ : P). 
DEMOSTRACION. Suponiendo primero que [K : FJ] y I£ : LP] son 
finitos, clijamos una P-base fi, .. ., fmen F/P y una P-base €,,... 
. ., €p en K/F. Entonces, cualquier clemento z E K se escribe en 
la forma => aye, cona¡EF. Asu vez, 2,=2 Pp, yfi con py¿EP. 
En consecucncía, 2= Y Piyf:t,, y observamos que mn elementos 
? 


fe, engendran linealmente K sobre P. Supongamos que existe la 
dependencia lineal Y) p¿yf,e,=0 para algunos p;,€P. Entonces, 
1, 7 


0= 2 PryÍ, e, = 2 ¡9 PiyÍ,) e, > y PijÍ¿ == 0=> pi¿=0 


para todosi:-1, ..., mjj-=1, ..., n, por Cuanto €,, . . -, € son 
linealmente independientes sobre F, y fi, . . «, fm lo son sobre P. 
Por lo tanto, los mn elementos f;e, forman la base del espacio vecto- 
rial K/P y [K : P] = nm =1IK: FJIZ : Pl. 

Recíprocamente, la desigualdad [K : P] < oo implica el carácter 
finito de [F' : PI, por cuanto F/P es un subespacio del espacio K/P, 
Si fas, - . ., a,) es P-base para K, entonces, el elemento arbitrario 
z € K será la combinación lineal a,, .. ., e, con coeficientes en P 


8 1] AMPLIACIONES FINITAS DE CAMPOS 371 


y, con más razón, con cocficientes en F. Sobre F, el número de ele- 
mentos linealmente independientes entre 4,, ..., t,, sólo puede 
mermar. De esta manera, [X : F] < oo. 

COROLARIO. Sean F' una ampliación del campo P. y A un conjunto 
de todos los elementos de F' que son algebraicos sobre HP. IEntonces, Á es 
un subcampo en EF, contenedor de P. 

DEMOSTRACION. — Cada elemento t € Pes raíz del polinomio linea? 
X —tE€PIX), a que PC A. Sean, Inego, u, TE A. Entonces, 
según ol teorema 1, tenemos [P (u), PJ] < oo. El elemento y, alge- 
braico sobre P, también lo será sobre P (u), o sea, IP (u, 1) : P (u) = 
=[P (u) (v) : P (u)] <oo. De acuerdo con el teorema 2, 
IP (u, vd): Pl =1P (u, y) : P (uy [2 (u) : P] < oo. 

Como u —v, uv € ?P (u, €), entonces, nuevamente por el teore- 
ma 4, tenemos yu — v, uV E A, o sea, ÁA es un subanillo on F, El es 
un campo, por cuanta 0 +*uE€ A =>1ÍlP (u-?) : Pl = [2 (u) : P]< 
00. 

La ampliación PF > P se llama algebraica sobre P, si todos los 
elementos de F son algcbraicos sobre P. Cada elemento a de la 
ampliación algebraica es raíz de cierto polinomio unitario (o sea, 
con coeficiente mayor 1) distinto de cero f€ P [X), dependiente 
de a. Sif(a) =0 y £ (a) +0 para cualquier O ye y € P[X] con 
deg g < deg f, entonces, f == f, se llama polinomio minimo del ele- 
mento a. El polinomio mínimo es irreducible sobre 7, está definido 
unívocamente y su grado coincide con la potencia del elemento e 
(frecuentemente, el polinomio obtenido del minimo multiplicado 
por una constante, también se llama mínimo). Todas las raíces distin- 
tas del polinomio f¿ se consideran conjugaduas con a. Más abajo, e) 
teorema 3, explica esta terminología. Si char P = 0, entonces, el 
número de raíces diferentes coincide con deg f, (vénse $ 1, cap. 6). 
Pero, en el caso general, esto na es así (véanse los ejercicios 4 y 5). 

De acuerdo con los resultados obtenidos, Ja ampliación F > P 
de grado finito [/ : P] resulta algebraica finita, o sen, ella se obtiene 
de P con la adjunción do un número finito de elementos algebraicos 
%1, «+. -» Gm. Recíprocamente, toda ampliación algebraica finita 
FP =P(0, ..., Am) tiene grado finito. En efecto. fx (a,) = 0, 1 < 
<k<m, fh, € PIXL El elemento G,, algebraico sobro P, será, 
naturalmente, también algebraico sobre P (%,, .. ., 2-1). En con- 
secuencia,  [P(G,, ..., 2%): P(U,, ..., Az.) XÁZ co y, en co- 
rrespondencia con el teorema 2, 


[F: P[P(G,, ..., 2m): P] = 


=ÍÍ 1P (0, ... 09): P (045 --. %,-)1<00. Y 


En muchos casos (cn particular, cuando char P = 0) la amplia- 
ción algebraica finita resulta simple. En los casos considerados por 
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nosotros, ln existencia del elemento primitivo se establece inmedia- 
tamente. 

EJEMPLO. El campo F=(Q (y 2, y 3) como espucio vectorial sobre (Jes 
tetradimensional: ¿=(1, Y 2, y 3, Y 6) d), O sea, cada elamento «EF se 
escribe en forma de la combinación linea] a=a-b Y 2+e Y 3+d V 6 con 


coordenadas rocionales a, b, e, d. Por otre parta, F==(1, 0, 0%, 85) (), donde 


0=Y2+4+ V3. Efectivamente, Y 2 == -> ++ 03, Y3=+ SS Ga, 


a E 
Yi +0 El elemento primitivo O licne el polinomio mínimo 


fo (X)= X*—10X24+4 con las raíces 
940=0=Y 223, 09= Y 2-3, 00= —yY 34 Y 3, 00 —= ES A 
Prestemos atención al hecho de que F os el campo de descumposición del poli- 
nomio f/¿ (X), y, udemás 

F = Q) (00), 06%, 06, 069) = Q (0), ¿== 4, 2,3, 4. 
En la teoría general de Galois esto campo hubiese sido llamado normal. El 
diagrama de los su bcampos del campo F se parece al diagrama de los subgrupos 


del grupo cualernario V,, y esto no es casual. Si examinamos el automorfisiwo 
arbítracio (b: P—= F (véase el p. 5, $ 4. cap. 4). entonces, do las relaciones 
D(z-+ y)=0 (53 — 0 (y, Y En = () (1) 01 (1). Yz. y € FP, se deduce que Y 
se determina totalmente por su Operación en el clemento primitivo 9. Luego, 
OD (a) = «a, Yu € Q + Por eso 
Y (0) — 10 (092 + 1 = dp (01 — 100% — 1) = Q (0) =0. 

En consecuencia, > (0) es una de lus raíces 00%), ¿=41, 2, 3, 4, y llegamos a la 
conclusión, que el grupo de todos los automorfismos Aut (F/Q) también llamado 
grupo de Galois FDO) o G Us), tiene el orden 4=|f": QQ). Con exactitud 
hasta el isomorfisino, hay sólo dos grupos de orden 4 :el cíclico Z4 y Zy X Za ex 
< Ey. Los cálculos inmediatos mnestran que Aut (F/p) == Va. 

Es más fácil convencerse de esto, examinando la ropresentación Aut (FO) 
por las permutacionos en el conjunto Q = (1, 2, 3, 4), con cuyos elementos 
ve numeran las raíces 0(). si, por ejemplo, «b (0(t)) =0(%), catonces, 0(1)8(?) 
= —A= 062) > (003) =—1 => O (04)) =00) y Dd (08) = —D (03) = —0(1) = 
= Q4, osea, Y Y (12) (34) =0. Análopamente se obtienen Jos automorfismos 
(13) (24) -- 7 y (14) (23) = or. 

Falta agregar a lo dicho, que el subgrupo cíclico (0) deja, de a un ele- 
mento, inmóvil el subcampo intermedio () (Y 2) y (0) es el grupo G (F/ (Y 2) 
de todos los automorfismos (grupo de Galois) del eampo F respecto al suhcampo 
Q (V/3. De un modo similar, como campos de invariantes para (v) y (0%) 


sirven, respectivamente Q) (Y 3) y Q (10), on tanto, los grupos de Galois 
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G(FIO (Y 3), G FO (Y 6)) serán, a su vez, (1) y (07). En un cjernplo parti- 
cular, hemos comprobado la verucidad de la correspondencia biycctiva de 
Galois entre los subcampos del campo normal F y los subcampos de sus grupos 
de automorfismos. 


2. Isomorfismo de los campos de descomposición. En el $ 3, cap. 
6, donde se definió y construyó el campo de descomposición A' sobre 
P del polinomio unitario f(X) = X” + a X”"-l-+... an € 
€ P[X], se observó, que en su formulación hay elementos de arbi- 
trariedad. Repitiendo ahora esta construcción, podriamos solamente 
decir, que [7 : Pl] < nm! (trate de comprender por qué). Pero, de 
hecho, todos los campos de descomposición sobre PY del polinomio f 
dado, son isomorfos. Á fin de precisar esta declaración, examincmos 
una situación un poco más general. 

De acuerdo con el teorema 3, $ 2, cap. 5, qualquier aplicación 


isomoría q del campo P eu el campo P se continúa do un modo 
único hasta el isomorfismo P1X] en PI[X], así gue 
PX) XP 4 o + $ (X) = ql = 
=X"+Hqpla) Xq (en). 
TEOREMA 3. Sea q: P > Pp un isomorfismo de campos; [ € P1X] 
un polinomio unitario de grado n >; f = y f su imagen para el 
isomorfismo px: 4, F' los campos de descomposición de los polinomios, 
f, F, sobre P y P, respectivamente. Entonces, «y. se cuntinúa hasta el 


isomorfisno D : F > F pork <I£ : Pl procedimientos, además, k == 
= (F : PJ, si todas las raices del polinomio f (X) son diferentes. 
DEMOSTRACION. ETAPA 1. l'rimeramente consideremos el caso de 


ampliaciones arbibrarias A >P, KP. Sea DEJA un elemento 
algebraico con polinomios mínimo y = gg € P [XI]. Se afirma que 


el isomorfismo q: P >P se continúa hasta cl monomorfismo p: 
P (0) > K exactamente cuando £ liene ríz en K, además, el núme- 
ro de continuaciones coincide con el número de diferentes raíces £ 


en K. 
Efectivamente, de la existencia de p se deduce que el elemento 


p (0) debe ser raíz Y: g (8) =0= g (p (0) => p (e (0)) = 0. Rect- 
procamente, si g (0) = 0, entonces, Kerp > g (XA) P [X]. donde 


p: P[X] > K es un homornorfismo, determinado por la correspon- 
dencia u (X) > u (w). Como en el caso de los grupos, y induce el 
homomorfismo y: P [XVg (xX)P[X] > X (u (DD) + ge (XP [Xl > 
—» u («): sí esto no es del todo claro, entonces, hay que dirigirse a 
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los resultados del siguiente $ 2). Notemos, que on virtud de la irre- 
ducibilídad de g (X), el anillo cociente P [Xl/g (X) P[X ] es un 
tampo, así que y resulta un monomorfismo. Exactamento del mismo 
modo se determina el isomorfismo de los campos 0: P[Xlg(x) x 
x P[IÍXI>0P (0) (u(X) + g (X) P[X] — u (0). La composición 
p= yo a- "es monomorfismo de la aplicación P (0) un K (p (u (0)) = 


y (0)). Como P (9) es engendrado sobre P por el elemento 0, 
entonces, p es la única continuación de q, que traslada 9 a w. Esto 
significa precisamente que el número de isomorfismos distiutos p 
con limitación p [p = q es igual al número de raíces diferentes 
E (X) en K. 

ETAPA 11. Yl campo de descomposición se construyó mediante la 
adjunción sucesiva do las raíces de polinomios irreducibles. Utili- 
cemos a continuación la inducción sobre la dimensión de ÍF' : P). 

Para [F : P] = 1, el polinomio f se descompone en factores linea- 
les ya en PIXT:f(X) =(X —c,) ... (X —Cn). En tal caso, 
(XA) = (4ef) (X) =(X cc)... (X — Cn). Las raíces A 
del polinomio festán contenidas en 2, y, por cuanto es engendra- 
do por ellas sobre P, entonces, F == P, así que D = Px es la única 
continuación. 

Para (7 : Pl] >4 descompongamos f(X) sobre P en factores 


irreducibles unitarios, entre los cuales debe hacer por lo menos un 
polinomio de grado .m > 4. Designémoslo por g (X). Puesto que 


FX) = 8 00M(X) >T (2) = (0x1) (X) = 8 (X) h (2), 


entonces, sobre los campos de descomposición PF y F tienen lugar 
las descomposiciones de los polinomios 


g(X) =(X —8,) ... (X — Om), 

gx) =(X — 0)... (YX — 0), MSN. 
En virtud de su irrcducibilidad, g (X) es el polinomio mínimo del 
tlemento 0, sobre Pp y [P (01) : P] = m. 

Si entre 01, . . ., 0m se tienen ¿ distintos, entonces, de acuerdo 
con la etapa 1, existirán l aplicaciones monomorías p;, . . ., py, de 
la ampliación £ = P (8,) en F con p; lp =p. La estructura del 
campo do descomposición es tal, que F' puede ser considerado campo 
de descomposición sobre LE del polinomio f€ L[XI, y F se puede 
interpretar como campo de descomposición sobre p; (L) del polino- 
mío f(X), para cualquier ¿=1, 2, ..., l. Según el teorema 2, 
tenemos la desigualdad (F : Ll =[8 : Pm <[F : Pl, así que, 
por presupuestu de la inducción, cada uno de los p, se puede conti- 
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nuar hasta el isomorfismo VD; y: F—=F, además, cl número de 
tales continuaciones (de índices j) no supera [7 : £l, siendo igual a 


este límite superior, si todas las raices en F del polinomio f son dile- 
rentes. Como D¿ ¿| =p 1<j<IF: £l, y pil q. enton- 
ces, D, yes la continuación de q, además, p, 4p¿>V,¿<0, y, 
cuando is. Por consiguiente, cn total se obtienen k < m [/ ¿Ll = 
== [F : Pj continuaciones del isomorfismo «q. Esta designaldad pasa 


a ser igualdad, si todas las raíces de f son distintas. 


ETAPA III. Sea, finalmente, D: F — F una continuación arbi- 
traria de q. Al aigual que en la otapa ll, la limitación O |, al ser 


aplicación monomoría de L en F, coincide con uno do los py, y, en 
tal caso, D coincide con uno de los Q,,,. PP 


COROLARIO í. Cualesquiera dos campos de descomposición I', F sobre 
P del polinomio f € P[X] son isomorfos. 


En efecto, es suficiente hacer P =P en el teorema 3 y tomar en 
calidad de q la aplicación unitaria de P en sí mismo. 


COROLARIO 2 El grupo de automorfismos Aut (F/P) de cualquier 
campo de descomposición F sobre P del polinomio [€ P [Xl es finito 
y de orden < |F : P]. Si todas las raíces del polinomio f (X ) son dife- 
rentes, entonces, | Aut (F/P) | =1F : P). 

La demostración se deduce inmediatamente del teorema 3. 

OBSERVACION. Aunque el campo de descomposición F sobre (. 
(o sobre cualquier otro campo a del polinomio f € Q [X] se 
puede considerar incluido en el campo C de los números complejos, 
y por lo tanto, determinado univocamente, el corolario 2 muestra, 
que en este caso, tendría sentido analizar la poco agradable demostra- 
ción del teorema 3. 

3. Campos finitos. Además de Z, = Z/pZ, nos hemos encon- 
trado con otros ejemplos de campos finitos (véase el $ 4, cap. 4). 
Ha llegado el momento de incluirlos en la teoría general. 

La primera observación ovidente, se refiere a la ampliación arbi- 


entonces, | K | = q". Efectivamente, después de elegir la base del 
espacio vectorial K/F, el último se identifica con el espacio AF” de 
las filas (%,, - . ., 4) de Jongitud n. Todas las coordenadas 0, 
independientemente unas de otras, toman q valores de Y. Por lo 
tanto, ]K | = | F” |] = gq”. 

La segunda observación, vinculada con la primera, consiste en 
que, cualquier campo finito F tiene una característica finita p (p es 
un número primo) y | ? | es la potencia de p. En efecto, cl subcam po 
simple PC F, en virtud de la finitud de F', debe ser isomorío a 
cierto campo Z, = Z/pZ. De acuerdo con la primera observación, 
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q ampliación finita FP> Peon |P|= p, tiene una potencia 
= p 6 

TEOREMA 4. Para cada campo finito FE y para cada número entero 
positivo n, existe una, y, con exactitud hasta el isomorfismo, sólo una 
ampliación K > F de grado [K : Fl = mn. 

DEMOSTRACION A) UNICIDAD- Sea K> F, una ampliación de grado 
1. Como sabemos, |] =q=>q= p”, P. es primo y |[K| = q”. En 
consecuencia, el grupo mnultiplicativo A* = KX (0) tiene el orden 
q" — 1, y el orden de dee uno de sus eJementos, según el teorema 
de Lagrange, divide a q — 1:64" -1=14, Vi 0, Esto significa, 
que todos los rlementos Sel campo K (incluyendo ¿ = 0) son raíces 


diferentes del polinomio X*” — X, y tiene lugar la descomposición 
xo x=)]|(x—1). 
tEK 


Sobre ningún subcampo propio del campo X con un número de ele- 
mentos <q” una descomposición así en factores lineales es posible, 
por eso, K es el campo de descomposición del polinomio X+" — X. 
Recurriendo al corolario 1 del teorema 3, llegamos a la conclusión 
requerida. 

B) EXISTENCIA. Los razonamientos de la parte a), dictan cl ca- 
mino posíble (de construcción de K. Tomemos como K el campo de 
descomposición sobre P. ex Z, del polinomio / (X) = X“” — X. 
Como q = p”, entonces, q:1=0 en K. Por esta razón, F' (X) = 
=g*1-X"-2— 1 = —1 y, por el criterio conocido (teorema 4, 
$ 1, cap. 6),f (X) no tiene raíces múltiples. Esto quiere decir, que el 
subconjunto Kc K do las raíces del polinomio f(X) tiene una 
polencia | K, | = g”. 

Como Kc K y char K = P entonces, conforme al ejercicio 6, 
$ 4, cap. 4, (a + y)" =zP Y y, para cualesquiera zx, y€ 
EK, (FC K,) yas=s De de Zo de En particular, 


r,yEK >( y =rÚ y] yl =2+y>3+ye€k. 
Además, 
1 EKy (ayy = ay” = xy > xy E Ky; 
VerEK,> (2) => *EK, 
De este modo Acs un subcampo en A, contenedor de F y de todas 
las raíces del polinomio f(X). En correspondencia con la definición 


de campo de descomposición deberá cumplirse la igualdad K, = K. 
EJ grado de 1K : Fl es igual a n, por cuanto gdk:.HB=|K |]= 


MES |K, | qe B 
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coRoLanio. Para cada número primo p y para cada número entero 
positivo n, existe un, y, con exactitud hasta el isomorfismo, sólo un 
campo con un número de elementos p”. 

La demostración consiste en aplicar el teorema 4 al caso particu- 
lar de |F | == p. 

Como ya fue señalado en el $ 4, cap. 4, el campo finito con y = 
= p” elementos, es habitual designarlo con c] simbolo F, o, en ho- 
por de E. Galois, con el símbolo GF (p”). Establezcamos una serie 
de propiedades de los campos finitos. 

TEOREMA 5. Son correctas las afirmaciones siguientes. 

(i) El grupo multiplicativo Fg del campo finito y, es un grupo 
cíclico de orden q — 1. 

(ii) El grupo de automorfismos Aut (F,) del campo finito F, cott 
un número de elementos q = p”, es cíclico de orden n, además, 


Aut (Fq) = (0]0 (t) = £P, Vi EF). 
(ii1) Si F, ¿ £s un subcampo del campo Fa, entonces, e | n. Recípro- 


camente, a cada divisor d del número n, le corresponde exactamente un 
subcampo (t € F,n | Dé (1) = E) = F,a. Los automorfismos que dejan 
este subcampo inmóvil de a un elemento, generan el grupo Aut 
(F,/F,2) = (D%). De este modo, se tiene una correspondencia biyectiva 
entre hos subcampos del campo finito F¿ y los subgrupos de su grupo 
de automorfismos (correspondencia de Galots). 

(iv) Si q = p” y Ff = (0), entonces, O es elemento primitivo del 
campo con polinomio mínimo h (X) de grado n. F¿ es el campo de des- 
composición sobre Y, del polinomio h (X). 

(v) Para cualquier número natural m, existe por lo menos un poli- 
nomio irreducible de grado m, sobre F. 

DEMOSTRACION. (i) Demostremos una afirmación más general. 
Sean, F un campo arbitrario y A un subgrupo finito del grupo mul- 
tiplicativo F*. Al grupo abeliano finito A le son aplicables los re- 
sultados del $ 5, cap. 7. En particular, sabemos que el carácter cíclico 
de A es equivalente a la coincidencia del orden | A j con el índice 
m del grupo A, el menor número natural para el cual a” =1, 
Va€A. Para m <]|A |, el polinomio X” — 4 tendría en F' más 
de m raíces, lo que es imposible. En consecuencia, el grupo A es 
cíclico. 

(ii) Consideraremos a f'¿ como si fuera una ampliación finita 
F¿> F, de grado n de su subcampo simple F, = Z,. Como f, es 
el campo de descomposición del polinomio X* — X, que tiene todas 
las raíces diferentes, entonces, de acuerdo con ol corolario 2 del 
teorema 3, | Aut (F¿) | = 1. De las relaciones (x + y)” = 2? + y?, 
(xy) = aPyP, 1P = 1, señaladas en el transcurso de la demostración 
del teorema 4, se observa, que la aplicación 4): £ — 1* cs automor- 


fismo del campo y (la finitud de F, es esencial), Si 1: t — to” es 
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el automorfismo unidad, entonces, tP? — t == 0 para todo t€F, 
de donde se deduce la desigualdad s> n. Pero, cuando s = n, real- 
mente obtenemos cl automorfismo unidad, así que | (D)| =H y 
(D) = Aut (1). 

(iii) De acuerdo econ la primera observación sobre los campos 
finitos (véase el principio del punto), p” = (p*)", donde r es el grado 
de la ampliación F,n> F,. Por eso, n =dr. Recíprocamente, 
para cualquicr d|n introduzcamos el subconjunto F = (tE 
E Fin |tr* = 8). Comon = dr => p" — 1 = (pi — 1 = (p"—1)s, 


entonces 
XP 4 XD 4 (XP 4) 8 (X), 


XP" X= (Xx —X) g1X). 
Como F,n es el campo de descomposición del polinomio xr” —X, 
entonces, exactamente p* elementos de En serán raíces del polino- 


mio X»* — X. Precisamente, de ellas se compone el subconjunto PF, 
que ahora se puede identificar con Fe: Con este razonamiento dual 
al teorema 4, también se establece la unicidad del subcampo con 
p* elementos. 

Observemos, que, por construcción, 


ya = (tE F,n 10? (1) = t) 


es el conjunto de todos los elementos que quedan en su lugar, con la 
operación (P*), Como el grupo Aut (Fn/rp) = (0D) es cíclico, in- 
mediatamente se ve, que cualquier automorfismo D', no pertenecien- 
te a (D”), opera en F,a de varios modos (es suficiente aplicar d' al 
generador del grupo +%a). Esto significa, que el grupo de automor- 
fismos relativos Aut (5 n/F o) coincide con (D*). En la afirmación 
(iii), la frase final tiene el mismo sentido que en el ejemplo del punto 1. 

(iv) Es completamente evidente, que F, = F, (0), q = p”. Sea 
h(X) =X”"+aX”""* +... +4, el polinomio mínimo del ele- 
mento primitivo 6. Como los elementos del subcam po simple F, son 
inmóviles para todos los automorfismos, y a; € F,, entonces, por 
lo tanto, 0, 9”, 8”, ..., 8P"=1, son las raíces de k (X). Todas ellas 
están contenidas en nuestro campo y F, (0, ..., 07") =F, (0) = 
= [F_n 05 el campo de descomposición del polinomio kh (X) sobre F,. 

(v) Apoyándonos en el teorema 4, construyamos la ampliación 
K> y de grado m. Según (i) K” es un grupo cíclico. Si K* == 
= (0) y 2h(X) el polinomio mínimo del elemento primitivo 9, 
entonces, K = F, (0) y deg h(M) = [F, (9): Fa | =[K :Fal =m. 
El polinomio mínimo, por definición, os irredncible (sobre [F,), 
por eso, tenemos todo lo necesario. B 
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Luego de sencillas preparaciones teórico-numéricas, obtendremos 
una fórmula exacta para el número de polinomios irreducibles de 
grado m, sobre F,. 

4. Fórmula de revolución de Móbius y sus usos. La función 
teórico-numérica p, definida por las reglas 


de. sin=1, 
y (n) = (cor si n=P;¡-..» Pp, P¡ Son primos diferentes, 
O, si a se divide por un cuadrado >, 


se llama función de Mobius. Es claro, que y os una función multipli- 
cativa, en el sentido, que u no es idénticamente igual a cero, y que 
y (nm) = u (1) p (m) para cualesquiera n y nm primos entre sí. 


También es claro, que si n = pi? ... p,”, entonces, >, 1 (d) = 
d|n 

= Y u (d), donde no = p, ... p, es el divisor máximo de n, 

libre. de cuadrados. A su vez, el número de divisores d = pi, ... 

. « . pi, del número ny con s fijo, es igual a e De este modo 

para 1. >, tenemos 


Y r(d)= Y n(2)= 3 (7) (—-0'=(1-1y=0 
din din s=0 


(la suma en la parte izquierda se efectúa por todos los divisores 
ad > 1 del número entero n). Definitivamente, obtenemos la fórmula 


d Ba sin=1, 
2 n= 0, sin, (1) 


Es también útil su modificación 


í, si d=m; 


2, n(7)= O, si dm, d <m (2) 


dinim 


(se suma con respecto a nr, divisor de m y divisible por d). Haciendo 
m = dt, n = dl y obligando a l recorrer los divisores del número t, 
fácilmente pasamos de (2) a (1) y vicevorsa. 

La fórmula (1) (o la (2)) se podía haber tomado como definición 
de la función de Móbius por inducción. Para nosotros, su valor con- 
siste en la siguiente afirmación. Sean f y g dos funciones arbitrarias 
de N en M(M =2,R, F [XI], etc.), vinculadas por la relación 


f(n) = 2 g (a). (3) 
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Entonces, 


¿(=> (5) 1). (5) 
din 
Yn efecto, teniendo en cuenta (2), la suma inmediata con respecto 
a n, divisor de m, de ambos miembros de (3) multiplicados por 


P (2). an 


(2) E (2)-2 £(0)= 


nim n im din 
=2 ed 2, a )=e(m). 
dim dinim 


Un sencillo cambio de designaciones lleva a la fórmula (4), lla- 
mada fórmula de revolución de Múbius. Análogamente se realiza el 
paso de (4) n (3). PP 

También se tiene un análogo multiplicativo de la fórmula de 
revolución de Móbins. Si 


1()= ll (2), 
entonces, 
cm a e, (3) 


Para la deniostración es necesario realizar los mismos cálculos 
formales: 


Ma are 


di 
E (=) : DS y 
dal O ear em, 


y luego modificar levemente las designaciones. 
E de UAmOR tros ejemplos de uso de la fórmula de revolución de 
Moóbius. 

EJEMPIO 1 (la función p de Euler). Por definición, q (n) es el nú- 
mero de magnitudes primas entre sí con n números de la serie 0, 1, .... 
. .., n—Á, 0, lo que es equivalente, y (n) = | U (Z,) | es el orden 
del grupo de los elementos invertibles del anillo Z, =Z/nZ. Del 
ejercicio 5, $ 1, cap. 8 conocemos la relación 


n= 2 pla). (6) 
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Inmediatamente, según la fórmula (4), obtenemos 


em =Y 1 (7) 2= A 


din 
Si n=pMm.., p”r, entonces 
E 1 ata 
> tm HI 


din É 


De este modo, 


1 4 to 
ptm =n (17) (137) -- (77) 
es la fórmula que ya mostramos en el ejercicio 3, $ 8, cap. 1, y de 
la cual se deduce inmediatamente la multiplicatividad de la fun- 
ción q. 
ADO 2 (polinomios circulares). El campo de descomposición 
T, sobre (2 del polinomio X” — 1, se llama circular v ciclotómico. 
Como todas las raíces de potencia n de 1 forman un grupo cíclico de 
orden nr, entonces, el campo circular tiene la forma T, = Q (0), 
donde [es una do las raíces primitivas (% € C). Descaríamos hallar 
el grado de [P, : Q] y el polinomio mínimo del elemento £ sobre (Q. 
Designemos con el símbolo P, el conjunto de potoncia | P, | = 
= ( (n) de raíces primitivas de potencia n de 1. Los subgrupos del 
grupo cíclico de orden rn se encuentran en relación biyectiva con los 
divisores d del número n (teorema 6, $ 3, cap. 4), y cada raíz £' se 
encuentra en algún conjunto P¿. Por eso, tiene lugar la participación 
en las clases disjuntas: 


A A a y P. (7) 


(pasando a potencias do conjuntos, Megarlemos de nuevo a Ja rela- 


ción (6)). El polinomio 
0 (0= 11 (X —e) 


de grado q (n), se llama o circular que corresponde a T,. 
De acuerdo con la partición (7), llegamos a la descomposición 


x-1=1 A=E= 1 U A—e1= 1040. 8) 


Ewmpleando en (8) la fórmula multiplicativa de revolución de Móbius 
(5), obtenemos una expresión explícita para OD, 


D, (Xy 11 (X1— 1) Co. (9) 
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Para valores pequeños de n, tenemos 
D, (X) =X —1, 0,(X) =X +14, M0 (X)=X +X+ 
DAX) =X7+4, DW () = X*—X+4,0,(X) = XxX +1, 
DAX) = X64+ X3+4,D (4) = X'— XP4 XP X44, 
Di, (X) = X* ES x1 + 4. 
Observemos, que 
0, (X)EZ [X] y O, (0) = 1. (10) 

Para Jlegar a (10) se puede, obviando (9), operar por inducción. 
Para n pequeños esto está comprobado, y más adelante razonamos 
del modo siguiente. Considerando que 

¿(X= ||  04X) 

dm. duen 
es un polinomio unitario con coeficientes numéricos enteros, y utili- 
zando el algoritmo de división con resto (teorema 5, $ 2, cap. 5), 
obtenemos los polinomios unívocamente determinados q, r€ Z 1X) 
tales, que X" — 4 =q(X)g(X) + r(X), deg r(X) < deg g (X). 
Pero, X”* — 1=0,(X)g(X) en QÍX], y vemos, que O, (X) = 
=(X)€Z.[X 1, además, la unitariedad de g(X) implica la de 

(X). 

Ñ Es correcto ol teorema acerca de que Q,, (X) es un polinomio irre- 
ducible sobre () y, por lo tanto, T, = ( (€) es una ampliación de grado 
p (n) con polinomio minimo D,, (X) para £. No demostraremos esto, 
sólo recordaremos, que al final del $ 3, cap. 5 fue establecida la irre- 
ducibilidad 0D, (X) = (XP — 1)(X — 1) = XP 4 XP... 
«+ - + 1, donde p es un número primo arbitrario. 

Cabe señalar, que los campos circulares, que desempeñaron un 
papel importante en la historia del desarrollo de la teoría de los 
números algebraicos, aún hoy llaman la atención de los investigra- 
dores. 

EJEMPLO 3 (polinomios trreducibles sobre W¿). Sea W¿ (q) el número 
total de polinomios unitarios irreducibles de grado d sobre Fy, q = 
= p”, y sea [(X) uno de estos polinomios. Su campo de descomposi- 
ción sobre F, es isomorfo al anillo cociente y [X1/7 (X) F, [X], y 
al campo de descomposición del polinomio X+%— X (corolario 
del teorerna 4). La existencia de la raiz común 9 en los polinomios 
Xo* — X y f(X) conlleva, en virtud de la irreducibilidad de f (X), 
la divisibilidad de Xi — X por f (X). Como X+* — X es divisor 

y m 
del polinomio X* — X para cualquier m = rd, y como X? — X 
no tiene raíces múltiples, entonces, llegamos a la conclusión, de que 
en la descomposición de X%” — X sobre F¿ entran todos los polino- 
mios unitarios irreducibles 


fa (Ads fa, 2 (Xd, «> fa Tato (X) 
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de cualquier grado d|m, además, exactamente una vez cada uno: 
Y ¿10) 


x"—=x= IU (1 f...(x). (11) 
dim h=1 


El cálculo de los grados de los polinomios que se encuentran en 
ambos miembros de la igualdad (11), nos conduce a la relación 


g" A dYq (), 


de la que, con el empleo directo de la fórmula de revolución de 
Móbius (4), se obtiene la expresión para Y,, (9): 


A 0= DA (12) 


d|m 
Sea, por ejemplo, q = 2. Entonces, 


Y/(2)=+(2—2)=14, Y, (2)=3(0%—2)=2, 
Y, (2)=7 (8-2) =3, Y, (2) =>3 (2—2)=6, 
Yo (2) =$ (22—2—2%+2)=9 


(comparar con el ejercicio 10, $ 1, cap. 6). La fórmula (12) muestra 
que, con probabilidad cercana a 1/m, el polinomio unitario de grado 
m sobre F¿, elegido arbitrariamente, resulta irreducible. Sin embar- 
go, no hay criterios satisfactorios de irreducibilidad de un polinomio 
concretamente tomado. ¿Qué se puede decir, por ejemplo, sobre 
la irreducibilidad del trinomio X” + X* + 1 sobre Fy? Cuestiones 
de tal género constantemente surgen en la teoría algebraica de codi- 
ficación (problema 3, $ 2, cap. 1) y al construir sucesiones seudoalea- 
torias. 

EJEMPLO + (construcciones con regla y compás). Sea Pc CS 
(véase el ejemplo 2, $ 4, cap. 5) un campo numérico constructivo, que 
es una ampliación finita del campo (). Supongamos inicialmente 
que P es sólo real, es decir, todos sus elementos son números reales. 
En particular, el elemento primitivo 8 € P es un número real (véase 
el ejercicio 13), que puede ser construido (como longitud de un seg- 
mento) en un número finito de pasos con ayuda de la regla y el com- 
pás. Esto significa que € es elemento del campo 


Q (01, Oz, «-. ., 0,), además, [Q (81, ..., 91): p (0, -.- 
A A EA 


Esto último es comprensible, por cuanto 0, es solución de las ecua- 
ciones con coeficientes en (Q) (8,, .. ., 9x1) para dos rectas, para 
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una recta y una circunferencia, o para dos circunferencias. Los resul- 
tados del punto 1 sobre las potencias de las ampliaciones algebraicas, 
muestran que ÍlQ(0,, ..., 0,) Q1 =2”, donde m< r. Como 
(+ (02 0 (0,, - . ., 0,), entonces, por el teorema 2 tenemos 
(GS (0) Q) = potencia de dos. 

Regresando al P arbitrario (no necesariamente real), también 
lo escribimos en forma de P = () (0). Ahora el elemento primitivo 
0 =a + ¿bes un número complejo con componentes constructivos 
reales a, b, Si f (X) es el polinomio mínimo (con coeficientes racio- 
nales) para 0, entonces, f (0) =0 y 7 (6) = 0, donde Ú = a — ib. 
Está claro que Q (60, 0) es una ampliación algebraica finita del campo 
(y. Sus elementos a (0 + 0)/2 e ib = (0 — 0)/2 son algebraicos 
sobre (2; también es algebraico cl elemento b = ib/2 (véase el coro- 
lario del teorema 2), por cuanto i? + 1 =0, 

De este modo, ú) (a, b) es una ampliación algebraica finita real 
del campo (2 con elementos constructivos a, b. De acuerdo con lo 
precedente [0 (a, b) : Ql1 = 2”. La irreducibilidad de x? + 1 sobre 
Q (a, b)< R, significa que [Q (a, b) (i) : Q (a, b)] = 2 y IQ (a, b) 
(1) : Q) =2"*, Como P= Q (8)C Q (a, bd, i), entonces [Q (8) Q]: 
divide a 2"*1, Hemos demostrado la siguiente afirmación importante. 

Si el campo numérico constructivo P es una ampliación algebraica 
final del campo Q, entonces [P : Q) = 2", para un cierto número entero 
no negativo n. 

Este resultado permite responder a algunas cuestiones, planteadas 
incluso por los matemáticos de la antigúedad. 

a) ¿Se puede construir (con ayuda de regla y compás) la arista 
de un cubo cuyo volumen es igual a 2 (problema hindú sobre la du- 
plicación del cubo)? Se supone que nos es dado el cubo de volumen uni- 
tario. El polinomio 1? — 2, cuya raíz es la magnitud de la arista 
buscada, es irreducible sobre (7), puesto que [() (Y 9) Q1=33%2*, 
El problema planteado tiene respuesta negativa. 

b) ¿Cualquier ángulo puede ser dividido, con ayuda de la regla 
y el compás, en tres partes iguales (problema sobre la trisección del 
ángulo)? La respuesta es negativa, incluso para el ángulo concreto 
de 60%, por cuanto la constructividad de q = 20” significaría la cons- 
tructividad de cos q y de 2 cos qp, y esto no es así. En efecto, según 
el teorema de Moivre, 1/2 = cos 60? = cos 3p = 4 cos *p — 3 cos q, 
de modo que Y = 2 cos y es la raíz del polinomio f (1) = ? — 
— 3x—1€Z [X1l Puesto que +14 no son raíces de f (x), entonces 
el polinomio f (x) es irreducible sobre () (véase el ejercicio 8, $ 4, 
cap.6) y, en consecuencia, [Q (0) : Q| = 3 42". 

c) Razonamientos análogos muestran que el compás y la regla 
son insuficientes para la construcción de un polígono regular de n 
lados, para cualquier n natural. Por ejemplo, para n = 7 no es di- 
fícil convencerse de que la magnitud que debe ser construida O = 
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= 2 c08 zo es una raíz ivreducible sobre (; del polinomio a+ x? — 
— 2r — ll. 

El genial Gauss , en el comienzo de su actividad como matemático, 
halló las condiciones necesarias y suficientes para », con las cuales 
Ja construcción de un polígono regular de n lados es posible. 1:l des- 
cubrió, en particular, que el número primo n debe ser un número do 
Fermat: n = 2% + 1. La resolución completa de estas cuestiones 
se halla vinculada a las investigaciones del grupo de (ralois del campo 
circular (véase el ejemplo 2). 


EJERCICIOS 


f. Mostrar, quo la ampliación F > P de grado simple, no tiene subcampo 
propios (+ P, F). a 

2. Hallar el elemento primitivo de Ja ampliación ( (Y ». VA, donde 
Pp y q som números primos. 

3. Hallar la dimensión sobre (y del campo de descomposición del poli- 
nomio XP — 2. 

4. Mostrar, que sobre el canipo £ de caractorística p >- 0 para el polinomio 
XP — a, se tienen sólo dos posibilidados: ser irroducible, o ser polinomio lineal 
do grado p. (Indicación. Examinar el campo do descomposición F del polinomio 
XP —a. Sea D€ F una de las raícos, tal que a == OP y XP —a == (X — Q)?. 
Si ahora XP — a == y (X) v (X), donde u (X) os un polinoraia unitario sobre P 
do grado positivo m <: p, entonces, en virtud de la factoriabilidad de F[X] 
se e DUO la igualdad u (X) = (X — 0)7. En particular, 07, 69 € P= 
=> U€ P. 

5. Sea Zp (Y), el campo de fracciones racionales de característica p. Mostrar, 
que X» — Y es un polinomio irreducible sobre Z, (Y), con todas sus raíces 
coincidentes. (Indicación. De acuerdo con el ejercicio anterior, es suficiente 


convencorse do gue la igualdad XP — Y = (x 7 con g£, hREZp (Y, 


— (Y) 

és imposible.) 

6. Demostrar que para cualquier d4| n, d < n, liene lugar la relación 
An —1 =(X2€ 1), (X) ¿y (X). donde h¿ € 7. [X]. (Indicación, Ve acuerdo 
con (8), X¿d—1t=]| 0, (X). Por eso 

eld 
xn—1=(Xd=4) || 0,(%)=(X2—1) 0, (X) Hl. v(. 
atan; etd s1nmi3stTd; sen 

Queda por referirse a (10),) 

7. Sea q un número entero positivo >1. Conforme a (10), Y, (9) E Z. Mostrar 
que 0, (9 l(1—10)=>n=t. (Indicación. Como N, (X) = [| (X — e), dan- 
de e recorro las raíces primitivas, entonces, cuando n >1, todo e + 1, y, por 
eso, Ja distancia, en el plano complejo, del punto q a cualqnior € cs mayor que 
la distancia de q a 1. Por Jo tanto, | D, (9) | = HH d0—-S>9q—1% y q—t 
do ningún modo es divisible por D,, (q).) 

8. Comprobar, que el polinomio circular D,, (X) = X8B -— Xx? + X3 — 
— X1+ X3—X +1, examinado sobre el campa Feo es el producto de dos 
polinomios irreducibles X4- XY3+7 1 y X4+X-L4, Aprovechando esta 
cirennstancia demostrar la irreducibilidad de D,, (X) sobre Q (comparar con 
el ejercicio 14 $ 4, cap. 6). 
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DB. Particado de la cadena do inclusiones nalurales 

GE (pp) <GF (8) GF (1) <=... 
introducir cl Damado compo límite Y, = GF (91), haciendo € Q2,<> (u € 
E GE (pr) para un » sulicieontemente grande). Apayándose en las propiedades 
principales de los campos [inilos, demostrar, que Q,, es un campo algebraica- 
mente cerrado. De este modo se obtienen, considerando el campo do los números 
coto plejos T. ejemplos de campos algobrarcameonte cerrados, do cualquier curac- 
lerística. 

10. Scaq : ¿0% Mostrar, que cuando y += 2, lodos los elementos del campo 
F, son enadrados, y para p > 2, los cuadrados del grupo 3,“ generan en el el 
subgrupo 22 de índice 2, además, Ea —= Koer (£ — t1487-1).2), 

14. (UM: Aschbacher). Sea TF, an compo finito comun número impar q = pp” 
de elementus. Ñi q ee 3 0 5, entunces, ecn la circunlerenció «+ y3o= 4, ncistirá 
un puto con coordenadas +, y E de Diumostrar esta afirmación para p>>5. 
Dredicarión. Pasar a la ecuación 224 4% -—-2-0, von< Y 2€4,. Según 
0) teorema de Chevalier (véase el ejercicio 4. $ 1. cap. 6) el número total N 
soluciones de esta ecuación se divide por p. Sea que no existen soluciones con 
ruz = 0, Caleular entonces N, considerando dos casos pur separado. Si no 
Btniste aC o, comal. 4-0, entouces. sólo serán soluciones (0, 0, 0), 
(0, 7. Em, (e, 0, +), n= 4, 2, ..., p —Ul, y, por 080, N = 4qp — 3 = 
as (0 (mód ¿pj pp = 3. Si a+ 40 para algún a € Tp, €nlonces, NÑ = 
—= bp - 530 (mod y) => p = $5). 

12. ¿Toda elemento primitivo del campo F,, es generador del grupo multi- 
Plicalivo Eq*? (Respuesto: hablando en general, no.) 

13. (Tesrema sobre el elemento primitizo.) Seu E = P (01, 03. . +... 0,) 
una ampliación algebraica finita del campo P de característica nula. Mostrar, 
que F = P (0) para cierto elemento algebraico 6 sobre P. (Indicación. La induec- 
ción con respecto a r reduce el examen al caso de F = P (a, P). dondo a Es 
son elementos algebraicos sobre P con distintos polinomios mínimos f (X) 
y £ (Xd Sea K el campo de descomposición del polinomio f (X) g (X), tal que 


PX) =< (Y — 04) (X — 09) --. (A — 0), 04,€ K (a, — a) 
EX) = (Y — BO(X —Bu) -.. (X — Br). By € K (By = 6). 


La irreducibilidad de 7 (N) y de g (A), así como Ja condición char P == 0, n6s 
garantizan (véase el p. 4, $ 4. cap. 6), que los clomentos a, Bj difieren de par 


Pig. 23 
on par. y que tenemos la posibilidad de construir los elementos (B; — f)!(a — 


— aj) A. d. Tonos un número racional arbitrario e 3 (), que difiera 
de estos elementos (nuevamente la condición char P = 01) y hacemos 


U =p 7 ca. 


Se comprende, que 2 (0) =P (a, B) = F. Los polivomios / (A) y 4 (X) = 
= £(0 —eXA)£ P (0 1NX] bienen la raíz común a. Si ex €s lambién raíz común 
de los mismos en K, para cierto ¿3> 41, entonces (0 — A (a) = g (A — craj), 
te donde 0 — ca Py para cierta /=>4. Pero esto significa, (que bien 
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cla — aj) =0, o que bien «<= (Bj — B)l(a — ay). Ambas pasibilidados se 
descartan en virtud de la elección de e y. por lo tanto, NX --q es el máximo 
común divisor de los polinomios f. RE K[X]). Pero, du hecho, Ll, HEPAODLNI, 
y por eso E ed p.3, $3, cap. 5) m.c.d. (/, 1) CP (8) LN. Por lo visto, 
X—a€P(01X1l, es decir, a € P(O) y P=0- ca£ K(0). En este cuso. 
P (a. B) P() y, por cousiguiente, P(, )=- P 
14. El dibujo (Mig. 23) ilustra uno de los métodos de Lriseceión de un ángulo: 
O — p/3. T.oos segmentos OB y CB tienen una longitud igual a 4. ¿Cómo construir 
el punto A si el punto C está dado? 
. Mediante la formulación del campo numérico constructiva conerclo 
a que e) grado de [CS : QQl es infinito. 
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Este parágrafo puede considerarse un pequeño pera útil comple- 
mento de los capítulos 4 y 5. 

1. Nuevos cjemplos de anillos factoriales. En vt $ 3, cap. y 
fue demostrada la factoriabilidad de los anillos euclídeos, a Jos 
ejemplos conocidos de los cuates se refieren los anillos ¿ y P 1X]. 
Más abajo se brinda otro ejemplo más de anillo cuclídeo, así como 
de anillo factorial no euclídeo. 

EJEMPLO 1 (anillo de los números gaussianos entcros). Se Liene en 
cuenta el anillo numérico 

2 lil =(m>+in|m,n eZ), 

contenido en el campo cuadrático Q (109 £, +41 = 0, y geomá- 
tricamente identificable con el conjunto de nudos (puntos) de una 
rejilla numérica entera en el plano complejo C. Es claro, que 7 [il es 
un anillo entero. Definemos en Z l¿]* = 7 (¿]n f0) la aplicación ó: 
¿ [1* + N UY (0), suponiendo Ó (m + E -|m+in fi m+ mn? 
(en otras palabras, 6 (a) = N (a) es la norma dol número a en Q (1); 
véaso el punto 5, $ 1, cap. 5). Como se sabo, Ó (ab) = Ó (a) 6 (L) >> 

> 6 (a) para todo a, d € Z (¿]*, así quo la propiedad (E 1) de la defi. 
nición de anillo cuclídeo (véase el punto 3, $ 3, cap. .,) se cumple au. 
tomáticamente. Á fin de convencerse de la veracidad de (E2), escriba. 
mos la fracción ab”? con b 0, en la forma ab”? -= a + ¿B, con a. 
P E Q y tomemos los números enteros k, l, más cercanos a a, f tales, 


que a=kz+w, P=I+p, IM <E+, MEA Entonces 


= db1(Kk 4 v9+i(+u))= dq -- r, 

donde q = k y idbEZ AE, y r=b(v+i). Como r =a— dq, 
también r€Z lil, además 

: pa 1 1 ) 

5(ri= |r[2=|212(v2+ 2) <6 (b) (7+7) => 5(b) < 8(0). 
Por lo tanto, Z lil es un anillo eucifdeo. 

£2l anillo de los números enteros de Gauss Z li] es cómodo para la 
demostración, en miniatura, de los métodos de la teoría de los nú- 


Za 
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meros algebraicos. Por eso, nos detendremos en las propiedades de 
Z [il un poco más detalladamente. Al principio, hagamos algunas 
observaciones generales. 

1) El anillo íntegro XK, cuyos ideales son todos principales, o sea, 
tienen la forma zK, se llama anillo de ideales principales. Todo anillo 
euclideo es un anillo de ideales principales. Para Z y P [X], esto fue 
establecido antes (véase el corolario del teorema 5, $ 2, cap. 5), 
y para lel caso general la demostración es totalmente análoga si J 
es un ideal dol anillo cuclídeo K, entonces, Y = aK, en cuanto 
a€eJ y 5(a4) E 6 (2) para todo 0 Xx EJ. 

2) Sean, K un antllo euclíideo arbitrario con función Ú (véase el 
punto 3, $ 3, cap. 5) y U (K) el grupo de sus elementos reducibles. 
Entonces, 


LE U(K)=> 5 (u) =6 (1) <>5 (uz) = 5 (2), VIE K*. (1) 


Efectivamente, de acuerdo con (El), 5 (x) =6(1-z)> 8 (1) para 
todo lr E K*, y, si u € U (K), entonces, Ó (1) = $ (u-u”*) > ó (u), 
así que Ó (u) = $ e Recíiprocamente, en correspondencia con la 
observación 1), 6 (uz) = 5 (2), Vr£K* —>uzxK = 2K => = Uzxv 
>uv=1=>uEU(K). 

El empleo del criterio (1) con respecto al anillo Z [£] significa 
que m -+ in € U (2 [1l) =>m? + n? = 1. Por lo tanto, U (Z [il) = 
= (i), es un grupo cíclico de orden 4. 

3) El ideal Y del anillo X se llama máximo, si J + K y todo ideal 
T, contenedor de Y, coincide con K o J. En el anillo euclideo K 
la propiedad del elemento p E K de ser primo, es equivalente a la con- 
dición de que el ideal pK sea máximo. 

En efecto, sean, p un elemento primo, y pK <= TC K, donde 7 
es un ideal en K. De acuerdo con 1) T = aK, y, como p € 7, enton- 
ces, p = ab, donde uno de los elementos a, b, es invertible. Si 
a € U(K), entonces, T =aK == K., Si b€ U(K), entonces, T = 
=aK =abK = pK. Recíprocamente, sea el ideal pK máximo y 
p = ab, con a € U (XK). En este caso aK + K y pK< aK => pK = 
=aK => 4 = pu =4bu=>bu=1>bEU(K)>p es un ele- 
mento primo. 

Veamos ahora que pasa con el número primo p € Z en el anillo 
Z, lil. No se exluye, que p quede como elemento primo en Z [ti], pero si 


r 
esto no es así, entonces, sea p= |] p, su descomposición única (se- 
A==1 


gún el teorema 4, $ 3, cap. 5) en r factores primos pa (r >1). Con- 
forme a 2), 8 (pr) >1, así que, de p? = 6 (p) = IÓ (pa) y de la 
factoriabilidad de Z se deducen, necesariamente, las igualdades 
r=2, p = pppa, 9 (pj) = 6 (pa) =p. Si p, =m + in, entonces, 
p=8(p) = mM+m = (m + in) (m — in) > p =m — in. Y 
bien, si el número primo p € £ permite una descomposición no trivtal en 
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Z lil, entonces 
p = (m + in) (m — in) = m? + p, (2) 
donde m + in, m — in, son elementos primos en Z lil. 

En particular, 2 = (1 + 2) (1 — 1) no es elemento primo en 
Z. [1]. Observemos, más adelante, que t? ==0 ó 1 (mod 4) para cual.- 
quier t € Z. Por eso, para un número primo impar p, que no es primo 
en Z [il, el criterio (2) lleva a la conclusión: 

p=mi+ mn =0, 16 2 (mod 4 >p =4k + 1. 

Cuando p = 4k + 1, hagamos t = (2k)!. Como, evidentemente, 
t = (4) (2k)! = (—1) (2)... (-2k) =(p — 1) 

Xx (p—2)... (p — 2k) =((p + 1)/2) ... (p — 2) (p 1) Xx 
X (mod p), entonces 

t2 = (20)! ((p + 0/2) ... p — 2 (p-— 1) =(p— 1)! (mod p), 
o, teniendo en cuenta el teorema de Wilson (véase el final del $ 1, 
cap. 6), 1? + 1 20 (mod p). Si ahora p es un elemento primo en 
£ [i), entonces, de la igualdad (t+ i) t—¿i=844=lp, 1EZ, 
según el teorema 1, $ 3, cap. 5, se deduce la divisibilidad por p de uno 
de los elementos ¿+ ¿it—i. Pero, ttki=plim+in>>1- 
= pn, n € Z, lo que es claramente imposible. Hemos demostrado la 
afirmación siguiente. 

a número primo p € Z queda como primo en Z lil, si, y sólo si, 
p =4k— 1. 

Cualquier número primo p = 4k + 1 es expresable en la forma 
p = m + n?, donde m, n € Z. 

De aquí, con relativa facilidad, se extrae el teorema teórico- 
numérico general. 

TEOREMA 1. El número 1 E 7. es expresable en forma de suma de 
cuadrados de dos números m, n € Z si, y sólo si, en la descomposición 
canónica de t en sus factores primos, cada divisor primo p == 4k — 4 
figura con exponente par. 

En efecto, como agregado a los hechos que conocemos, es suli- 
ciente mostrar, que si el m.c.d. (m, n) = 4 y p | (m* + n?), entonces, 
p = 4k + 1. Esto es suficientemente claro: m.c.d. (m, n) = 1, 
m3i4n? =0 (mod p)>mn 30 (mod p) => mP-"1 =4 (mod p), 
n == —m (mod p) > (mP*n? = m*Puin =— m** =-— 
—1 (mod p). De este modo, existe un número entero s € Z tel, que s*= 

= — 1 (mod p), s* =14 (mod p). Por lo tanto, el grupo multipli- 
cativo Zf¿ de orden p — 1 se divide por 4 y p == 4k +. 

De acuerdo con la observación 3), que p = 4k — 4 sea primo en 
Z [i) es equivalente a que sea máximo el ideal p Z [i), lo que, a su 
vez, se expresa mediante la propiedad del anillo cociente Z [il/pz (il 
de ser un campo de p* elementos (véase, en relación con esto, el ejer- 
cicio 14, $ 4, cap. 4, y los teoremas sobre el isomorfismo para 
los anillos en el punto 2). Esto no es sorprendente, si se toma en 
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consideración, que cuando p = 4k — 4, el polinomio X? + 1, exa- 
minado sobre Zp, es irreducible. 

Eemmo : (ampliaciones polinómicas de anillos factoriales). Alora 
se mosteará, que los anillos de los polinomios ¿ [X,, ..., Xpl y 
PlXo ..., Xpl (2 es un campo) son factoriales para cualquier 1. 
Esta importante afirmación, surge inmediatamente del teorema 
sieniente, 

reorrma 2 Si el anillo K es factorial, también lo será el anillo 
de los polinomias AX. 

DEMOSTRACION La demostración se busa en Jas propicdades de los 
anillos de los polinomios, adjuntas a] lema de Gauss (véase $ 3, 
cap. 5). Precisamente, nos son necesarias las dos propiedados sj- 
ontentos. 

4) Los polinomios primitivos f, g € K 1X), asociados en Q (K) 1X'| 
(Q (K), que es el campo de relaciones del anillo factorial K), son 
asociados en K1X1| (un ejercicio fácil). 

D) El polinomio ¡€ K1X)] de grado positivo, irreducible sobre K, 
también es irreducible sobre Q (K) (la demostración en 01 $ 3, cap. 5 
para K =7F, sirve para el caso general). 

Pasando inmediatamente a la demostración del Leorema, escriba- 
mos el polinomio FE K1X| de grado positivo, cn la forma f = 
=- df) fp dondo q (f) es el contenido de f, y f, es el polinomio pri- 
mitivo. Por inducción con respecto al grado de los polínomios pri- 
mitivos, obtenemos la descomposición de f, en el producto f¿ = 
—=fi-.. f, de los polinomios primitivos f,, .. ., fs irreduciblos 
sobre K. Sea fp -= 8, ... £, otra descomposición semejanle más. 
Entonces, de acuerdo con hb), f, y £, sou irreducibles sobre Q (A), 
y. por enanto el anillo Q (XK) [X] es factorial (corolario del teorema 4, 
$ 3, cap. 5), s — £, y, para un ordenamiento debido del polinomio f, 
asociado con 2, en O(K)[X), y, por consiguiente (segús: a)), cn 
K 1X]. lin lo que respecto al polinomio f con contenido d (f) irredu- 
cible en K, entonces, tomando también la descomposición de d (f) = 
— Py... pa en factores primos p; € K, Mogaremos a la doscomposi- 
ción de f. La unicidad de tal descomposición (en su concepción 
habitual) se deduce de la recientemente establecida unicidad de la 
descomposición f, y de la factorizabilidad de K, que responde a la 
unicidad de la descomposición d (f = py, ... Pr- 


Tienen lugar las inclusiones rigurosas 


de, illos de idea- amilos 
e s ) pa Ls 8 a ES ( n ) (3) 


euclidevs les principales facturiales 


La primera inclusión nos es conocida (véase la observación (1)). 
Existen ejemplos (que no ponemos), que indican su rigurosidad. Para 
demostrar la segunda inclusión, examinemos en el anillo de ideales 
principales K, la sucesión creciente de ideales (4,))< (d¿3= ... 
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Se comprueba inmedialamentle, que D = |) (7) es an ideal en A. 


1 

Por consiguiente, D — (4). d ED. Por definición, «E 1d.) para 
cierto m, de donde, (d,,) = (da iy) = ... La estabilización, en el 
paso final de la cadena creciente de ideales conlleva la ruptura de 
la cadena de divisores no invertiblos d,, da, dy. .. . con 4d; |d,, y, 
por lo tanto, la existencia de la dozcomposición en A en elomentos 
indescomponibles. La unicidad de la descomposición en A es conse- 
cuencia de las mismas cansas (a, b) mak -- bK -— a4K - (4d) > 
=>d=m.c.d. (a, b) = az + by. Los razonamientos posboriores 
repiten la demostración del teorema 3 (ii), $ 3, cap. 5. 

Los ideales (2, X) en ¿1Xl y (X, Y) en R1X, Y] nu sou princi- 
palos (véase el ejemplo en el punto 3, $ 2, cap. 9). Al mismo Liempo, 
de acnerdo con el teorema 2, los anillos 2 |Xl y RÍIX. Y) son facto- 
riales. Con esto, la veracidad de la cadena (3) queda establecida. 

Los anillos de ideales principales, son interesantes desde un punto 
de vista puramente algebraico, por cuanto ellos so caracterizan por 
las propiedades de tales objetos nalurales, como los núcleos de homo- 
morfismos. Por otra parte, Jos anillos enclídeos son más cómodos 
para la investigación, en virtud de que en ellos se encuentra el 
algoritmo de división con resto. 

2. Estructuras leórico-anulores. Ya disponemos de un arsenal 
considerable de tipos de anillos y de medios que permiten construir 
nuevos anillos, a partir de un cúmulo dado de ellos. Sirven de ejem- 
plos, las estructuras del anillo de las matrices 47, (A), de] campo de 
relaciones Q (X) y del anillo de los polinomios K[X,. ..., Xp), 
donde K es un anillo conmutativo (entero, cuando Q (XK). Es útil 
considerar también, aunque sea brevemente, los iwmálngos teórico- 
anulares de los hechos comunes sobre los homomorfismos, que fue- 
ron establecidos para Jos grupos en el cap. 7. Las demostraciones, 
por regla, no se diferencian en nada del caso de los grupos, y se 
dejan al Jector en calidad de ejercicios. 

Al teorema fundamental sobre los homomorfismos para Jos ani- 
los (Leorema 2, $ 4, cap. 4), lo complemontaremos con dos Leoremas 
sobre el isomorfismo. 

TEOREMA 3, Sean, K un anillo; L un subanillo: Y un ideal en K. 
Entonces, L +] =fzx+ylzxr€eL, y EJ) es un subanillo en K, 
contenedor de J en calidad de ideal, £ NJ es un ideal en L. La apli- 
cación 


pepxz+Io i++ Ln, rel, 
realiza el isomorfismo de los anillos: 
(L + PTY Lin. 


DEMOSTRACION. Las dos primeras afirmaciones son totalmente evi- 
dentes. En lu que respecta a la última, es necesario examinar la Jimi- 


292 TEORIA DE LOS CAMPOS, ANILLOS Y MÓDULOS (GAP. 9 


tación 1, = TE | y del epimorfismo natural rx: K —> K/L. Su imagen 
lm n, se compone de las clases Adjuntas +JY, eL, o sea, 
Im no = (L + Y)Y/J. El núcleo Ker 31, del epimorfismo To: L—=> 
> (L + J)/J está integrado por los elementos zx € L, para los cuales 
+ Y =J. En consecuencia, Ker 1, = £ (MY. Según el teorema 
fundamental sobre los homomorfismos, la correspondencia x.,:z + 
+£NY—> n1n.(1) =x + establece el isomorfismo L/£ NJ = 

oe (L + JJ. Queda por observar, que q = 1". 0 

Hemos efectuado este razonamiento, copiado de la demostración 
del teorema 2, $ 3, cap. 7, a fin de subrayar el paralelismo total con 


la teoría de grupos. 
TEORUMA 4. Sean, K un anillo; J, E subanillos del mismo, además, 


J es un ideal en K y J= L. Entonces, L = LÍJ es un subanillo en 
KIJ y a*: L— L es una aplicación biyectiva del conjunto Q (K, J) 
de los subanillos en K, contenedores de J, en el conjunto 2 (X) de 
todos los subanillos del anillo X. Si L , EQ (K, J), entonces, L es un 
ideal en K si, y sólo si, L es un ideal en K, además 


KIL ex KIL = (KI MHNEI). 


DEMOSTRACION. Este es un ejercicio sencillo (véase la demostración 
del teorema 3, $ 3, cap. 7). 

COROLAKIO. Sea K un anillo conmutativo con unidad 1. El ideal J 
es máximo en K si, y sólo si, el anillo cociente KIJ es un campo. 

En el conjunto de ideales del anillo X están definidas las opera- 
ciones siguientes 

suma: Y, + Yo = (2, + 22121 EJ 1), 

intersección: J, N Jo = fzlr€JY,, 2€J,), 


producto: J¡Jy == Z LL lp: ES a] CIN Ta 
También se puede hablar sobre la suma, intersección y producto 


de cualquier número finito de ideales, siendo legítima la afirmación 


siguiente. 
PROPOSIGION. St en el anillo K con unidad, tienen lugar las igual- 


dades 
JrJi=K, k=L. cc n, 


para los ideales J, J,, ..., Jn, entonces, también son correctas las 
igualdades 
JF4ÍLNT.N.-.. Nin =K=J+JIJ2o... Jn 
DEMOSTRACION. Como Y Ya... JACTI NT: N... NJYn, en 


consecuencia, es suficiente establecer la igualdad J + ¡42 ... Jn = 
= K. Para n == 1, ella es exacta por condición. Para n = 2, te- 
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nemos 
1=1?= (2 + Y) (12 + 42) = 2 + YYa 

donde x,, 222 E Y, y; € J,. Por lo tanto, 1€J + Y Ja y K =J + 

+ JJ. Luego es evidente la inducción con respecto al núme- 

ro hn. 

Sean, . «. «y Kn, una familia finita de anillos, K =K,X... 
A Ka. el producto cartesiano de los conjuntos. Introduzcamos 
en K la estructura de anillo, definiendo la operación de suma y mul- 
tiplicación por componentes: 


CA Ya -- Yn) = (Z1 + Ys --- La + Jn); 
(Lar - -, Tp) * (Ya -.-.» Yn) = (UY -- «+ nn): 
Llegamos a la suma directa exterior K = KB ... O Kr de los 


anillos K¡. Cada uno de los componentes de XK, es una imagen para 
el epimorfismo 7: K—>—XKj, Mi: (Lys - +.» Tp) +> ij Í<i<n. 
Si, luego, J, = ((0, ..., %;i .. 0) zx, €K¡), entonces, Y, ex 
ee K,, J, es un ideal en K, 7 E .+d 

Sea ahora K un anillo con ideales La, o... a, además, K 
=J+.. ARAS J)=0,1<*k<mnm. En esto caso, 


K=J.06... BJ, es la má directa interna de sus ideales J ». 
Al igual que en la teoría de los grupos, Ja diferencia entre las sumas 
directas internas y externas de los anillos es puramente teórica-de con- 
junto y no tiene sentido reflejarla en las designaciones. 

3. Aplicaciones teórico-numéricas. La propiedad universal de 
las sumas directas, consiste enque,siS =XK,0 ... OK, y K es 
un anillo cualquiera con los homomorfismos dados p¡: K —=- K,, existirá 


un único homomorfismo p =(Q,, .... Pn): K —>S, con núcleo 
Ker p = (] Ker q,, que hace conmutativos los diagramas triangulares 
0] 
yy Ti 
Ep 


paral=á4,.,.., n. Apliquemos esta afirmación evidente al anillo 
K con 1 y con ideales J,, ..., Yan, y a la suma directa 


S =XK/J18 ... OK!J». 
Haciendo q¡: K — K/J, = K¡, obtendremos el homomorfismo 
ppi->li+Ys.... 2+184) (4) 
del anillo K en $ con núcleo Ker q =Y, NM... N74a. 


TEOREMA 5 (teorema chino sobre los restos). Si en "las condiciones 
indicad más arriba, K es un anillo con unidad y J, + Y, = K para 
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lzZitj< on, entonces, la aplicación q (véase (4)) es un epimor- 
'ismo, 

DEMOSTEA GIN. Necesitamos convencernos de que para cuales- 
quiera elementos y, ..., 25 EX->- dados, oxisticá un zE K, paca 
ell cual y += 5r + Jp o sea.  —201€S,, ¿+=1t2.... 4 
Para rn -= 1 esto es evidonte, y para n = 2 tomamos Jos elementos 
a, ES 1, 4, ES,, para los que €; y dz +7 1, y hacemos  = 2,0), | 
+ rat. Entonces, 


So yo Ag lor) — 7 (81 + 4) = (22 — 7) 01 ES, 
Zo y AR Y — A) + 0) a Ig a Ea. 


Luego, razonámos por inducción con respecto a n. Sea que ya halla- 
mos el elemento y, al ol ara Yy —t; 3 Li ¿= 3,2 ....n—Í. 


Como, por condición, S¿-ES, =A,1=! Ed n — 1, entonces, de 
acuerdo con la proposición del punto 2 o N...N E h Si = A 
Aplicando el caso analizado r = 2 a los ideales 4, N... N4a-1> 


F,. y a las a Y, 2, € K, lallnromos - E K, con = — y EIN 
Mo. DA cn ES. Poro, x -yEJ, NM... Nvo > € 
—-yEdn AL is Sh -- 4. “Comando en cuenta la elección de y, 
oblenemos 


Lo a a dy —41)E di. 1<1351— 1. 


Por lo tanto, el elemento y satisface todas las condiciones requeri- 
das. 

En el Leorema 5 así como en lodos los razonamientos que lo pre- 
ceden, el anillo É no se suponía coumulbativo. Sea, luego, X un 
anillo íntegro, y 4), -.., (f,, SUs n de elementos primos entre sí de 
dos en dos, o sea, a¿K + ask — K para ¿35€ 7 (on el anillo factorial 
XK. osta definición concuerda con la de indivisibilidad, obtenida de 
la descomposición de 4; en sus factores primos). Escribiendo la incju- 
sión y ¡€ a¿K en forma de comparación econ respecto al módulo 
del ideal principal a¿A, como de costumbre, utilizamos la notación 
rt, (mod 7;). 

COROLARIO 1 Sean, K, tun anillo integro, Y dy, . . .. Q,, Sus ele- 
mentos prímos entre sí de dos en dos. Pintonces. para cualesquiera 
YUro ER, extstirá un elemento « EN tal. que x= zx, (mod a), 
is (PA E 

CORDLARIO 2 Sea nun perO natural, con ta descomposición caná- 
Rin Ro pic por = a tré, el onillo de la clase de restos 
resperto al mádudo n, y Za) el grupo multiplicalivo de sus elementos 
invertib en Entonces: 

(0%, =% nn BGKG...6L% m, (suma directa de «untilog); 


P 
(1) € AE A pr) A O 0 4 (4 my) (producto directo de gru- 


pos). 
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DEMOSTRACION. (1) Sustiluyendo en (4) + por fr. haciendo A ==, 
Ji = piyS=2%im0... 9 Zo, Hegaremos al homomorfismo 
que —$S, con núcleo Kor q — N/; = né. Que q sea cpimorio se 
deduce del teorema 5, por enanto el med. (pp pad — 1, para d+ J. 

(11) Como en la suma directa arbitraria A - AB... 0 K, los 
<omponentes X, se anulan entre sí: A¡K, — 0, ¿ +], entonces, inme- 
dialamonte de la definición de elementos invertibles se deriva que 
LEAK) = C(KX)Xx... xXx € (Ap). Queda por aplicar esto a la 
descomposición  (i). 

OBSERVACION. De la afirmación (11) se aprecia inunediatamente 


r 
que q (n)= [| P(p), y, coma q(p") =p""(p—1), se obtione 
i=1 


de nuevo la fórmula para los valorez de la función de Fuler (véase 
el ejemplo 1, punto 4, $ 1). Et orden de un elemento de un grupo 
finito, es divisor del orden del grupo, por eso 


a ee d (mod n) 


para cualquier número entero a, primo entre sí con n (generalización 
del pequeño teorema de Format, conocido bajo el nombre de teorema 
de Euler). 

Á fin de comprender definitivamente Ja estructura del grupo 
1 (4Z,), en virtud del corolario 2, nos os suficiente aclarar el caso 
4 — po 

TFROREMA €. Sea m un número entero positivo. 

(1) Si p es un número primo impar, entonces, UY AZ m) es un grupo 
cíclico. 

(11) Los grupos UL (£%,) y U (Z,) son cíclicos de orden 1 y 2. respecti- 
tumente, al mismo tiempo que U (Lam), m > 3, es el producto directo 
de un grupo cíclico de orden 2"? por un grupo cíclico de orden 2. 

VEMOSTRACION. (i) J'or definición, ol número untero £, primo 
entre sí con r, tienv el orden r con respecto al módulo n, si | (tl 

| nZ) [| =r,osca, =31 (mod a), 1:=4 (mod ») para k< r. 

Cuando r = q (na) se habla sobre la raíz primitiva (o prototipo) t 
respecto al módulo n. Habitualmente t se toma de un sistema de ros- 
los 0,4, ..., n--1 respecto al módulo », expuesto, poro noso- 
tros no fijamos ningún sistema de restos. 

De acuerdo con el teorema 5, $ 1, el grupo Zo - [' 1(Z,) 08 ci- 
clica, o sea, existe la raíz primitiva ap respecto al módulo p. Cono 
ap”"-lLam ay (mod p), entonces, también el número entero a == agil 
será ralz primitiva respecto al módulo p. Por otra parte, aP-? = 
+= ¿POUM 1 (mod p”). En consecuencia, la elase ad- 
junta a =a + p” 2 engendra en E (Z,m) un subgrupo cíclico de 
orden = — 4. 
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Luego, 


p 
ii 4 , 
aro o (7) m4 ro 04 A (1) e 
i=U 1233 
Como p>2, entonces, (1-+ p)? uu 1 4 p?(mod p3). Presuponiendo 
por inducción, que (1 -+ p)”* =1 + p?*! (mod p?+2), hallamos 


ó P | 
(1+pp =1[1+(1+sp) pi? = y E ) (1 + spy pirbi= 


f==0 
= 1 -- (1 + sp) p 45 (p—1) (1 + sp)? padrH<... 


de donde, (1 -+ p)p?*! s= 1 4- p?+? (mod p***). En particular, (1 + 
+ pjo”-1 G 1 (mod p”), pero, (1 + p)r"-*=1 Y p”-?* = 1 (mod p”) 
y, por lo tanto, la clase adjunta b = 1 + p + p”Z con representante 
b= 41 - p, engendra en U (Z,m) un grupo cíclico de orden p”-!, 
De acuerdo con Ja proposición del punto 3, $ 2, cap 4, los elemen- 
tos a, b primos entre sí de órdenes p — 1, p”-*, engendran el grupo 
cíclico (ab) de orden p"”"* (p — 1) = q (p”) = 1 U (Zpm) |. 

(íi) Con los grupos U (Z,) y U (Z¿) está todo claro. Cuando m > 2, 
partiendo de la comparación trivial 5 == 1 + 2? (mod 2?), por induc- 
ción con respecto a j, se comprueba fácilmente, que 

5% = 1 + 2+*2 (mod 2+**. 
En particular, 
SM e 1 +4 2-1 5% 4 (mod 2”), 5%”*=1 (mod 2”), 

así que 5 tiene orden 2"-? respecto al módulo 2” y la clase adjunta 
5 + 272 engendra en U(Z,m) un subgrupo cíclico de índice 2. 
Observemos, que —1 + 2Z4(5 2 27 £), por cuanto %' == 
== —1 (mod 2%)> $ = —1 (mod 4) => 1 == —1 (mod 4), es una 
contradicción. Como | (—1 + 2”Z )| = 2, entonces, 


U (Z 12D) = +22 )x (A +22) 


es un 2-grupo abeliano del tipo (2”-*, 2) (véase el $ 5, cap. 7). PP 

COROLARIO. El grupo U (Z,) es cíclico (o, lo que es equivalente, existe 
la rafz primitiva respecto al módulo n si, y sólo si, el número entero 
n > 1 tiene la forma 2, 4, p” o 2p”, donde p es un número primo im- 
par. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar, que el elemento no nulo p del anillo factorial K resulta 
primo si, y sólo si, K/pK es un anillo íntegro. 

2. Demostrar, que si el anillo íntogro X no es vn campo, entonces, K (X1 
no es anillo de los ideales principales. 
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3. Mostrar, que los elementos z+y Y —3 conxr, yE7, o 1= et 1 


2 3 
y= La y k, 16€ Z. componen ol anillo integro K. Comprobar, que él cs 
euclídeo con función $= N (norma en Q(V —=3)). Mostrar, que el suba- 
nillo Z [Y —3]< XK no es siquiera facrorial. 


4. Hallar todos los elementos primos dol anillo de los números enteros de 
Gauss. 


5. Perfecoionar el corolario del teorema 5 en el caso del anillo factorial K, 
para lo cual, junto con los elementos primos entro sí de dos on dos 21, ..., 4, 


introducir los elementos 3, =s IM aj- Hallar los b; € K, para los cuales b, = 
jet 


es 1 (mod a,), b, =0 (mod a¡), 1<t<na. Sean zi, .. ., 2. E K. Introducir 
el elemento x= >) bx; y comprobar, que z =zx, (moda), 15 i<m (una 
comodidad, apreciable en aquellos casos, cuando se trata de un número grande 
de colecciones z,, .. ., Zn). 

6. Aplicar el ejercicio anterior a los módulos a, = 5, ay == % y a Jus pares 
(21, 22) = (2,5), (3,2), (3,5). ¿Qué se puede decir sobre el orden « respecto 

módulo 45? 

7. Sea p un número primo impar. Si la comparación 1? = a (mud p) tiene 
solución, entonces, el número entero a se llama resto cuadrático respecto al módu- 


lo p, en caso contrario, no resto cuadrático. El simbolo de Legendre (5) so define 
por la relación 


, si a==0 (mod p), 
(5)= ft, sijaxX=0 (mod p), es resto cuadrático, 
—14, si az30 (mod p), es no resto cuadritico. 


nn 


Mostrar, pue (5 )= PA AS q y (S ) =4 (mod p). 


Luego, (5)= (5) (7) y el número do restos cuadráticos cn el sistema 
reducido 1, 2, ..., p — 1, colncide con el número do no rostos. Comprobar, 
para los pequeños números primos impares p y q, el cumplimiento de la ley 
cuadrática de reciprocidad 


pi al 
27 


IS 


demostrado en general (de muchas maneras) por Gauss. Extraer del ejemplo 


1 


t en el punto 1, la relación ( = ]- (—4) 0 
, p?-1 
8. Demostrar (en términos del ejercicio anterior), que (5) = (— 1) A , 
o sea, 2 resulia cuadrado respecto al módlou p exactamente entorces, cuando 
? == +1 (mod 8). (Indicación. Haciendo hincapié en el ejercicio Y, $4, examinar 
a raíz primitiva a do potencia 8 de 4 en el ciorre algebraico 2, del campo Fp. 
Como af = —4, entonces, a? + ar? = 0; además, a? = —a, ar= —ar, 
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de donde, a ; q? — (a -- 471). Jlaciendo A- 2-47, tendremos: 
B?— y a?o 2 2, así que p == +1 (mod 8) = Pp = ar — arr = a -) 
p-i pi 
SS” — .) 
Eos ds fp —=. 1 per - (p?) A a (5) - 4. Análogamente, Pz 
3 5(med 5) =: po abo— a — ar lar —(a-- am 1= — > 
p-) 
A pro 2 ; => ma =—t, 
Y (complemente del punto 5, $ 2, cap. 3. Ser J(X) Fo Ag) 


un polinondo no ralo con coeficientes en o eu algún campo, de »? variables 
independientes 1¡€ A 1 4 ¡SS a. considerado como función de la matriz 
XxX (r,. Demostrar, que si [(XY) = / (X)/ (Y) para todos los A, Y € 
EM, (A), entanees, 1 (A 1 (del XY?, donde m. es algún número entero no 
negativo. in particadoar, $ (NX) + det X, sis (diag (7, 4, .. . 0) = «. (Undica- 


mn 


ción. Sin= lv ](00- Y ajet, py 06, enloncos 
¡Y 
me ii 
iy Y eri = to 1 = (0 (0) ei) 
| i=1 


donde y, y, son» variables independientes. La igualdad de Jos cooficientes de y" 
muestra, que 2,22 -- $ (0) Ay ya pur do tanto, f (e) — 7, Si ahora, en el caso 
general se hace g (2) =: / (r-K) entonces, £ (eu) = £ (£) £ (y). De aquí y de 
la legitimidad de la afirmación cuando n - 1 se deduce, que g (2) = 25. Cono 
X-Xx" = (del X10-£. entonces, 


LON) = f (del X) E) = g (det X) — (del X). 


Pero, [ (M0. ¿(A 0) y det X, son polinomios de.xy, 1 < i,¿< n, además, del X 
os irreducible (vease cl ejercicio 7, $ 3, cap. 5). Sogún ol teorema 2 sobro la 
factorizabilidad del anillo de los polinomios de cualquier número de variables 
H(X) = e (del X)P, e es la constante, además, [(AP)=/X0)[(M=>«=ec 
Y como co (0, aulonecz, e == 1.) 

10. Mostrar que el anto Qu (2) de todos lus números racionales a/b con «be 
no divisible por un número primo dado p (véase el ejercicio 6, 5 4, cap. S, 
contiene el ideal máximo único 


Y >= (ade Qs (2)A p divido a a), 


Todo anillo que posea un idea] máximo único, se donamina anillo local. (Irdi 
ención. Es evidente, qne Y es ideal propio en Qyy (7). Si cód qY, entonces e € pZ, 
y en consecuencia, d e CQyy (3). Esto significa, que cualquier ideal £, obleni- 
do de Y mediante el agregado de por jo menos un elemento c/d, contiene 4 = 
cd 0 de y, por do visto, coincide con Quay (2). 

$1. Mostrar que en cualquier anillo Jocal X con ideal máximo m, Jos ele- 
mentos que no pertenecen a qu son reversibles. 

(2, El ideal R del anillo K con unidad se Hama primo, si el factoranillo 
KR vs de inlegridad. Todo ¡dead máximo es primo, El complemento M =— AlIRP 
a líen el anillo A, es un subeonjnto multiplicalivo (un meonoide que ño con- 
tiene 0). El anillo Oy, (4) en estas condiciones también se designa por medio 
del símbolo 37 -1K o, sencillamente, Xp. Mostrar, que el anillo Kp es sienpre 
local y que su ideal máximo mp se compone de primos del tipo de a*b. donde 
“En y be KR. Mostrar también, que mr NK=R. 

La operación del paso de K al anillo local Xp se llama incalizactón del anillo 
Ñ con respecto al idewl primo R, 
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$ 3. MODULOS 


El concepto de módulo sirve de portador de uu principio fusndiu- 
mental, elaborado en el álgebra hace medio siela. Este principio 
consiste en que, ubjelo de estudio de cualquier sistema algobraico 
debe ser no sólo las propiedades internas de este sistema, sino tan- 
bién todas sus representaciones (en el sentido más amplio de esta 
palabra). 

1. Informaciones iniciados sobre módulos. Comencenios con la 
definición clásica. Sean, A, un anillo asociativo con unidad, y 1), 
un grnpo abeljiano escrito aditivamente. Ses, Juero, dada la aplica- 
ción (e, Y => xe de K x Ven E, que cumple las condiciones: 


(Mi) X (UT) = xau — zL, 
(M2) la + ypo= 0 ye, 
(M3) MY) oz (yo, 
(M4) l.o=. 


para todos los 7, y E A, u, v E Y. Entonces Y so llama A-módulo por 
la izquierda (0 módulo por la izquierda sobre el anillo Ky. Análoga- 
mente se define el K-módulo por la derecha. En adelante, hablaremos 
sencillamente sobre cl A-módulo, aunque eb algunas silunciones am- 
bas variedades de módulos aparecen juntas. 

El axioma (M4) (condición de la unitariedad del inódulto), evi- 
dentemente, es superfluo, si el anillo X no tiene unidad. Resulba 
más esencial el hecho de que son posiblez modificaciones del axioma 
(M3), adaptadas a algunos anillos no asocintivos. Un ejemplo «de 
nódulo sobre un anillo no asociativo se da al final del parágralo 
siguiente. Por el momento, paurtiremos de la definición dada más 
arriba, 

Sea Y un K-imódunlo. 1] subgrupo (¿ CV se lama subimódu lo 
en V,siau € E para todos Jos € XK, u€ L.. 

Sean, luego, E y Y dos K-módulos arbitrarios. Se Hanta hontomor- 
fismo del K-módulo (o, sencillamente, K-homomorfismoyr de € on Y. 
la aplicación 0: E —>V, tal, que 

O lu, + 4, = 0 (uy) - 0 (1), 
O (xu) — «o (u) 
para todos los u,, 4,, 4 E li, x € K. Se comprueba fácilmente, que 
Koro = fu€ ff | a (u) = 0) es A módulo en £, y la imagen lm o 
os K-módulo on Y. 

Con todo submódulo E <C Y sobre K, se asocia el módulo cociente 
VIE <= Af0 + Ulv€ VI) (grupo cociente de un grupo «beliano adi- 
tivo) con la operación XA, definida según la rela 


rlt— U)= iu 0, 
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IZI tuorema fundamental sobre los homomorfismos y los «los teore- 
ms sobre los isomorfismos, que demostramos para los grupos ($ 3, 
<ap. 7), y luogo para los anillos, se trasiadan literalmente, con pe- 
queños cambios en las demostraciones, a los módulos. 

Luego del $ 2, cap. 7, donde se examinaron los axiomas del tipo 
(M3), (Má), y luezo del fundamental cap. $ sobre las representaciones 
de grupos (axiomas (M1), (M3), (Má4)), los ejemplos de X-módulos 
que exponidremos, es poco probable que provoquen la sensación 
de novedad. No obstante, vale la pena considerarlos y compararlos 
<ntre sí. 

1) Tado grupo abeliano A es Z-módulo, Precisamente, la apli- 
cación (n, a) > na de ¿ xA en A, salisface todos los axiomas 
(M1) — (Má). Alirar los grupos abelinnos como módulos sobre E 
rosulta muy útil. 

2) Todo yrupo aboliano A es módulo subre su anillo de endomor- 
fismos End -4. Dor definición, End A se compone de todas las aplica- 
cionos q: 4 —A que cumplen la condición y (a — a) = q (a) + 
— q (a). Las operaciones de suma y multiplicación, se introducen en 
End A de un modo natural: (q + y) (a) = p (a) + y (a), (py) (a) = 
= (Y (u)), 1 (1) = z, 0 (2) = 0. La aplicación (q, a) — q (a) de 
e A x Aen A dota, covidentemente, a Á ce la estructura de End A- 
módulo. 

3) El espacio vectorial Y sobre el campo 2 es, sin duda, P-módu- 
lo. Si además nos es dado el operador lineal 4: Y —V, entonces, 
le otorgamos a Y una estructura de módulo Y ¿ sobre el anillo de 
los polinomios P |X], haciendo, 

fNDo=flAv=a2ar AA AVO>... + ad Av 


para cualquier e € Y y cualquier polinomio f € P1XJ. Los axiomas 
(M1) — (M4) se cumplen, por cuanto, juntamente con 4 el opera- 
dor f (+4) también será lineal, y 
(PA) = AJA E (A), 
PDA) =F(4) E (4) 

(propiedad universa] de los anillos de los polinomios; véase $ 2, 
cap. 0). Los subespacios A-invaríantes servirán de submódulos en 
Voy A diferentes operadores lineales de un mismo espacio V les 
corresponden, hablando en general, distintos (no isomorfos) P [X]- 
módulos. 

4) Un ideal por la izquierda, arbitrario, Y del anillo K, está 
provisto de Ja estructura natural de A'-módulo con operación (zx, y) -> 
—> y, TEK, y ES, inducida por la multiplicación en XK. Cuando 
WJ= K, el anillo K se considera como el módulo X sobre sí mis- 
mo. sta concepción de K lleva a resultados fructíferos. 

9) Volviendo al ejemplo anterior, construimos el módulo cociente 
KiY = [y —= P|y€K) De acuerdo con la definición general, 
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(2, y +7) > xy + Y, es la operación K en K/J. Observemos, que 
el epimorfismo canónico n: K —XK/J, siendo homomorfismo de 
K-módulos, cumple la relación nz (zy) = y + J = zx (y + Y) = 
= zn (y). Si Y es un ideal por ambos lados, entonces, A/J es un 
anillo y y resulta ser homomorfismo de los anillos: n (y) = x= (2) X 
x n (y). 


La intersección (MV; de cualquier familia de submódulos V, =V 


sobre K, es submódulo en V. En particular, la intersección de todos 
los submódulos, contenedores del conjunto dado ¿' — V, leva al 
submódulo (T), engendrado por el conjunto T y compuesto de todos 
los elementos posibles del tipo zx, +... <Tsti, donde 2/€ K, 
t, € T. Observamos, a propósito, que los elementos no nulos ¿,, .... 

. », th, € V se llaman linealmente dependientes sobre K, siurt,+... 
e... —+frt, =0, donde no todos los zz; = 0. El submódulo, en- 
gendrado por la familia [V,, ..., Vm) de submódulos V;, se llama 
suma de los mismos y se designa del modo habitual: N V,=V,+... 


E! módulo V sobre XK, engendrado por un elemento único vb, se 
lama cíclico. El tiene la forma V = Kv = (xv |zx € K), donde 
v E Y, y es análogo del grupo cíclico. En particular, el módulo cíclico 
«XK = K-1 (véase el ejemplo 4) es análogo del grupo (2, +). 

Si V=XKvu, +... + Kun, es la suma de un número finito de 
módulos cíclicos, entonces, el módulo V se llama engendrado finito, 
o K-módulo de tipo finito. 

Se comprueba fácilmente, que la aplicación 1->x v es homomor- 
fismo de Jos módulos yX — Kv. Su núcloo Ann (y) = Ánn (0) == 
= (€ K | zv =0) os un ideal por la izquierda en K llamado 
anulador (o torsión) del elemento v. De este modo, Xv =x X/Ann (v). 
El elemento v E V, con Ann (v) y O, se Hama periódico. El módulo, 
todos los elementos del cual son periódicos, también se llama perió- 
dico. Si el módulo V no contiene ningún elemento periódico no nulo, 
entonces, se dice que V es módulo sin torsión. 

Se denomina anulador (o torsión) del K-módulo Y, el conjunto 


Ann (V)=(a€KX | aV =0)= f Ann (v). 


Se dice que un módulo es exacto, si Ann (V) = 0. 

estos mismos conceptos podemos llegar por otro camino. Sea 
V (x) el: conjunto de los elementos v € V anulados por el elemento 
zÉ K. Si K es un anillo íntegro, entonces, V (2) +- V (y) < V (zy), 
y tiene sentido el concepto de subméódulo de torsión Tor (V) == 


= 2 (x). En el caso de la igualdad Tor (V) = V, se dice que V 


es módulo de torsión. Si Tor (V) = 0, entonces, nuevamente llegamos 
al concepto de módulo sin torsión. 


265-0392 
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Ejemplos característicos de módulos periódicos: a) todo grupo 
abeliano finito (módulo periódico de tipo finito sobre Z; torsión 
mé, o, simplemente, índice del grupo m); b) el módulo V.4 sobre 
PX ], asociado con el operador lineal 4 (véase el ejemplo 3; la 
torsión, es el ideal principal, engendrado por el polinomio mínimo 
del operador 4). 

TROPOSICION 1. Ann (V) siempre es un ideal por ambos lados del 
anillo K. Haciendo (x + Ann (V)) v = zv, le proporcionamos a V 
la estructura de (K/Ann (vn módulo exacto. 

DEMOSTRACION. Hagamos A = Ánn (V). Es claro, que Á es un 
subgrupo aditivo en X. Luego (xrazx") v = xa (1'V) = (za) v = 
= z (av) = x-0 =0 para cualesquiera x=, 7" € K.a€ A, v€V, de 
donde se deduce, que KAK < A,o sea, Á es un da ¿5 ambos la- 
dos en XK. Siahora, 7 +4 A =21x' = A, entonces, * — 7 € A, de don- 
de, (1 — 2) v = 0,ó xv = z'v. Porlo tanto, (1 + 4) v = (2 + A)v 
o sea, la operación del anillo cociente X/4 en V está definida correc- 
tamente. Es fácil comprobar, que respecto a esta operación, Y es 
K/A-módulo. Finalmente, 

(z + Á Y =0>u+A € Andkja (Y) => xv 0>xEd4. 
En consecuencia, sólo el elemento nulo en K/A anula V. PP 

De la proposición 1 se deduce, que el anillo cociente X/Ann (V) 
es isomorfo al subanillo del anillo End (V) (véase el ejemplo 2). 

Si V, W, son dos K-módulos, entonces, el conjunto Homg (V, W) 
de todos los homomorfismos /X-lineales o: V —>W, resulta ser 
grupo abeliano respecto a la operación de suma corriente de los ho- 
momorfismos: 

(a + 1) (10) O (20) + ít (20) = 20 (v) + x7 (0) = 
z (0 (0) + 7 (0) = z ((a + 7) (0). 
Para los módulos V, W, sobre el anillo conmutativo X, el conjunto 
Hom (V, W) resulta ser K-módulo, si, como 20, zEK, a€ 
€ Homx (V, W) se entiende la aplicación v —» z (a (v)): 


(20) (yu) = z-0 (yv) = z (yo (v)) = (xy) (a (v)) = 
= (yz) (9 (v)) = y (zo (v)) = y ((zo) (v)). 


Cuando W = V, el conjunto End y (V) = Homx (V, V) es un 
anillo; sirve de multiplicación la composición natural de XK-ho- 
momorfismos q or (por) (20) = p(y (10) = e (mp (y) = zp x 
X (y (0) = z ((9 e y) (1)). Hay que tener en cuenta, que al consi- 
derar Y como grupo abeliano aditivo, escribimos Endz (V) y, hablan- 
do en general, End yx (V) es subanillo propio en Endx (V). En caso 
de espacio vectorial V sobre el campo XK, habitualmente se escribe 
L (V) = Endx (V), lamándolo anillo (o álgebra) de operadores 
lineales. 


ll 
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El anillo Endg (Y) de K-ondomorfismos del módulo V también 
es llamado centralizador del anillo K en V. Su papel es especialmente 
destacado en el caso de módulos irreducibles (o primos). El módulo V 
sobre el anillo XK se denomina irreducible, si: a) V > 0; b) O, V, 
son los únicos submódulos en V, y c) KV 30 (esta condición se cum- 
ple automáticamente, si K contiene la unidad). Es claro, que el 
K-módulo V +0 es irreducible si, y sólo si, V = Kv es módulo cíclico 
para cualquier v 350 de V. 

PROPOSICIÓN 2 (Jema de Schur). Si V, W, son. dos K-módulos 
irreducibles, y a es K-homomorfismo no nulo de VY en W, entonces, 
o es isomorfismo. Luego, End y (V) es un anillo con división (cuerpo) 
para cualquier K-módulo V irreducible. 

DEMOSTRACION. Véase el $ 4 del cap. 8, donde este mismo lema 
de Schur (teorema 1) está demostrado para los G-espacios irredu- 
cibles. 

2. Módulos libres. Llamamos K-módulo V (interno), la suma 


directa de sus submódulos Vi, ..., Va, si: V=V,+..,+0V, y 
V, PRE = (), para ¿=4,..., n En otras palabras, V= 
para 
=VY.B... Y V, (notación de la suma directa de submódulos), 
sí cnalquier elemento v € V se escribe de un modo único en forma de 
combinación lineal v=v,+...+0n, v¿€ V;¡. La suma directa 
exterior de K-módulos b,, . . ., V, se determina evidentemente (como 
en el caso de anillos) con la operación zx (U,, . . ., Un) = (ZU, ...- 
. +» ZU) del elemento rE K en la fila (2,, ..., Op), 0, EV, 

Sean, luego, V, un K módnlo, y fv,, . . ., vn), un subconjunto 

finito en V. Se dice, que ([v,, .. ., Vaj engendra V libremente, si 


V=K0o, +... + KD0,, y cada aplicación p del conjunto (u,, ... 
. «, O”) en algún K-módulo W, se continúa hasta el K-homomorfis- 
mo q: Y — W, de modo tal, que q (v¿) = 9 (10), 1 <1i< n. 
El módulo V sobre X, libremente engendrado por cierto subcon- 
junto (fV;, . . ., Un), se llama módulo libre, y f0;, ..., Un), es su 
base (libre) sobre K. 


PROPOSICION 3. Son equivalentes las afirmaciones: 
(i) el conjunto fv,, . . ., V,) engendra V libremente; 
o el conjunto (v,, ..., Un) es linealmente independiente 

Y Ur .- .«) Up) = Y; 

(111) cada elemento v E V se escribe unfvocamente en la forma v =- 
= 20 21 EX; 

(iv) V = Kv, O... O Kv, es una suma directa, y Ann (v¡) = 0y 

(vw V=*kKO0...0 xK es la suma directa de n ejemplares 
xK (de este modo, el K-módulo libre de rango n en relación a la base 
01, - . ., Un) es isomorfo al módulo K” de las filas (x,. ..., x,) de 
longitud n con componentes zx; € K). 

DEMOSTRACION. Esta es cercana a los razonamientos expuestos en, 
260 


£04 TEORIA DE LOS CAMPOS, ANILLOS Y MÓDULOS (CAP. 9 


el capitulo 2 para los espacios lineales sobre un campo, pero hay que 
tener cierto cuidado, ya sea en relación con la no conmutatividad 
del 3] K, o bien con la existencia de elementos no invertibles 
en K, 

Se tienen ejemplos suficientemente complejos de anillos no con- 
mutativos con XK” ex K” para m y n, pero los anillos conmutativos 
en este sentido se comportan bien. 

PROPOSICION 4. El rango de un módulo finito engendrado sobre el 
anillo fntegro K, está determinado unfvocamente. 

DEMOSTRACION. Sean, (Vi, . . -, Un), [U,, - - -» Um) dos bases del 
módulo Jíbre V sobre K. Entonces 


mm n 

a 
Ujy== a Uy == by ¡Up > 
p) A ¿gb UY 2 hiUn 


En virtud de la conmutatividad de X, para las matrices A = (2;y) y 
B = (bay) do dimensiones m X n y n X m respectivamente, se ob- 
tienen las relaciones 

AB=Em BA =E,. 


Incluyendo X en el campo de relaciones Q (XK), obtendremos, median- 
te el teorema 4, $ 4, cap. 2, (cierto para cualquier campo y no sólo 
para R), que min (2, m) >> m, min (r, m) > n, de donde, m = n. 
Agreguemos, que el caso m < vo, n = oo es imposible, por cuanto 
en las expresiones de u, sólo hay un número finito de elementos 
básicos v,, que engendran libremente todo el módulo V. 

OBSERVACION. En caso de un anillo conmutativo arbitrario K 
con unidad, se obtendrá el mismo efecto si se elige en K cierto id 
máximo J y se pasa al campo K/./. Obviamos los detalles. 


Observemos que, a diferencia de la situación en los espacios vectorlafos, 
el conjunto eugendrador del K-mádulo libre, tomado arbitrariamente, no 
contlene necesariamente la hase del módulo Por ejemplo, dos números primos 
distintos p, q, slempre engendran q 2, por cuanto up + yq = 4 para algunos 


u, DE Z. Pero, (fp, q) no es la base, puesto que p-q —q-p"= 0, y Zp, 
Zq son submódulos propios en ze. 


Ei papel de los módulos libres está programado en la definición 
de los mismos. 
TEOREMA 1. Cada K-módulo de tipo finito, es imagen homomorfa de 
un K-módulo libre de tipo finito. 
n 


DEMOSTRACION. Sea sz Ku,, un K-módulo engendrado por 


n elementos Uy, . . ., Un- Tomemos un K-módulo libre V con base 
a - » «, Dn). Su existencia está garantizada por la proposición 3 (v). 
a aplicación q: v; —> u; €s continuada, en correspondencia con la 


definición de módulo libre, hasta el K-homomorfismo p: V >U. 
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La imagen lm Y contiene el conjunto engredrador de módulo YU y, 
por lo tanto, todo el módulo U. 


No siempre el submódulo de un módulo libre es también libre, incluso si 
es un sumando directo del módulo. He aquí un ejemplo sencillo. Sean XK = 
= Za U= K (2+ 62), Y = K (3 + 62). Entonces, K = U OQ V es suma 
directa de log K-módulos U, Y, q ia ba los cuales es libre: ¡|K|=6, al 
mismo tiempo que | UV | == “3, V]|=- 


TEOREMA 2. Sea V = Kv, Y... O Kv, un módulo libre de rango 
n sobre el anillo K de los ideales principales. Entonces, cada uno de 
sus submódulos U resulta de rango libre m < n. 

DEMOSTRACION. Sea al principio n = 1, o sea, Y <= X. Cualquier 
submódulo UC V es isomorfo al ideal en XK, y, en consecuencia, 
U ex (u) = Ku. Si u =0, entonces, Y = 0 (el submódulo nulo 
puede considerarse módulo libre de rango nulo). Si u + 0, entonces, 
au 0 para todo 0 <a € K, por cuanto X es un anillo íntegro. 
Por lo tanto, U es un módulo libre (cíclico) de rango 1. Cuando n > 1, 
razonamos por inducción. Consideremos en V el submódulo libre 
V =Kv,080... 8 Kv, de raago n—41. El módulo cociente 
V = V/V' es libre, con generador cíclico v, = v, + V”. El contiene 
el submódulo U = (U + V'YV”. Si U =0, entonces, UC V' y, 
por lo tanto, la afirmación del teorema es cierta por presupuesto de 
la inducción. Pero, si U +0, el razonamiento expuesto más arriba 
para el caso n = 1, muestra, que Y posee el generador cíclico 4, = 
= u, + V”, donde u, € U. Si además U (1 V” = 0, entonces, u € 
eEU>ÚU=Uu+VEU=>U=Aal, a,€K>u-—auy,ev > 
=>u = ayu, > YU = Ku,, es un módulo libre de rango 1. 

Sea, finalmente, Y ()V' +0. Por inducción, el submódulo 
U (1 V' del módulo libre V” de rango n — 1, posee la base libre 
fUs, - - -» Um), donde O <m-—i1i<n— 4. Repitiendo casi lite- 
ralmente los razonamientos efectuados más arriba, nos convencemos, 
de que (fu,, Us, .. -, Um) es K-base libre para U. Efectivamente, 


utU>u=u+VEU=>ú=aju,, a, EK=>u-— qu, € 
EU NV =>u— aqu, = Qqla +... + Qnllip, => u = qu, + 
+ Ggla TT... + QU, M<Nn. De acuerdo con la proposición 3 


(ii), es necesario convencernos de la independencia lineal de los 
generadores Us, ..., Um. Pero, >) 2,4/=0>23,/4,=-— > x,u¿=0 
120 


eun V. En consecuencia, z, =0, por cuanto Us ea base en Y, y, COMO 
lu ...7 Um) €s e libre en Uf) V”, entonces, zz Us+.. 
«TY Tmlm =0>% =... = Z2m =0. 
GOROLARIO. Cada submódulo de un módulo de tipo finito sobre el 
anlilo de los ideales principales, es módulo de tipo finito. 
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DEMOSTRACION. Se deduce de los teoremas 1, 2 y del segundo teo- 
rema sobre el isomorfismo (teorema sobre la correspondencia entre 
los submódulos). | 


No es tan difícil obtener la descripción completa de los módulos de e 
finito sobre el anillo X de los ideales principales. Sin embargo, los principales 
factores que habitualmente estimulan tal descripción (módulos periódicos 
sobre Z y sobre P [X]; véanse los ejemplos 1 y 3), han caído (véanse, $5, cap. 7 
y el opto)! y la demostración de la única concepción modular de distintos 
géneros de problomas, puedo hallarse en el listado de literatura complementaria. 


3. Elementos enteros de un anillo. Sea K un anillo íntegro. El 
elemento t € K se llama entero (entero sobre 2), si t es raíz del poli- 
nomio unitario X” + a,X”-"2..,.+a,€7[X). En el caso 
cuando XA es una ampliación algebraica finita del campo Q, o K es 
un campo, engendrado por todos los números algebraicos complejos, 
se habla sobre números algebraicos enteros, referiendo a ellos, natu- 
ralmente, todos los elementos de Z. El ejercicio 9, $ 4, cap. 6, 
muestra, que el número racional [ es algebraico entero si, y sólo si, 
tEZ. Si, luogo, ayu? + aque... +4, =0U, e,€Z, entonces, 
(ayu)"+ aya, (aqu)! +... +ubja, == 6, y esto significa, que cual- 
quier número algebraico, multiplicado por el elemento adecuado a, EZ, 
se transforma en número algebraico entero. 

Recurriendo al caso general, observemos, pue XK es cómodo inter- 
pretarlo como 7.-módulo. Cualesquiera elementos l,, ty, ..., th EX 
engendran en K el submódulo Kt, + Kta +... + Kt, de tipo 
finito. Si, en particular, tes un elemento entero. y 1? +FajitA+... 
co. +4, ="0, a;¡€2, entonces, el subanillo Z[i]< K resulta 
Z-módulo de tipo finito, por cuanto Z [t) =Z1+Zt+... 
...-EZ(tP-1, Recíprocamente, sea Z [£l un Z-módulo de tipo 
finito con generadores v,, . - ., 1, € K. Entonces, las relaciones 


VO; 2040 HF lo EF... Rita, 1<i<nm, 


con matriz A :— (a; € 81, (2) llevan a la conclusión, que el sistema 
líneal homogéneo 


( — 411) 2, — Ajgla — ... +. “— Qinin 0, 


— 0 ¡Ty — Gnglg — + (1 — qn) En > 0, 
examinado sobre el campo de relaciones Q (XK), tiene solución no 
nula (2,, . . ., 2,) = (01, - « -, Un) (no todos los v; = O, por cuanto 


4 €Z [tl). Esto significa, que el determinante del sistema es igual 
a cero (véase el cap. 3) y t es raíz del polinomio unitario f (7) —= 
= det (TÉ — 4). Hemos demostrado, que el elemento t € K es entero 
si, y sólo si, el subanillo £ (t] < K es Z-módulo de tipo finito. 

TEOREMa 3. Los elementos enteros del anillo K, forman en K un 
subanillo. 
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DEMOSTRACIÓN. Sean u, vEK, elementos enteros. Entonces, 


Ziju,v]= Y  Zulvi es Z-módulo de tipo finito. Como Z es un 
a 

anillo de ideales principales, el corolario del teorema 2 (o una com- 
probación inmediata) muestra, que los submódulos Z fu — v], 
Z. [ur] también son Z-módulos de tipo finito. De acuerdo con el 
criterio expuesto más arriba, los elementos u — v, uv, deben ser 
enteros. [PP 

EIEMPLO. La raíz e de cualquier potencia de 1 es, evidentemente, 
un número algebraico ontero. Según el teorema 3. las combinaciones 
lineales de números enteros de las raíces de 1 también serán números 
algebraicos enteros. En particular (véase la demostración de la 
proposición del $ 4, cap. 8), los valores Ya (8), g € G, del carácter 
%o de cualquier representación lineal UD sobre € del grupo finito G, son 
números atgebraicos enteros. 

4. Sucesiones unimodulares de polinomios. Sea K = PlX,,..., 
. «., X,] un anillo de polinomios de nr variables sobre el campo P. 


La sucesión [f,, . . ., f,) de r polinomios f, € K se denomina unimo- 
dular, si Kf, + Kf. +... + Kf, = K, es decir, 
Uf, + Uefa Y... + Uf, 1 (1) 


para ciertos u¿EK, 1 <i<r. Sea, luego, V un módulo de tipo 
finito sobre K. En relación con ciertas cuestiones delicadas de la 
geometría algebraica, el matemático francés J. P. Serre (año 1955) 
formuló la hipótesis: 

Vok's=<KkK")>VR=>K, 
a la que se le otorgó la siguiente forma elegante: «toda relación (1) 
puede ser escrita en forma de igualdad 


hh feo ... fr 
Ua Uzg .«.- Url (2) 


Ur; Ura o. . U» y 


para los u¡y € K adecuados». 

Esta afirmación, pese a su aparente sencillez, fue demostrada 
recién en el año 1976, en forma independiente por A. A. Suslin (URSS) 
y D. Quillen (E£.UU.), aunque el caso particular » :- 4 se le adju- 
dica a Ch. Hermite (1848). El caso general es más justo. 

TEOREMA 4. Sean, Uy, Aa, . . ., G6p(r > 2) los elementos distintos 
de cero del anillo K de los ideales principales, y d = m.c.d. (a,, ..., 

. «, Gp). Entonces, existe la matriz A € “, (K) cuya primera fila 
es (4;,, Gs, .. ., 4) y su det 4 = d. 

DEMOSTRACION. Nos basamos en los resultados, formulados al final 

del p. 1 del $ 2. Para r = 2, escribiendo d en forma d = ua, — 
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FF... + Uzda conu¡E XK, inmediatamente hallamos la matriz 
requorida: 
as a 
A= E 
—U Uy 
Utilizando ahora la inducción con respecto a r, representamos a d' = 
=- m.C.d. (ej, ..., 4p-,) (en la forma d' =- det A', donde A' € 
E My. (K) es una matriz con primera fila (a,,..., ,.1). Como 


d=m.c.d. (d', a,), entonces, d' = ud' — ta,. Introducimos la 
matriz 


A A AAA 


De primera fila de la matriz A E M, (K) sirve (as, 23, » - ., Op). 
Descomponiendo el det 4 por los elementos de la última columna, 
hallamos 


det A = u det 4* 4- (—1)"*la, det A” = ud' + a, ( -1)"*! det A”, (3) 


donde A” es la matriz que se obtiene de A eliminado en ésta la pri- 
mera fila y la última columna. 

Por otra parte, si se multiplica la primera fila de la matriz A” 
por —v, y se coloca el producto en el último lugar en A”, conservan- 
do el orden de las restantes filas (lo que se logra mediante permuta- 
ciones sucesivas), entonces se obtiene la matriz A””, que aparece en 
el caso en que multiplicamos la última fila de A” por d”. Esto significa 
que, 

d' del 4” = det A” = (—1)'-1 v det A” == (—1)-1 vd”. 


Reemplazamos con esta expresión en la relación obtenida de (3) 
al multiplicar ambos miembros de ella por d”: 
Y det A = u (dy + a, (1) d' det A” = 
= u (4) 4a, (1) + (1) dv = d' (ud' «+ vas), 
y, simplificando d', llegamos a la representación requerida 
d =ud' + va, = det A. 


Para n > 1 la idea fundamental consiste en el estudio de la acción 
del grupo GL (r, P[X,, ..., X»-1]) en el conjunto de las sucesiones 
unimodulares y en los razonamientos que utilizan la inducción se- 
gún n. La demostración puede encontrarse en el artículo original 
(Cycxamu A. A., IlpoekTHBRHO MOAYJM HAJ KOJBNOM MEOTO1NEGHOB CBO- 
6onmbt, JAFH CCCP, 229, Ni5 (1976), 1063-1066) (Suslin A. A., 
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Módulos proyectivos libres sobre el anillo de los polinomios) o por la 
intervención en el seminario de N. Bourbaki (Ferrand D., Sém. 
N. Bourbaki, 28 óme année, 1975/76, Juin 1976). La exposición 
es muy sencilla. Acerca de las dificultades para lograr esta demos- 
tración, se puede juzgar por una intervención anterior en el semina- 
rio de N. Bourbaki (Bass H., N. Bourbaki, 26 ¿me année, 1973/74, 
Juin, 1974). En la literatura indicada se encuentran planteos de 
problemas no resueltos. Todo este círculo de cuestiones es muy inte- 
resante para las discusiones en los seminarios especializados. 
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1. Definición y ejemplos de álgebras. Hasta ahora no dimos gran 
importancia al hecho de que casi todos los anillos que conocemos 
tienen a un mismo tiempo estructura de espacio vectorial sobre un 
campo. 

DEFINICION. Se llama álgebra (o álgebra lineal) sobre el campo P, 
al par constituido por el anillo (4, +, -) y el espacio vectorial A 
sobre P (el conjunto básico A del anillo y el espacio vectorial, es lo 
mismo; también son idénticas las operaciones de suma + y el ele- 
mento nulo 0). Además, 


A (xy) = (Ax) y = z (Ay) 


para todo A € P, x, y € 4. El álgebra se llama asociativa, si es aso- 
ciativo el anillo (4, +, -). La dimensión del espacio vectorial A 
sobre P, también se llama dimensión del álgebra A. 

A las álgebras se trasladan, con puntualizaciones insignifican- 
tes, los principales conceptos de la teoría de anillos. Así, se consi- 
dera subálgebra del álgebra A, cualquier subanillo BT A, que sea 
a un mismo tiempo subespacio del espacio vectorial A. Si T es un 
subconjunto en A, entonces, la subálgobra P [7] engendrada por él, 
es la intersección de todas las subálgebras en A, contenedoras de 7. 
Análogamente se definen los ideales y las álgebras cocientes respecto 
a ellos. De homomorfismos de álgebras sirven los homomorfismos de 
anillos que, a un mismo tiempo, son aplicaciones P-lineales. 

El centro Z (A) del álgebra asociativa Á se define como el conjunto 
de todos los elementos a € A, permutados con cada elemento de A: 
a EZ (A) <> ax = za, Vx € A. Evidentemente, (a — a) z = az — 
— 4% =x —x' =zx(a —a'), (aa) zx =a (ax) = a (za) = 
= (ar) a” =2 (aa), (a) x = 4 (ax) = A (za) = z (la), para todos 
los a, a” EZ (A), A € P. Por eso, el centro Z (4) es subálgebra en A. 
La igualdad Z (4) = A tiene lugar si, y sólo si, A es un álgebra con- 
mutativa. 

Si A es un álgebra asociativa con unidad 1, entonces, inmediata- 
mente se comprueba, que 4-1 € Z (4), además, la correspondencia 


410 TEORIA DE LOS CAMPOS, ANILLOS Y MODULOS [CAP. 9 


A —>2-1, VAEP, determina la aplicación monomoría de P en 4. 
En este sentido, se puede entender como álgebra A, el anillo A junto 
con ol subcampo separado, contenido en el centro Z (4). 

Pongamos algunos ejemplos de álgebras. 

1) La ampliación F> P de grado finito [F : P1 del campo P 
es, evidentomente, un álgebra asociativa y conmutativa (con uni- 
dad) de dimensión finita dimp F = [F : Pl. Hemos utilizado ya 
este hecho en e) $ 1. 

2) El anillo de los polinomios K = P [X,, .. ., X,n) con coefi- 
cientes en cl campo P tíene la estructura natural de un álgebra aso- 
ciativa, conmutativa, infinitadimonsional, sobre el campo P. Obser- 
vemos, que 


K=XK,0K,09Xk,0... 


es la suma directa de subespacios vectoriales finitodimensionales Xy 
de polinomios homogéneos de grado m(K, = P), siendo KK, 
CS Kj+p Lus áúlgebras de tipo semejante, se llaman graduadas. 

3) El álgobra conmutativa Xc (G) con unidad x,, engendrada 
sobre C por todos los caracteres del grupo finito G, tiene la dimen- 
sión r, igual al número de clases de los elementos conjugados en G 
(teorema 2, $ 7, cap. 8). 

4) El anillo M, (P) de las matrices cuadradas de orden nr con 
coeficiontes en el campo P, es un álgebra de dimensión n? sobre P. 
Los elementos básicos (E£,,|i,j=1, 2, ..., n) del álgebra 
M,, (P) se multiplican de acuerdo con la regla EE yy =6,1E:) 
De acuerdo con el leorema 3, $ 3, cap. 2, el centro Z(M, (P)) = 
= (AE) >= P. 

El álgebra asociativa A con unidad, se denomina simple central 
sobre el campo P, si Z (4) =P y en A no hay ideales por ambos la- 
dos, distintos de UY y A. 

PROPOSICIÓN 1. M, (P) es un álgebra central simple. 

Sea Y un ideal en M4, (P) diferente del nulo, y sea 


0O%a=Y a ¡€ 


Si a; 50, entonces, Es; = ax Ey, :0-E,, € Y para cualesquiera 
s, t=4,.... an y, por lo tanto, J = M, (P). 

Una afirmación análoga es legítima para el álgebra matricial 
completa M,, (D) sobre el cuerpo arbitrario D. El extraordinariamen- 
te importante teorema de Vedderbarn (en un contexto más amplio, 
teorema de Vedderbarn—Artin) enuncia que, recíprocamente, todo 
álgebra simple, asociativa y finitadimensional sobre el campo P, es 
isomorja a M, (D), donde el nimero natural n está determinado untvoca- 
mente, y el cuerpo D (que es un álgebra de dimensión finita sobre P) con 
exactitud hasta el isomorfismo. 

El álgebra matricial M, (P) posee también la propiedad univer- 
sal siguiente. 
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PROPOSICIÓN 2. Todo álgebra usociativa n-dimensional A, sobre el 
campo P, esisomorfa a cierta subálgebra en M) (P), donde l: En +1. 

DEMOSTRACION. Consideraremos que A es un álgebra con 1 y la 
incluimos en M, (P). Con este fin, a cada elemento « € A le pone- 
mos en correspondencia el operador lineal L,¿: z—> az cn el espacio 
vectorial A. La linealidad de £, es cousecuencia de la bilineslidad 
de la operación de multiplicación en A. Como, evidentemento, 
La a == AL o, LDo+b = Ls + Eb, Lo, = LL, (lasociatividadl) y 
L, = €, entonces, la aplicación q: a > £¿ os un homomorfismo. 
Su inyectividad se asegura debido a la existencia del elemento unidad: 
ax0=>£gt1 =a-l =a, L, 30. 

Soa ahora A un álgobra sin unidad. Incluyamos en la considera- 


ción el espacio vectorial A = P Y A y definemos sobre el misimo la 
multiplicación, haciendo (A, a) (4, a) = (MA, aa" =- a" + Ma). 


Se comprueba fácilmente, que con esta ley de multiplicación Á re- 
sulta álgebra sobre P con elemento unitario (1, 0). 


Como dimp A = dimp Ari=-n + 1, entonces, el rozamiento 


anterior permite incluir A, y, conjuntamente, 4 cn M1 (4. 

No es difícil observar una similitud total en las demostraciones de 
la proposición 2 y del teorema de Cayley para los grupos finitos. ln 
ambos casos se utiliza una representación regular. En forma más ge- 
neral, se entiende como representación del álgebra A sobre P, cualquier 
homomorfismo A —% (V) = End» (V), donde P>P es cierta 
ampliación del campo P. En otras palabras, el espacio vectorial 
V sobre F es abastecido de una estructura de 4-módulo por la izquier- 
da, en el sentido de las definiciones del $ 3, además, 


Qx).v= 2. (y), VAIEP, TEA, vVEV. 


Eligiendo en V alguna base, llegaremos, como en el caso de los gru- 
pos, a la representación matricial A — M, (F), donde r = dim» (V). 

2. Algebras con división (cuerpos). Como muestra el teorema de 
Vedderbarn, formulado más arriba, el estudio de las álgebras con 
división és una parte constitutiva importante de la teoría estructural 
general de las álgebras asociativas. El lema de Schur (proposición 3, 
$ 3) también confirma esta consideración. Antes de exponer algunos 
resultados sobre las álgebras con división, nos detenemos en una 
afirmación auxiliar. 

PROPOSICION 3. En el álgebra asociativa A (con elemento unidad 1) 
de dimensión n sobre el campo P, cada elemento nE A es raíz del poli- 
nomio f.EPÍX] de grado< n. El elemento aE€ A us invertible con 
exactitud, cuando f, (0) + (0). Si en A no hay divisores de cero, en- 
tonces, A es un álgebra con división. Si el campo P es algebralcamente 
cerrado, entonces, n= 1, A = P, 
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DEMOSTRACION. En virtud de que A es finitadimensional, los 
elementos 1, a, a?*, ... no pueden ser todos linealmente indepen- 
dientes sobre P. Por lo tanto, existe un polinomio unitario f, (X) = 
= X*"+aX"!+...+0m3€0 del menor grado mX< n, con 
coeficientes a; € P, ta), que f, (a) = 0. Si a, +0, entonces, la 
relación fa (a) = 0, reescrita en la forma [| — az (a? + aar=? + 
+... + Gm.) a = 4, muestra, que a es un elemento invertible. 
Recíprocamente, supongamos, que a € Á no es divisor de cero, pero 
Am = 0. Entonces, 


(AT 4 aya? 0) a =0>a77 + qa”? + 
e Am-1 = O, 
lo que contradice la minimalidad de f, (AX). En consecuencia, Am 3£ 
£ 0. En particular, todos los elementos en A, que no son divisores 
de cero, son invertibles. 

Si el campo P es algebraicamente cerrado, entonces, f, (X) = 
= (X —<€y). o. (X — £m), ciEP, de donde, (a — cy) b=0, b= 
= (4 — Cy). . -(4 — Cm) + 0. La ausencia de divisores de cero en 
A deja una sola posibilidad: m= 4 ya —c, =0, a = e,€P. Como 
esto es cierto para cualquier elemento ¿€ A, entonces, A = P. | 

Vemos, que las propiedades de las álgebras con división depen- 
den fundamenta lmente del campo básico P. Naturalmente, en todo 
tiempo las álgebras con división sobre el campo de los números reales 
R despertaron un interés especial. La existencia del campo € = 
= R + ¿R daba motivo para la búsqueda de otros « sistemas hiper- 
complejos ». Estas búsquedas culminaron triunfalmente en el año 
Le cuando Hamilton formuló su famosa álgebra de cuaterniones 
reales. 


vu 


tiempo fálgebrajlde los cuaternionus H). Formalmente, ¡7 
H=R+FIiRH ARAFSRAR, 
don “e ¿, j, kjyson magnitudes que se multiplican de acuerdo, con la regla 
Ma pk = 1, ij=k*=-—ji, jk=i= —kjf Ji ¡ =/-— ik. 
El elemento z = y + ayi + ayi + ask € H se llama cuaternión. Se comprueba, 


inmediatamente, que H es un álgebra asociativa con centro Z (H) = R. Pero, 
es más conveniente examinar primero el modelo del álgebra M-conjunto € 


b 


a 
—i a 


a, d, el c] c My(C) 


D (U)= | 


El ejercicio elemental de las operaciones con matrices muestra que O (1) es 
un anillo con división. Un ejercicio análogo se analizó en el : 1, cap. 5 cuando 
se introdujo el campo C. Sólo es necesario recordar, que la multiplicación D (H) 
no es conmutativa. Do acuerdo con las regles de cálculo de la matriz inversa 


a dll-1 


—b 4 


a 
$ 


mm 971 a 
6 
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donde 
$ = det 


o , =04+bb (+6 cuando a 2U6 du), 
a 


A propósito, de aquí se deduco, que el grupo multiplicativo Y (H)* = DP (ityn, (0) 
contiene un subgrupo, isomorío a SU (2) (véase 5 1, cap. 7). 


Haciendo 
1 0 Í Ú =s Vo 1 5 0d 
4% = 0 ¿ll am[|, all 4 = El 0 . == ¡ E 
observamos, que 
q = —4o; 8 755 0, 2192 = %a = —9o%1, Ya%a = 41 = 


== 0909, 4391 = a " —Q1930 


Se comprende, que la aplicación D : H > O (HH), definida por la relación 
1 -— Jo ir» q, ] > qq, X -> q5, es una representación bidimensional sobre € 
del álgebra de los cuatorniones H. Con esto, al cuaternión z le corresponde la 


matríz 
a bh | 
—b 4 


donde a = zp + la,, b=au, + ia, ty —i. Las unidades cuaterniones 
¿, 7, k, engendran en H* el grupo, conocido por nosotros de los cuaterniones 
Qa, de orden 8, y la limitación O | qu 20s brinda su representación bidimensional 


irreducible (véase el final del $ 3, cap. de ] 

_ Para cada cuaternión z = ad, + aji 4- aj + ak está definido el cuator- 
nión conjugado x* = «y — %1¿ — %)] — Ale (análogo dol número complejo 
conjugado). 

La oporación de conjugación tiene las evidentes propicdades siguientes: 


Et+yy er y" 2t=rG51ER x= —-z=>a=0 


Zafes un “cuaternión «puramente imaginario»). El producto zz” = N (x) se 
lama norma del cuaterntón x. Con ayuda de la correspondencia (P se hace Ínme- 
diatamente claro, que (2y)* = y*z* y N (xy) = N (4) N (y), además, N (2) = 
== det D (2) = a3 + aj as + aj. 


Dz == LoZo + 191 FUgda + Usas 


El lugar ocupado por los cuaterniones, se revela bien por el teo- 
rema siguiente de Frobenius. Sobre el campo R existen solamente tres 
álgebras asoctativas fJinttadimensionales con división: R, C y H. Pare 
la demostración (en la que no nos detendremos) es esencial, que el 
polinomio mínimo f, (X) de cualquier /elemento ) + ¿€ R del álgebra 
con división D sobre R debe ser cuadrático (véase la proposición 3 
y el teorema 1, $ 4, cap. 6). 

Hace relativamente poco, en base a razonamientos tupológicos 
profundos, fue demostrado, que sobre R todo álgebra finitadimensio- 
nal con división (no necesariamente asociativa) tiene una dimensión 1, 
2, 4 u 8. Todas las posibilidades se realizan. 

Hace más de 70 años, un buen resultado sobre cuerpos finitos fuo 
obtenido por Vedderbarn, el mismo tiene un significado fundamental 
para la geomotría. Este teorema, directamente relacionado con el 
contenido del $ 1, lo demostraremos ahora. 
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TEOREMA 1 (Vedderbarn). Cada anillo finito asociativo con división 
es conmutatiro. 

DEMOSTRACION. Sea D un anillo finito con división, Z su centro. 
Evidentemente, Z es un campo y D un espacio vectorial de dimensio- 
nes finitas sobre 2: 


D=Ze +Ze,+... + Zén. 


De acuerdo con los resultados del $ 1, Z =fF¿ para cierto q = p”, 
así que |D | = q".Sea, luego, z ED<MZ. Los elementos permutados 
con x forman el conjunto C (x) = [y ED | yx = xy), cerrado con 
respecto u las operaciones de suma y multiplicación. Con otras pala- 
bras, € (7) es una subálgebra con división en D, contenedora de Z. 
Si e es el número de elementos en C (7), entonces, d = d (x) es divi- 
sor de n, d< n, por cuanto, interpretando D como espacio vectorial 
por la izquierda 


D=COA+...+C(0)f 


sobre C (2), tenernos q" = |]C (7) ' = q. Observemos ahora, que 
Z* es el contro del grupo multiplicativo D*, y que (q"” — 1D)/(q* — 1) = 
= (D* : € (2)*) es el número de elementos conjugados con x en D*. 
Por eso, la fórmula (2), $ 2, cap. 7, toma la forma 


Pt=1K*1=(0+ LE» (2) 


donde d recorre cierto conjunto de divisores de nr, menores que r. 
Las propiedades del polinomio circular P, (X), establecidas en el 
$ 1, muestran (véase el ejercicio 6, $ 1), que el número entero O, (q) 
divide tanto q” — 1, como también (q9” — 1)/(g* — 1), para din, 
d< mn. En este caso, según (*), 0, (9) | (q — 1), y esto implica la 
igualdad n = 1 (véase el ejercicio 7, $ 1) y por lo tanto, la conmu- 
tatividad D = Z. 

3. Algebras grupales y módulos sobre ellas, En relación con la 
representación regular del grupo finito G en el $ 1, del cap. 8 se in- 
trodujo un espacio vectorial (e, |g EG)x sobre el campo K. Transfor- 
mamos ahora al mismo en X-álgebra, haciendo e¿€, = €gn y exten- 
diendo esta regla respecto a la linealidad, a los « vectores » arbitra- 


rios Dja¿eg, Ly € K. Para simplificar, habitualmente se reemplaza la 
escritura de e, por g y se examina el conjunto XK [G) de todas las sumas 


formales posibles *a,g, ay E K. Por definición, 2052 = 28,8, => 
<> Oy +: Pp, VEG. Las operaciones sobre las sumas formales 


Z AE + 2 Pe=2 (+ Be) E» 
(> AE) =2 hazK, 
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E 28) 92 Bah) == 2 agBreh =>) yuu, 


1 
donde y, = ) agfg" tu (1) 
g 
dan en XK (G] una estructura de álgebra asociativa. Es aceptado deno- 
minar K (G) álgebra grupal del grupo finito G sobre el campo K. Los 
elementos básicos del espacio K [G) sirven de sumas formalos 1-g, 
£g EG, identificables con los elementos y EG; dimy XK (Cl =|G]|. 
Así pues, el grupo G se considera incluido en el álgebra K [G). El 
elemento unidad e€ G es unidad en K [G]. En el caso cuando K 
es anillo asociativo conmutativo con unidad, se obtienc el anillo 
grupal K [G) del grupo G sobre K. 
Además, una estructura análoga es aplicable al grupo arbitrario 
G, no necesariamente finito, si se conviene en considerar solamente 
la suma 2Za,g con un número finito de coeficientes distintos de cero. 
Es también cómodo, interpretar a A = 2a,¿g como una función en 
el grupo G (con valores A (g) = a, en K), igual a coro en casi todos 
los lugares (o sea, con ua número finito de valores diferentes de cero). 
Con esto, a las fórmulas (1) les responden Jas operaciones de suma 
corrientes 


(As + 42) (2) = A, (£) +A, (8) 
y el paquete de funciones 
47 =A,+ Az, Ay(u) =2 A, (9) Az (g7tu). 


La teoría de los anillos grupales, es una extensa parte del álgebra, 
que tiene problemática propia, pero, para nosotros, K [G] es sólo 
una ilustración de conceptos generales, introducidos en los últimos 
dos capítulos. 

TEOREMA 2. Existe correspondencia biunivoca entre los K [Gl- 
módulos, que son subespacios vectoriales de dimensiones finitas sobre el 
campo K, y las representaciones lineales del grupo G. 

DEMOSTRACION. Sea (WD, V) una representación del grupo G. Con- 
tinuamos O respecto a la linealidad en los elementos de X [G), de- 


finiendo 
D (> 08) 5 2 ¿O (8), 


(ag) ov=>0a,0(g8v, WEY. 


La operación o introduce en V la estructura X [G] — módulo en la 
acepción corriente de esta palabra. Observemos, que 


(2 2,8) 0 (10)=2 0,0 (2) (10) =3 0,10 (8) 0= 
=2 (2 9,0 (8) 0) =4 ((3 9,8) > v), 


y hacemos 
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a sea, la multiplicación por escalares en Y y en K [Gl] están coordi- 


nadas. El par (D, V) es natural ¡enominarlo representante lineal 
del álgebra K (Gl. 
Reciprocamonte, si Y es un espacio vectorial sobre K, que resulta 


ser módulo sobre K [G] con la operación (2j0%¿g, v) > Q)a,g)o0, 


entoncos, haciendo 
0(2 98) v =(2 28) 04, 
definimos el homomorfismo D:X [Gl —+ Endx (V) (o sea, la repre» 


sentación del álgebra X [G)), cuya limitación Dd = Ó | y sobre G, 
nos brinda la representación del grupo G. Y 

En correspondencia con el teorema 1, el espacio de la representa- 
ción V del grupo G frecuentemente es llamado módulo de la represen- 
tación del grupu G o, brevemente, G-mnódulo. Cambios terminológicos 
correspondientes, afectan a otros conceptos de la teoría de represen- 
taciones. 

Sean, luego, G un grupo finito, K = C, el campo de los números 
complejos. De acuerdo con los resultados del cap. 3, cada G-módulo 
irreducible sobre € (o sea, C [G] = módulo) con carácter x isomorfo 
a cierto ideal por la izquierda J, del álgebra C [Gl (véase, en rela- 
ción con esto. el ejomplo 4, $ 3). Si dim J¿ = n;,, entonces, C [G] 
contiene la suma directa A =J¡, 10... 9Y;, n, de ny ideales 
por la izquierda, de C [Gl-isomorfos J, = Y; ,. Eligiendo un repre- 
sentante J, en cada clase de ideales isomoríos por la izquerda, 
podemos escribir la descomposición 

C [Gl = 4,904.09... DA», (2) 
correspondiente a la descomposición de la representación regular del 
grupo G. Observemos, que cada uno de los componentes A, está 
determinado univocamente. 

Si ahora J es el ideal mínimo por la izquierda del álgebra C [G] 
y t € C [Gl], entonces, Ji también es un ideal mínimo por la izquierda 
(posiblemente, nulo). Por lo tanto, la aplicación q: Y —J?t, defi- 
nida por la relación v > vt (vE J), o es nula, o bien C [G] — isomor- 
fismo, por cuanto 2vE J para cualquier € C [Gl y q (2v) = (av) t = 
= z (vt) = xq (v). Por esta causa, Y TA¿=»>Jt=As, VIECIGI, 
y, en consecuencia, A; es un ideal por ambos lados en C [Gl]. La des- 
composición (2) es directa, así que 

¡Xj>A¡A¡CA¡ cy. Y NA; == O, 

Nos dispouemos a obtener una información más exacta sobre la 
descomposición (2), apoyándonos en la teoría de caracteres, desarro- 
llada en el cap. 8. Primeramente, hallemos el centro. Z (CS [Gl) del 
álgebra grupal C[G]. Por definición, | o 

¿EZ (C IG) <> 2g = gz, Ve € G. 
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Si z== »] y,h, entonces, 
REG 


2 Yanil = 8 (O Ynh) = (> Ynh) Eg = 2 Yig-:l, 
1€G A ñ ATA 


de donde, Yg-11 = Yigrar VIEG. Haciendo i = gh, obtendremos 
Ya = Ygnvi. Esto significa, que 


Z (C [G]) = (41, Zas - + -, 25) €, 


donde 
2=>g ¿i=1,2,..., r (3) 
ger? 
(Es) Ez) - - -» £r, Son representantes de las clases de elementos conju- 
gados del grupo G). Se entiende, que Z,, Za, . . -, Zr, Son elementos 


linealmente independientes y, por lo tanto, dimg Z (C [G])) = r. 

A cada elemento a € A ¿Je ponemos en correspondiencia el opera- 
dor lineal £'P, que opera en el ideal mínimo por la izquierda J, = 
= J¡,, según la regla £$ (v) = av, vE Jj. Como, evidentemente, 
LP = ALO, LM, = LO + EP, LG = ENE entonces, q: a — 
—> £(% es homomorfismo del álgebra A , en el álgebra de los endomor- 
fismos Endc J, = M,, (C). Supongamos, que 0 a€ Ker q, o sea, 
aJ;¿= 0. Todos los ideales por la izquierda Y, son C [Gl — iso- 
morfos, y, si py: Y; >; , es un isomorfismo, entonces, 

a Fi, = ap, (Ji) = aq, (eS) = q, (a-eJ 1) = q, (0) = 0. 

En consecuencia, A; =4Y,,, + ...+a1n, =0, y en tal caso, 
también a C[G)] =0, por cuanto aetÁA¿=>aA¡=0 para todo 
j +1. Sin embargo, ae=a +0. La contradicción obtenida muestra, 
que Ker p =0. Por lo tanto, «q es un monom orfismo, y, como 


P 
dim A¿ = rn] = dim M,, (C), entonces, A¿ = M,, (C). Tomando en 
cuenta la proposición 2, llegamos al teorema siguiente sobre la 
conformación del álgebra C [Gl. 

TEOREMA 3. El álgebra grupal C [Gl del grupo finito (G sobre el 
campo de los números complejos € se descompone en una suma directa 
(2) de ideales simples por ambos lados, isomorfos a las álgebras matriciales 
completas: 

CIAO M, C)98M, (00 ...-OMp, (0). 
En particular, el álgebra grupal de un grupo abellano de orden n sobre 
Ces isomorja a la suma directa de r ejemplares del campo C. 

COROLARIO. (teorema de Bernsaid). Sea D una representación ma- 
tricial trreducible de grado n sobre C, del grupo finito G. Entonces, en- 
tre las matrices D,, gEG, se tienen n? linealmente independientes, o sea, 
(D, 18€ G)c = MA (C). Y 

La conformación del centro Z (C [G]) como una subálgebra con- 
mutativa en C [G] se determina totalmente con las constantes estruc- 
1/2 27—0392 
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turales, que son los números enteros nt, de las relaciones 


2,2) > 2 MZ, - (4) 


Teniendo en cuenta la expresión (3) para las z;, es fácil comprender, 
que nj es el número de pares (g,h),g€ g%, REgf, para los cuales gh = 


= Er. 
Tomemos en Z(C) [G]1) otra base 


e; 


51 Sn (84) 22 =xY- 7 161 2) 2: (8) Es 1<iSro. (5) 
ful geG 

Aquí, al igual que en el $5, cap. 8, X1,. . ., X. Son los caracteres de 

las representaciones irreducibles; n,,..., np», sus grados. El' paso 

contrario se realiza por aa 


21 (8n) 
Za =1| Ef | Ss; ETEÑE: 
1denx1 


Para convencerse de esto, es necesario utilizar la relación (4),$5, 
cap. 8. Esta relación muestra, que 


DMe= im Ae» Xi (e) xi (8) = 
la] ge6c  á g€G 


4 
ES (6 | e] Cale) | =e 


Luego, empleando la relación generalizada de ortogonalidad del 
ejercicio 1, $ 4,' cap. 8, hallamos 


t¡,= JG aL 2 %1 (8) "O ) Ef un 
, 1€Q 
=> Ep 2 ar 2, (8) 1, (hg)) rt 


_ rn A 
AA n 2y La (a) hit = 6) y6 ia 


De oste modo, loy elomentos centrales e,, calculados por la fórmula 
(5), satistacen las relaciones 

o (6) 
y se llaman, por esta razón (y por iesaizión) idempotentes ortogona- 


les centrales del álgebra grupal CÍ[G]. La relación e =e,+. 
. +e, es la condición para que este sistema resulte completo. 


$ 4] ALGEBRAS SOBRE UN CAMPO 419 


Haciendo" B, = e¿ C [Gl], revelamos inmediatamente, que B; es un 
ideal por ambos lados en €. [G] con elemento unidad c,, y que tiene 
lugar la descomposición en la suma directa 


C [Gl = B,0B.9 ...0B,. (1) 


De (5) se deduce inmediatamente, que 


% (81) =R; +er A %: (8) X1(8) =n;¡6;,. 


Por eso, B; contiene el ideal mínimo por la izquierda Y C A;¿, que 
responde al carácter xy. Como A, y B;¿ son ideales por ambos lados, 
entonces, 4, < B¡. Comparando las descomposiciones (2) y (7), con- 
cluimos, que A; = B,. Y bien, ha quedado demostrada una variante 
más perfecta del teorema 

TBOREMA 4. Los elementos €, 1X ¿< r, calculados según la fór- 
mula (5), generan un sistema completo de idempotentes ortogonales 
centrales del álgebra grupal € [Gl] del grupo finito G. El componente 
primo e. 1G) de la descomposición directa 


C IG] = e C [(Glge,C 16l0 .. de,C [6], 


es isomorfo al álgebra matricial completa M., (C), y contiene todos los 
ideales minimos por la izquierda, que responden al carácter y. Pp 
Toda la teoría de representaciones de grupos se puede desarrollar 
a partir del teorema de Vedderbarn-Artin (véaso el p. 1) y de la teo- 
ría estructural general de las álgebras grupales (su conclusión final 
para los grupos finitos se formuló en el teorema 3). Hemos ido en sen- 
tido opuesto, apoyándonos, en esencia, sólo en el lema de Schur. 
Por último, demostremos una afirmación útil sobre los grados de 


las representaciones. 
TEOREMA 5. El grado n de la representación irreducible (WM, V) sobre 
C del grupo finito G, divide el orden |G |. 


DEMOSTRACION. Sea OD la representación correspondiente al álgebra 
grupa! C [6]. Según el lema de Schur (proposición 3, $ 3), el ope- 


rador lineal D (z;) es permutable con todos los V (g), gEG, y, por 
eso, pertenece a Ende ¡q, (V), y debe ser múltiplo del operador uni- 


dad: D (21) = w;8. Tenemos 
no, =tr w/ = trO (2,) => trO (2) =| ri | xo (45), 
de donde 


187 o (En 
E TUS 
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Empleando OD en las relaciones (4), obtenemos, 
A 
007 A NO y > 


Por lo tanto, Z lw;l es submódulo del Z - módulo Z lo,,. . ., w,) 
de tipo finito y, de acuerdo con los resultados del punto 3,5 3, w1 


es un número algebraico entero. Según los mismos resultados 


SS LA (o, Xw)c = Z 2 Xx (8) 20 (8) = 


=>; Y) 187 1:%0(81) xo (8) = > 0120 (£1) 


i=1 


A . . G 
es un número algebraico entero. En consecuencia, A ez. Y 


4. Algcbras no asociativas. Sea A un álgebra cualquiera (o sea, 
no necesariamente asociativa) de dimensión arbitraria sobre el campo 
P. A cada tres elementos z, y, 2€ A les ponemos en correspondencia 
la expresión (x, y, 2) = (y) z — z (yz) denominada asociador de los 
mismos. En dependencia de las relaciunes idénticas, que vinculan a 
los asociadores o a otras expresionos, se obtienen distintos tipos 
(0, como también se dice, clases primitivas, diversidades) de álgebras. 
Sirven de ejemplos 

1) las álgebras asociativas: (x, y, an = 0; 

2) las álgebras elásticas: (r, y, 1) = 

3) las álgebras alternativas: (x, x, y = ¿Y x, a) =0,; 

4) las álgebras de Jordan: (x=, y, 2?) = 0; xy — yx = 0. 

Por este camino axiomático es posible, evidentemente, andar 
ilimitadamente. Es notable, sin embargo, que muchas clases de 
álgebras no asociativas aparecieron de un modo natural en ramas 
lejanas del álgebra como ciencia. En calidad de ejemplos más ilus- 
trativos corresponde nombrar las álgebras de Jordan que llegaron 
a las matemáticas de la mecánica cuántica (de la física de Jordan), 
y las álgobras de Lie, utilizadas incialmente en forma exclusiva 
para la descripción (en determinadas condiciones) de la estructura 
local de los grupos lopológicos (Sofus Lie, matemático del siglo 
XIX). Sobre las álgebras de Lie se hicieron menciones breves en las 
páginas del libro, por eso a ellas les destinamos un lugar aparte. 

En el álgebra de Lie £ sobre el campo P, el producto de los ele- 
mentos x, y € L se acostumbra anotarlo [zyl. Por definición de las 
álgebras de Lie, la oporación bilineal (x, y) > [zy) satisface dos con- 
diciones: 

(1) [zx] = 0 (lzy) = — lyzl es anticonmutatividad); 

(ii) [[zyl zl + (yal xl + lízxl y] = 0 (identidad de Jacobi). 
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EJEMPLO 1. Sea A un álgebra usociativa sobre el campo P. En el campo 
voctorial A damos una estructura de álgebra de Lie L (A), haciendo [ry]= 
= xy — yz. Es claro, que (xrx] = 0. Luego, 

Íeyl $) = (2y — yx): — 2 (2y — yz) = 2y2 — yzz — 2x4 |]2Uz, 

lly=] a] = (yz — 2y) 2 — zx (y£ — 1y) = Yy2% — 2y% — 242 + 12y, 

(23) y] = (ax —aziy — y (32 — 12) = 22y — 224 — y2r =- y2z, 
como resultado de una suma sencilla obtenemos la identidud de Jacobi. 

Sea, en particular, A = Endp (V) = Y (V), el álgabra de todos 
los operadores Jineales del espacio vectorial finitodimensional V 
sobre P. Cualquier homomorfismo q: L—=>L (% (V))) se llama repre- 
sentación del álgebra de Lie L. El espacio de represeninciones V 
también se denomina L-módulo (o módulo sobre el álgebra de Lie L). 
Formalmente, el L-módulo se da mediante tres axiomas: 

(L1) zx (au + Pu) = azxu + fxv; 
(L2) (ar + By) v = azv + Py; 
(L3) lxyl v = zx (yo) — y (xv). 

EJEMPLO 2. Se llama diferenciación del álgebra arbitraria K (no necesaria - 
mente asociativa) sobre el campo P, la diferenciación 2 del anillo X (véase 
la definición en el p. 3, $ 1, cap. 6) ec anle con Ja operación de una cons- 
tante de P: Z (ña) =12 (a), 14€ P, a € K. El ejemplo 1 y el ejercicio 8, 
8 1, cap. 6 muestran, que la multiplicación [Z,2,1= 3,22 — %,9, propor- 
clona al conjunto Der (XK), que es un nn vectorial sobre P, estructura de 


álgebra de Lie. Si, en particular, K = P[X] es un álgebra de los polinomios, 
entonces, Der (XK) está compuesto de las diferenciaciones 2,, u € K que operan 


de acuerdo con la regla: Z, N=uF=0f". Por definición: [9,2.,) Y) = 
eE (EN) — Ly (Z uf) = Ey (0) — E, (41) = 8ux (0) — v(ufy = u(vf+ 
-+- v/> e (uf + uf”) = luv — Ale P Por consiguiente, [(2,¿Dp) = Duo -u o 
y o que el álgebra Der (X) es isomoría al álgebra infinitadimensional de 


Lie (XK, [ ]) con el espacio base K y la multiplicación luv) = ut” — u*v. Hacien- 
do K() = (Xi+21)2, obtenemos la descomposición do K en la suma directa 
K= Ko 0X09+ K009X090 -.- 
que tiene la propiedad del álgebra graduada de Lie: [Ki Kyy) > Ki¡+ y), (com- 
parar con el ejemplo 2 del punto y E álbebra de Lio (| $ opera en el espa- 
cio vectorial K de dos maneras: 1)(a, $) -—» af' (operación natural); 2) (a, f) o 
A» 0/' —a'f (operación con endomorfismos adjuntos). Como resultado, se obtienen 

dos (K, [ ))-módulos no isomorfos. 
PJEMPLO 3. Las matrices antisimétricas con traza nula Ky, Kg, Kg, cons- 
truidas en el ejercicio 3, $ 1, cap. 7, respecto al grupo SU (2), satisfacen las 


relaciones 
[K¡K 2) = Ky, [Ky¿Kal = K; [K1K,) = Ka, 


ue apo con exactitud la regla del producto vectorial de vectores en R3 
AR,K, == K,K¡ — K¿K, que son «conmutadores» de las matrices cn MO): 
véase el ejemplo 1). Por eso, el espacio real tridimcusional (X,, Xy, Kyp 


está dotado de la estructura del álgebra de Lie. 


De la teoría general de representaciones de grupos compactos se 
deduce, que entre las representaciones irreducibles del grnpo SU (2) 
y sus álgebras de Lie su (2) = (K,, Xy, Ky7g se tiene corresponden- 
cia biunívoca. Esto se puede comprender intuitivamente, tomando en 
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cuenta Ja continuidad de la representación del grupo y examinando 
en la envoltura lineal de los operadores YD (g,) (donde g, es un 
elemento dependiente de un modo diferenciable del + € R del grupo 


SU (2); go = €) el operador lineal lím 7D (£:), ya contenido en el 
l- 


álgebra su (2). A fin de confirmar el ado completo de las repre- 
sentaciones irreducibles del grupo SU (2), que fueron obtenidas en el 
$ 6, cap. 8, nos es necesario convencernos de que, para cualquier » 
natural se tiene, con exactitud hasta el isomorfismo, exactamente un 
su (2)-módulo irreducible de dimensión n sobre C. Con este fin, es 
cómodo pasar desde el principio del álgebra real] de Lie su (2) a su 
«complejificación», que coincide con el álgebra de Lie 


L =sl (2) = su (2) Sn C 


de todas las 2 X 2-matrices complejas con traza nula. Los elementos 
básicos 
1 = -—EK, + Koa, tg = —¿iKy, tl] = — iK, —K, 

del álrebra L se multiplican de acuerdo con la regla 

[le_,e,l = Co, lepe..] = —2e.,,-lepe,] = 2€,. (8) 
Olvidando por un momento el origen de L, puede considerarse, que 
L = (e_,, €, €? es un álgebra tridimensional abstracta de Lie 
sobre € con tabla de multiplicación (8). Es fácil comprobar que £- 
es un álgebra prima de Lie. Por lo tanto, cualquier módulo irredu- 
cible suyo de dimensión >>1, será exacto. 

Sea, inicialmente, V 3 0, un £-módulo arbitrario de dimensión 
finita sobre €, y sean, E_,, Ej, £,, operadores lineales en V, propia- 
mente correspondientes a los elementos e.,, €o, €. En la teoría de 
las representaciones de las álgebras de Lie, se ha establecido su pro- 
pia terminología, que observaremos. El subespacio propio V 
= (vE£€ V | Bo = áv) del operador E, en V con el valor propio 
A E C está compuesto por vectores, sobre los cuales es aceptado decir, 
que tienen un peso %. La dimensión dim V? se llama multiplicidad 
del peso ). 

LEMA 1.$SivE€ V, entonces, Ev € V***, E_v € V+* (E, es 
operador «aumentativo», y E_, «diminutivos). 

DEMOSTRACION. En concordancia con el axioma (L3) tenemos 
Eb (Ev) = [£,E,) vo: - E; (En) == 2E,v + E, (Av) = (A + 2) Ey, 
usí que, por tinción Ew € V**?, Análogamente, E, (E.v) = 
= (1 --2) E_yp. 

Del curso del álgebra lineal se sabe, que los vectores que respon- 
den a distintos valores propios, son linealmente independientes. 


Por eso, la suma W = » V? Y es directa. Del lema 1, también se 


deduce, que W = y V* es L-submódulo en V. Como W 40, enton- 
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ces, en caso de un L-módulo irreducible V, debe cumplirse la 
igualdad W =V. 

Llamemos al vector va € V vector mayor de peso A, si vy 520 y 
Ev, == 0, Evo = ADO. 

LEMA 2. Cualquier E-módulo V finitodimensional, tiene vector 
mayor. 

DEMOSTRACION. Tomemos un vector v arbitrario (+ 0) de peso y 
y compongamos la sucesión de vectores v, Eyv, Ejv, . . ., CON pesos y, 
+2 u4+4,... (véase el lema 1). Como dim V < oo, entonces, 
Enmtiy = 0 para algún m. Tomando m el mínimo, podemos hacer 
Yy = EPv, A= p + 2m. 

En calidad de ejemplo examinemos el espacio vectorial V, de 
dimensión n + 1 sobre C con base fijada vo, V,, - - ., Un. Los opera- 
dores E_,, Eo, E,, los determinamos mediante las fórmulas 


E-¡Um = (m4 1) Um+ro 
EqUm = (n — 2m) Um, (9) 
E¡Um = (n —m->+1) Um, 


haciendo v_, = 0 = Va 41- La comprobación directa muestra, que se 
han cumplido las relaciones 


E, (E-¡0m) — E-(£¡0m) = £nUm» 
Ej (E_¡0m) => E., (EsUm) A E 2E 10m» 
Ej (Ejum) — E, (LoUm) = 2EyUm, 
que están en correspondencia con la tabla de multiplicación (8) y 
con los axiomas del  L-módulo. Como Ev, = (a -¡- 1) v., =0, 


EV) = NYo, Entonces, v, es el vector de peso n, y todo el espacio V, 
se escribe en forma de la suma directa 


V.='P?gVY09...9V- (10) 


de espacios unidimensionules de «pesos» V"-*" = (p,,) (cada peso 
tiene la multiplicidad 1). Suponiendo la existencia del submódulo 
UXH0 en V,, tomamos cualquier vector propio u € U del operador 
E,. De acuerdo con la descomposición (10), u = Av» para algún m. 
El empleo sucesivo del operador «aumentativo» /, (véase la fór- 
mula (9)) nos da das inclusiones Um. EU, ..., Vo € E, y mediante 
el operador «disminutivo» £., obtenemos del vector mayor va los 
restantes vectores. Por lo tanto, Y = V, y V, es un L-módulo irre- 
ducible. 

Observemos, que V, es un módulo trivial (unidimensional), y Y, 
es el módulo correspondiente a la definición natural del álgebra L: 
en la base (v,, V,) las operadores E_,, Ej, E,, tienen como sus matrices 


ls oll- lo —«l> lo ol: 
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El teoreina siguienle resuelve el problema que nos ocupa. 

TROREMA 6. Todo L£-módulo V trreducible de dimensión n-+ 1 sobre 
C es isomorfo a Va. 

DEMOSTRACION. Según el loma 2, nuestro módulo V pre cierto 


vector mayor v, de peso A. Hagamos v_, = Ú y Um = — Emp, = 


= En (. . (EU) ...) para m>0. Se afirma, que para cual- 


quier m>0 son lesitimaa las fórmulas 


E_¡Um = (+41) Un+1 
EqUm = (A — 2m) Um, (10) 
E ¡09m = (A — m + 1) Un -1. 


Efectivamente, cuando m = 0, las fórmulas (10') se reducen a la 
determinación del vector mayor v, y del vector »,, a continuación, 
operamos por inducción respectoa m: a) por la fórmula E.,Um = 
= (m + 1) 3, +, se determina el vector Vm +1; b) la formula Equn = 
= (A — 2m) t,, se deduce del lena 1; c) si ya se sabe, que £,Um.1 = 
= (A — m + 2) 0. entonces después de simplificar por m ambas 
partes de la igualdad 


mE = EEO0m-) = TEJE yl Um + En (Emo) > 
=r toUm-=1 + (A —m + 2) EiaUmas = 


= (1 —2mM+ 2) + (A—m-<+d (m—1)) tm = 
= mM (A—m>+i) Uma 


se obtione la última de Jas fórmulas (10). 

Si los vectores Lp, Uj, - + ., Up, para algún r son diferentes de cero, 
entonces, teniendo distintos pesos, ellos deben ser linealmente inde- 
pendientes. Por otro lado, on virtud de la irreducibilidad de V, el 
submódulo, engendrado por el vector v,, coincide con V, y, como 
dim Y = n + 1, entonces, V = (Up, Oj, - + «+. Un) Y Yn+1r = Un+a = 
=..,.=0, En particular, 


0= Eta =(U—n 14=0=>4=n 


(prestemos atención a la curiosa implicación dim V< oo =>4A€ZL, 
A= 0). 

Sustituyendo el valor A = n en las fórmulas (10'), de hecho lle- 
gamos, tomando en cuenta Jas designaciones elegidas, a las fórmulas 
(9), mediante Jas que se determina el L-módulo V,. En con- 
secuencia, V = V, 
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EJERCICIOS 


1. ¿Cuántas resolucionos en cl álgehra de los cuaternionos (H tiene la cona- 
ción x3 + 1 = 0? 

2. Algebra de cuaterniones generalizados sobre (Q). Mostrar, quo con Ja tabla 
de multiplicación 


1 e, A es 
1 1 e, 2 ty 
£1 €: An 83 neg 
ey lg —néy me —nm 


cou n, mE Z, nm xa 0, en elespacio vectorial tetradimonsional H (n, m) = 
= (1, €, €3, €), Sobre Q, se introduce la estructura del álgebra asociativa 


con uuidad. Utilizar para este fin la representación 

Z == Xq 21€, | Ig E 2303 > Áx 

To +2 Y n Y V m-+2 V nm 
2, Vm—e V mn z—. Vn 


El determinante det A, =x3] — zin — zim + zjnm = N (2) se llama norma 
del elemento z. Comprobar, que cuando se cumple la condición z € H (n, m), 
z 00m N (2) ye 0, el espacio H (n, m) es un álgebra con división (álgebra 
generalizada de los cuaterntones). Utilizando los conceptos y rczultados del 
ejercicio 7, $ 2, mostrar, que para p == 43 (mod 8) primo, ol álgebra HH (2, p) 
será álgebra con división. 

3. Examinar F2% como espacio vectorial Y de dimensión » sobre F,. Junto 
con la operación de suma, heredada de Ff22, introducir en V la operación de 
multiplicación (x, y) =o- 20 y= Y Zy. 7 Y z es automorfismo en F20, 
inverso de zm» x1, así que Vr4+y= Y 2 + Y y. Mostrar que (V, +, 0) 
es un álgebra conmutativa (no asociativa) sobre Fy, poscedora de las propieda- 
des: a) en V no hay divisores de cero ni unidad; b) la ecuación a o x =b con a + 
sí= 0 se resuelve univocamente; c) 0] grupo de los automorfismos Aut (V) opera 
en Y (0) transitivamento. 

4. En cualquíer álgebra so cumple la identidad 


tz, y, 2) + [tx y)s = (tx, y, 2) — (t, zy, 2) + (t, z, yz). 


Convencerse de esto mediante la comprobación y mostrar, que si el álgebra A 
con unidad 1 sobre el campo P para todos los asociadores tione lugar la inclusión 
(z, y, z) € P-1, entonces, A es un álgebra asociativa. 
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Esta «isla» del álgebra lineal se trata brevemente aquí, sólo para 
subrayar su parecido con el $ 5, cap. 7, donde se da la clasificación 
de los grupos abelianos finitos. No consideramos necesario insistir, 
en el $ 3, cap. 9, en el papel asociativo que desempeñan en esta 
cuestión los módulos sobre anillos de ideales principales, por cuanto 
para distintas calegorías de lectores, posiblemente, será más cómodo 
tener demostraciones directas de los hechos correspondientes sobre 
los grupos y acerca de los operadores lineales. 

1. Tratando de interpretar la operación del operador lineal dado 
vt: V—V, es natural proponerse como meta el hallar la base en Y, 
que coucuerde del mejor modo con 4. Con otras palabras, en la clase 
de malrices semejantes CAC, que responden al operador ut, se 
requiere hallar la matriz que tenga la lurma más sencilla posible. 
Por razones compronsibles, esta tarea está esencialmente ligada con 
el campo básico P, sobre el cual está definido e) espacio vectorial V. 
En adelante, consideraremos que P = T es el campo de los números 
complejos o cualquier campo alrehraicamente cerrado. 

Sea n = dim Y y A,,..., An, las raices características del poli- 
nomio 


fylt)=fa (t) = dol ((E—A)o= ¿pai s.. + an=[] (L—A,), 


a, = tr A = “XAk +... +4), 
Aa = (—1)" det A =(—1)P Aj... An. 


Los números complejos A, son también valores propios del operador 
lineal 4: los subespacios 


VU =(vE V | 4v = Ao) 


diferentes de cero y sus vectores no nulos se llaman vectores propios 
del operador 4. El conjunto Spec (4) de todos los distintos valores 
propios (raíces características) de dos en dos del operador 4 so 
Mama espectro del operador 4. Análogamente se dice sobre el espectro 
Spec (A) de la matriz A. 

Señalemos los hechos siguientes: 

(1) Los vectores propios, pertenecientes a «distintos valores propios, 


son linealmente independientes. La suma  »,  Vkes directa (ha- 
AESpec(A) 


blando en general, >,V* no coincide con V). 
(ii) La matriz del operador lineal 4 siempre puede ser reducida 
(en el sentido de semejanza) a la forma triangular. 
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La forma más fácil de convencerse de esto es razonando por in- 
ducción. Es necesario tomar un subespacio (e,? (4e, = A,€1), A-in- 
variable unidimensional, pausar al espacio cociente Y = V/ (e,)= 


= (v=v-+ (e,) JvE V) de dimonsión n — 1 y al operador co- 


ciente 4: 4v = Av, elegir en V la base le, .., € que lleva aÁ 
la forma triangular, y regresar al espacio V: 
A, K 
Az 
4=p -. [-U 
An 


(iii) (Teorema de Hamilton—Cayley). El operador lineal A y 
su matriz correspondiente A (en cualquier base) se anulan con su poli- 
nomio característico. 

Como esta afirmación no depende de la elección de la base, enton- 
ces, resulta cómodo usar la propiedad (ii). Examinemos la cadena de 
subespacios A-invariantes V = Vy>VY,D...> VY,., >0, don- 
de V, = (tr ez, .«., En-a-1 En-x?. Como (4 — An-r€) Cnor E Vi+1o 
entonces, (4 — An-18) Vr CVi+1 y, por lo tanto, 


(A) = 1 (4 —2,8) V = 


=(A—AE) ... (4—AE) Vo C(A—A,É) -.. (A—dAn-18) V, 
C(4—=2,8) ...(A4—A 218) V2 ... C(A—2,E)V,.,=0. 
Pero ¿¿(A)V=0=>f4(4)=0. P 


(iv) El polinomio mínimo h y (t) = ha (t) del operador (polinomio 
unitario de grado mínimo m< n, anulador de A y 41) es divisor del 
polinomio característico [y (t), divisible por todos los multiplicadores 
lineales t — A, A € Spec (A). 

La división con resto f yg (t) = q (2) -h. e (t) — r(t), deg rt < 
< deg k.4 (t), y las prentedades (4)=0 = ha (4) muestran, que 
r(4) =0, de donde r (t) == 0. á. luego, A es el valor propio del 
operador 4, entonces, Av =/1w=>0 =hkhyg(4)v = ha (Mu => 
=> hy) =0 => (— A | (0). 


EJEMPLO. El operador lineal 4: V — Y se llama nilpotente, si 47 = 0; 
m es el Indice de n£lpotencia, si 477520, Sea qm lo ye 0. Entonces, los vectores 
O AU... AMTIY, son linealmente independientes. En efecto, toda dependencia 
lineal no trivial tiene la forina 
APVYE ARO co Hp AMTU IO, 0Ek< mm. 
La aplicación del operador ,4'P-1-k a ambos miembros de esta igualdad nos 
llevaría a la relación 4" "vw = 0, lo que contradice la olección de v. 
Y bien. el índice de nilpotencia m del operador 4 no supera n = dim Y. 
Sean, m= n y qe 5 0. Introduzcamos las designaciones siguientes para 


28» 


428 COMPLEMENTO A 


los vectores básicos: e, = 4B7le, e, = Ar = e. Enton- 
ces, e, =0, AE 2 ey 1 > 1, y “la matriz “del operador. 0 en YN base (81, ... 
e. .y 8) será la célula de Jordan 


01. 0...0 0 
06 0.4...0 0 
, 000...0 0 
000.,..0 4 


0.00...0 0 
Si, por ejemplo, Y = (1, X, X4 ..., Xn-)¿ es el espacio de los poli- 
nomios de grado <n sobra €, y 4 =%x es el operador de diferenciación, enton- 
ces, la _matriz'do'este operador en la base (e;), e=X' será, precisamente, 
la célula Jo, 


Más generalmente, llamemos célula (superior) de Jordan de di- 
mensión m X m (o de orden m), correspondiente al valor propio de 
A, a la matriz 


A1410...00 
04 1 .00 
A 0 
000... 4d 
000...012 


pr _ que mia = dE =J mp es la matriz nilpotente: 


my 0, o =0. 
des pocisales, (t — A)" es el polinomio mínimo de la célula de 


Jordan Jm A y A, su único valor propio: Spec (Jm. 1) = (A). 
Si u (t) es un polinomio arbitrario, entonces 


ue y (A)/11 u*(A)/21 ... utmD(A/(m— 1)! 
0 u(A) u“(A)/11 ... ultra SN 


0 O: 0 o... ur (A) 


así que es mucho más fácil operar con J.,,, que con matrices arbi- 
trarias. 

TEOREMA PUNDAMENTAL. Cada matriz cuadrada A de orden n sobre 
el campo algebraico cerrado P (en particular, sobre C) es semejante a 
la suma directa de las células de Jordan. Precisamente, existe una matriz 


u (Jm, 7) = 
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no degenerada C, para la cual 


CIAC=J mat. bm 0 


ms, As 


(forma normal de Jordan J (A) de la matriz A). Con exactitud hasta la 
permutación de las células, la forma normal de Jordan de la matriz 
es única. 

Como los polinomios minimos de las matrices semejantes coin- 
ciden, entonces, del teorema fundamental y de las observaciones, 
hechas con respecto a la célula de Jordan J,,, se deduce, que 


Ra()=( Mm)... (1 41)), 


donde (A;,, . - -,41,) = Spec (A) y my, es el orden máximo de la cé- 
lula de Jordan, que responde al valor proprio de Ay, . 

El claro, que la condición necesaria y suficiente de diagonaliza” 
ción de la matriz A (o sea, la semejanza de su matriz diag (A;,, . . - 
- » «, A.) es la ausencia en Y (4) de células de orden mayor de 1. Por, 
eso, se obtiene el siguiente criterio útil. 

COROLARIO. La matriz cuadrada A sobre C se diagonaliza si, y sólo 
si, su polinomio mínimo ha (t) no tiene raíces múltiples. 

Este criterio es efectivo, por cuanto para el cálculo de ha (2) 
no es necesario reducir la matriz A a la forma normal de Jordan. 

La demostración del teorema fundamental se divide en tres partes, 
correspondientes a los puntos 2, 3, 4. 

2. El conjunto de vectores 


V() =(w€V 1(4 — 2€)'v = 0 para algún h) 


se llama subespacio radical, correspondiente al valor propio de 14€ 
€ Spec (4%). 

De que V (4) es un subespacio, nos convence una comprobación 
fácil. Si, porejemplo, u € V (A), v € V (A), siendo además, (4 — A€)Ju = 
= 0, (A — 1£)v =0 y m = máx (s, t), entonces, 


(A — 18)” (au + Bo) = a (4 — 18 )"u + B (4 — 18)" v =0, 


de donde au + fvE V (A) para cualesquiera a, B€ C. Como en 
V (A) está contenido el vector propio, correspondiente a 1, entonces, 
V (4) 4 0. Luego, V*C Y (A), pero, la igualdad puede no existir, 
como lo demuestra el ejemplo del operador nilpotente 4 de índice de 
nilpotencia n. En este caso, A =0 es el único valor propio, 
dimV" = 1, pero V (0) = V. 

Como dim V (1) < n y la limitación 4 — 4€ en V (A) es un ope- 
rador nilpotente, entonces, 


V (1) = (vET 1(4 — 28)"v = 0). 
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TEOREMA 1. Sea 4: Y — V, un operador lineal con polinomio carac- 
teristico 
P 
gl) = [| (62% (2, 44, para ¿9tj). 
int 


Entonces, V == V(A, 9... O V (Ay) es la suma directa de los subes- 
pacios radicales V (A,), cada uno de los cuales es invariante respecto a 
Kk y tiene la dimensión dim V (A) = n;. El operador A — 4sfé, 
nilpotente en V (A;), opera de un modo no degenerado en el subespacio 


Y =VY (JO... SVALJOV (M+10 -.. - BY (Ap). 


Pinalmente, 7. es el único valor propio del operador A | V (A). 
DEMOSTRACION. Ninguno de los factores primos t — Aa puede ser, 
a un mismo tiempo. divisor de todos los polinomios 


fi 09=l| (—1)%7 ¿1,2 .... Pp, 
Y ro 1 


y, por eso, el m.c.d. (f, (t). .. ., fp (1)) = 1. Existen, por lo tanto, 
polinomios g, (1), . ., £p (1) € C[tl, para los cuales 


$2) 
Y he (1. (1) 
Los subespacios 
W=f (4) 2, (4) V = FH(A4) ge (4) [vEeV) 1<i<p, 
son invariantes respecto a A: 
AW,= HA) EA) AV Of (4) E: (A) VW, 
Además, 
(AA,EJNUW¡=I¿(4)8,(4)V =0 
(por cuanto f ¿(4)==0; véase (iii), así que 
W,<V(4,). (2) 
La reelación (1), reescrita en la forma 


p 
g=2 f, (A) 8, (4), 


nos da la descomposición 
Pp 
V an DS: W, 


y además (en virtud de la inclusión (2)): 


V=Y V(). 
i=1 
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Supongamos, que vEV(A¡)N/V;,, donde, al igual quo en la for- 
mulación del teorema V¿=2V()). Entonces, (4 —1,8)" v 0, 
Je 


y, como v= 2 v, y (4 — 48)" v,=0, entonces, 11 (A — 148)" v=0. 
Pero, del hecho de que son primos entre sí los polinomios 
(4), c()= [| (Ay, se deduce la existencia de a(t), b(t), 
para los cuales, 

a (t) (t— AY +b (8) c (2) =1. 
Obtenemos 


v=2a (4) (A —4 "uv +Dd(A) (Y (4—448)"] y=0, 


o sea, los espacios V (41) y V, no se intersecan. En consecuencia, lene- 
mos la descomposición 


V=VYV4)0...o0Y (1) (3) 


en una suma directa de subespacios ,4-invariantes. 

De la inclusión (2) y de Ja descomposición (3) se deduce inme- 
diatamente. que W; = V (2.,¿). De este mudo, para V (2¿) se ha obte- 
nido la expresión efectiva 


VA) =f (A) 2: (4) Y, 


donde f; (t), £, (t), son polinomios de la identidad (1). En parti- 
cular, 


(A — AY UV (A) = 0. 


Algún divisor del polinomio (+ — Ay¿)”! será polinomio mínimo para 
A en V (4;¿). De esto se deduce, en primer lugar, que 4; es el único 
valor propio del operador 4 ly(,). Luego, en la base que es la 
unión de las basos de los espacios V (4, ¿), el operador 4 tiene la matriz 


4% 0 
Á= "e 


9 


O Ap 
donde A; es una matriz de orden n; = dim Y (4,) con el valor propio 
único A; y el polinomio característico f ay (1) = (t—4A)ni ni< 
< n¡. Como fa (l) = | fa, (1), entonces, == Mi E... 4 Mp y 


ni = Ni. 
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Nos queda por demostrar que la limitación (4 — 18) ly, es no 
degenerada. Pero esto es comprensible : en caso contrario, [Ker (4 — 
—= E) NV, +0 y ¿uv — Av =0 para algún OU +v € V,. Sin em- 
bargo, en V; el polinomio característico para 4 resulta ser f; (1) = 
=|[| (¿ — 1)", y h, no puede ser valor propio. 


pon 

3. La cuestión sobre la elección de la matriz más sencilla, demos- 
trada en el teorema 1, para el operador )ineal 4: V —=- V, se llevé al 
caso cuando 4 tiene un valor propio único A y (4 — 14€)" =0, 
m< dim V. Haciendo 9 = A —2É£, obtenemos el operador nil- 
potente de índice de nilpotencia »r con matriz nilpotente B 

TEOREMA 2. La forma normal de Jordan J (B) de la matriz nilpo- 
tente B, existe (el campo básico P, es arbitrario). 

DEMOSTRACION. Noses necesario demostrar, que el espacio vecto- 
ria] V,'ert el cual opera el operador nilpotente Y con la matriz B, 
se descompone en la suma directa de los llamados subespacios cíclicos 
PIB] y; = (0,801, ..., Bv), con G"iv, = 0. Deseamos efec- 
tuar la inducción respecto a la dimensión del espacio. Suponga- 
mos, que la afirmación del teorema ha sido demostrada para todos 
los pares (V”, 9"), donde dim V" < dim V y $” es un operador nil- 
potente en v. 

Ma BZ” =0, $"lu +0. Introduzcamos el subespacio cíclico 

=(u, Gu, ..., 2"-lu) y el espacio cociente Y = V/U, en el que 
E a Gua al operador cociente Y: Ho = Ho. Aquí v = 
=6 + U es una clase adjunta con representante v. Como By = 
= Bry!= (, _entonces, 4 es un operador nilpotente de índice de 
nilpotencia m< m. Con otras palabras, PYV E U, BV <= U. 
__ Como dim V < dim Y, entonces, por presupuesto de la induc- 
ción, 


V=050,e ... SUD... U,=P(%]u,. 


l'ara V obtenemos la descomposición 


Y=U,08.-..-0U,,80U, (4) 
donde 
O, = (4, PU, ...3 eran, Bru, ED, mm] <m<m. 


Los subespacios U, no son S-invariantes, por cuanto, hablando 
en general, $"! u, +0. 

Para mayor comodidad, para i fijando hagamos w = u¡, 1 = m,, 
W=U;¡=(w, Pu, ..., Bt-"w). Por condición, 
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Piw=0. Bu + Ln. ¿Bt Y oo + Cm BL, Za E 0 


(si todos los a, == 0, no tenemos nada que hacer). Aplicando el ope- 
rador BP-1=* 2 la última relación, obtenemos Pr-1-MHly= 
== 0, BG”-lu e 0. Como $" = (), entonces, esto es posible sólo 


cuando IX k< m — 4. Haciendo 
v=wW—0. Bu — Ar tum. — Om BUS, 
descubrimos, que %H! 1% = Pliwz+u' (0, pero 
Po= PF wW—AB'U.— ...— On ¡Bu =00. 


El espacio cíclico (v, $Hv, . . ., L'-v)con S'v = O engendra, jun- 
to con U, el subespacio U¿SHU. eo 

Estos razonamientosson legítimos para cualquier ¡, 1IXiX<s— Í, 
por eso, en la descomposición (4), podemos sustituir cada subespacio 
U, por Y, =(0,, BY, . . ., By" lv), Bv, = O. Haciendo también 
YY =u, m, =m, V, = U, obtendremos la descomposición 


V=V08...90Y,, 


que posee todas las propiedades necesarias. 

4. Pasando a la demostración de la unicidad, indiquemos al 
mismo tiempo la regla práctica para la reducción de la matriz arbi- 
traria A de orden n a la forma normal de Jordan. 

Para esto es necesario saber hallar el número V (m, 4) de células 
de Jordan Jm, de orden m, que responden al valor propio A de la 
matriz A. Comparemos, de un modo habitual, a la matriz A, el ope- 
rador 4, que actúa en el espacio vectorial n-dimensivnal V, y des- 
compongamos V en la suma directa 


V =YV()0 V, (5) 
donde 


3 
V(N)= 09 (0, (4—18) 0) -.. (4-18) "1"*0), V'= Y V(). 
Just Ad 
Calcularemos el rango r, = rank (A — AE) de la matriz (A — 2E), 
o, lo que es igual, la dimensión del espacio (4 — A€.)'V. Esta di- 
mensión, por supuesto, no depende de la elección de la base en V. 
Cada uno de los espacios en la descomposición (5) es invariante con. 
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respecto a (4 — 18)', por eso 
dim (A—18)' V =Y) dim (4 —14€)'C[4]v,+ dim (4 —18) V”. 
Consideramos, para mayor precisión, MZ M:<X-+...X My. SÍ 
mj< t, entouces, (4 — 128) C[4Alv, = 0. Para m, > £, tenemos 
(A—18)C[4]0¿=(A—28) dy (A—ME)*1U 5, +. 
co (AE) UD), 
así que dim (4 — 2EJC [4] v, = m, — t. En V' el operador 4 — 


— 18 no está degenerado (teorema 1), por eso, dim (4 — 18)t V” = 
= dim V'”. Obtenemos 


ri = Y, (m¡—8)+ dimv”, 
my>t 
de donde, 


Ti—Tm= DY) (m—t= 2 (m-—t-1)= 
m > my>t41 
= Y (m-—0-— 2 (mr 2 1= 
my>t my>t4 4 mj>t+l 
= Y 1+ 2, IN (+1, AHN(EF+2 At... 


mj=t+1 my>t 
Por lo tanto, fm. — 'm — (lm — Fm+1) 5 (N (m, A) ln 


+N(m+41, A +...) )—-1V(m>1,4)+N(m+2,A) +... 
...)=N (mum, %), y obtenemos la fórmula definitiva 


Ñ (m, 4) = Tm — 2Pm + FTm+p (6) 
m>B41, ry=cvenk (A —¿AL£Y, ry =84. 


Observemos, que r¿es una variante de la matriz A (o sea, un núme- 
ro, definido por la clase de semejanza de la matriz A). Esto significa 
que la fórmula (6) tumbién establece la unicidad de la forma de Jor- 
dan J (A). 

Hasta ahora, sobre la matriz C, que cumple la semejanza 


J (4) = CAC, 


no se ha dicho nada. Pero como ahora 4 y J (4) son matrices que 
conocemos, entonces, € = (e;,) puede ser hallada del sistema homogé- 
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ueo de ecuaciones lineales 
CJ (4) - AC =0 


de orden n*. Sea C,, ..., C,, su sistema fundamental de soluciones. 
Hablando en general, no todas las C, son matrices no degeneradas, 
pero, como la forma normal de Jordan J (4) existe, entonces, det 
(1C1+... + £,C,) +0 con coeficientes indetorminados t,. .. ., lr, 
y se pueden elegir a,, . .., a, € C, para los cuales det (aC, +... 
e... +a.Cy) +0. Entonces. C = 0, +... +0,C, es la matriz 
buscada. Por supuesto, C está lejos de ser univocamente determinada, 
incluso con la normación det C = 1. 
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